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MJhs  Werk,  welches  ich  hiermit  dem  mathematischen  Pu- 
blikum übergebe,  ist  das  Produkt  meiner  bisherigen  imd  zugleich 
die  Grundlage  meiner  künftigen  Vorlesungen  an  der  hiesigen 
polytechnischen  Schule.  Wenn  auch  für  eine  ünterrichtsan- 
stalt  von  praktischer  Tendenz  ausgearbeitet,  so  wird  man  ihm 
doch  seine  Bestimmung  hoffentlich  nicht  anmerken;  denn  es 
ist  ebensosehr  der  Wunsch  des  Königlichen  Ministeriums  des 
Innern,  als  meine  eigene  üeberzeugung,  dass  der  mathematische 
Unterricht  auf  einer  höheren  technischen  Lehranstalt  in  streng 
wissenschaftlicher  Form  ertheilt  werden  soll,  und  dass  er  sich 
von  unfiruchtbaren  philosophischen  Redensarten,  wie  von  einer 
möglichst  eiligen  praktischen  Abrichtung  gleich  weit  entfernt 
zu  halten  hat,  ohne  deswegen  seine  fortwährende  Verbindung 
mit  der  Praxis  zu  opfern.  Während  ich  so  in  Beziehung  auf 
die  Gründlichkeit  der  Darstellung  vollkommen  freie  Hand  be- 
hielt, blieben  nur  noch  zwei  aus  der  Bestimmimg  des  Buches 
hervorgehende  Bedingungen  zu  erfüllen;  es  musste  nämlich  das 
Maass  der  vorauszusetzenden  Kenntnisse  auf  sein  Minimum  re- 
duzirt,  andererseits  ein  möglichst  einfacher  imd  natürlicher  Ge- 
dankengang eingehalten  werden.  In  wie  weit  mir  das  Erste 
geglückt  ist,  möge  man  daraus  abnehmen,  dass  ich  ausser  der 
gewöhnlichsten  Elementarmathematik  nur  die  ersten  Begriffe 
der  analytischen  Geometrie  als  bekannt  voraussetze;  ich  habe 
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selbst  die  bei  der  Differenziation  der  Potenz,  der  Exponenzial- 
grösse  und  des  Logarithmus  sonst  übliche  Anwendung  des  bi- 
nomischen Satzes  (für  ganze  positive  Exponenten)  vermieden 
und  durch  eine  auf  gewöhnlicher  Division  beruhende  Darstel- 
lung ersetzt.  Auch  die  analytische  Geometrie  hätte  sich  aus- 
schliessen  und  mit  den  Anwendungen  der  Analysis  zu  einer 
höheren  Geometrie  verschmelzen  lassen,  es  mag  das  sogar  syste- 
matisch sein,  für  ein  Lehrbuch  aber  ist  es  höchst  unpraktisch, 
sich  eines  so  vortrefflichen  Mittels  zur  Erläuterung  der  analy- 
tischen Processe  zu  berauben.  Ich  habe  daher  keinen  Anstand 
genommen,  nach  Erledigung  gewisser  Hauptcapitel  der  Diffe- 
renzial-  und  Integralrechnung  jedesmal  einen  geometrischen 
Excurs  einzuweben ,  selbst  der  physikalische  Begriff  der  Dich- 
tigkeit schien  mir  nicht  zu  fremd,  um  den  dreifachen  Integralen 
dieselbe  Anschaulichkeit  wie  den  einfachen  und  Doppelintegralen 
zu  verschaffen.  —  Was  die  zweite  Forderung  einer  möglichst 
natürlichen  Darstellung  anbelangt,  so  war  diese  nach  den  an- 
gegebenen Prämissen  sehr  leicht  zu  erfüllen;  die  strengsten 
Methoden  sind,  richtig  dargestellt,  immer  die  natürlichsten  und 
kürzesten.  Den  Beweis  dafür  mag  das  vorliegende  Buch  sel- 
ber führen,  welches  unter  allen  Werken  von  gleichem  Umfange 
den  reichsten  Inhalt  bieten  dürfte ,  obschon  man  nirgends  eine 
lakonische  Kürze  des  Ausdrucks  finden  wird. 

Den  obigen  allgemeinen  Andeutungen  über  die  Gesichts- 
punkte ,  welche  meiner  Arbeit  zu  Grunde  liegen ,  mögen  einige 
mehr  ins  Detail  gehende  Bemerkungen  ftdgen.  Den  Begriff 
des  Differenzialquotienten  habe  ich  nach  Nävi  er 's  Vorgange 
{RemmU  des  lepons  d^analysey  Paris  1840,  deutsch  von  Dr. 
Wittstein,  Hannover  1848)  auf  „die  Geschwindigkeit  des 
Wachsthums  einer  Fimktion"  zurückgeführt,  nicht  als  ob  ich 
meinte,  dass  damit  für  die  Metaphysik  des  höheren  Calcüls  ein 
irgend  bedeutsames  Moment  oder  gar  dessen  Basis  gefunden 
wäre,  sondern  weil  diese  Verknüpfung  einen  für  Techniker 
naheliegenden  Ausgangspunkt  bildet  und  sich  mit  Leichtigkeit 
der  historischen  Entstehung  der  Differenzialrechnung  anschmiegt. 
Genauer,  als  es  sonst  geschieht,  ist  dabei  der  Begriff  der 
Grenze  auseinandergesetzt  worden  (S.  9  und  10)  um  den  leider 
hie  und  da  noch  immer  auftauchenden  schiefen  Auffassimgen 
des  Differenziales  vorzubeugen.  In  der  Bezeichnungs weise  folge 
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ich  Jacobi  und  benutze  bei  gewöhnlichen  DifFerenzialen  die 
gestreckten  rf,  bei  partiellen  Differenzialen  die  geschwungenen 
^;  dass  Ohm  und  einige  wenige  ausländische  Mathematiker 
mit  S  den  DiflFerenzialquotienten  und  nicht  ein  partielles  DiflFe- 
renzial  bezeichnen,  kann  Jacobi  gegenüber  von  keinem  Ge- 
wicht sein;  will  man  aber  den  DiflFerenzialquotienten  durch  einen 
vorgesetzten  Buchstaben  andeuten,  so  empfiehlt  sichl  die  von 
Cauchy  herrührende  Anwendung  des  grossen  D  jedenfalls 
besser. 

In  der  Entwickelimg  der  unendlichen  Reihen  von  Taylor 
und  MacLaurin  (§.  31)  habe  ich  die  immer  umständlichen 
Bestbetrachtungen  vermieden  und  gezeigt,  in  wie  fern  die  Methode 
der  unbestimmten  CJoefficienten  wissenschaftlich  berechtigt  ist 
(Satz  Z?.  S.  128);  hierdurch  wurde  emerseits  die  Strenge  voll- 
kommen gewahrt,  andererseits  die  Bequemlichkeit ,  welche  jene 
Methode  vor  den  späteren  Entwickelungsweisen  von  Cauchy 
und  Amp&re  vortheilhaft  auszeichnet,  wieder  gewonnen. 

Daran  schliessen  sich  in  §.  36  einige  Bemerkungen  über 
das  Unendlich -Kleine,  hinreichend,  um  auch  hier  die  Leich- 
tigkeit wieder  zu  erlangen,  welche  die  älteren  Betrachtungs- 
weisen, darboten,  und  wodurch  man  ein  für  allemal  der  Mühe 
überhöben  wird,  sich  ferner  auf  Grenzenuntersuchungen  einzu- 
lassen, die  namentlich  bei  mathematisch  -  physikalischen  Pro- 
blemen -ZU  unerhörten  Weitläufigkeiten  führen  müssten. 

Für  die  Integralrechnung  und  deren  Anwendungen  ist  be- 
kanntlich die  AuflPassung  des  Integrales  als  eines  summatori- 
schen  Ausdruckes  von  besonderer  Wichtigkeit  und  Klarheit, 
sie  wurde  deshalb,  wie  bei  allen  besseren  Schriftstellem  der 
Neuzeit,  in  den  Vordergrimd  gestellt  und  mit  Sorgfalt  erörtert; 
auch  die  Transformation  doppelter  und  dreifacher  Integrale 
durch  Substitution  neuer  Variabelen  (d.  h.  durch  Aenderung 
des  Coordinatensystems)  ist  auf  dieses  Prinzip  zurückgeführt 
worden  (§§.  94  und  97)  und  erlangt  dadurch  jedenfalls  eine 
grössere  Anschaulichkeit  als  auf  dem  gewöhnlichen  rein  ana- 
lytischen Wege,  wenn  auch  letzterer  den  Vorzug  besitzt,  auf 
mehr  als  dreifache  Integrale  anwendbar  zu  sein. 

Die  Capitel  XVI.  und  X Vll. ,  die  mancherlei  Eigenes  ent- 
halten, sind  so  gestellt,  dass  sie  beim  ersten  Unterrichte  nöthi- 
geufalls  übergangen  und  später  nachgeholt  werden  können.  Ist 
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mir  irgendwo  das  Maasshalten  schwer  geworden,  so  war  es 
hier  und  am  meisten  bei  dem  unendlich  reichen  Thema  der 
elliptischen  Funktionen.  Um  jedoch  wenigstens  einem  anerken- 
nungswerthen  Prinzipe  zu  folgen,  habe  ich  die  Auflösimg  der 
Fimdamentalaufgaben  vollständig  gegeben  und  imUebrigen  die 
Untersuchung  bis  dahin  geführt,  wo  dem  Leser  die  Noth wen- 
digkeit des  Eintritts  einer  neuen  Behandlungsweise  fühlbar  wird, 
welche  letztere  dann  weiter  bei  Jacobi  zu  suchen  ist.  Die- 
selbe Maxime  leitete  mich  auch  bei  der  Darstellung  der  Lehre 
von  den  partiellen  Diflerenzialgleichungen,  die  begreiflicherweise 
hier  nur  in  sehr  beschränktem  Maasse  Platz  finden  konnte. 

Von  Beispielen  habe  ich  immer  soviele  gegeben,  als  der 
betreflende  Calcül  Modifikationen  zuliess,  und  man  wird  daher 
für  jeden  bemerkenswertheren  Fall  ein  Paradigma  aber  keine 
überreiche  den  Platz  verengende  Auswahl  von  Uebungsbeispielen 
finden;  für  letztere  verweise  ich  auf  die  Sammlung  von  Prof. 
Dr.  Sohncke  (Halle  1850). 

Dresden,  im  November  1852. 

Dr.   O.   Schlömilch. 
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L    Begriff  der  Funktion. 

Xn  der  gesammten  höheren  Analysis  unterscheidet  man  zweierlei 
Arten  von  Zahlen :  Constanten  und  Variabelen;  die  ersteren  sind 
unveränderlich,  d.  h.  sie  behalten  in  jeder  vorzunehmenden  analjti-^ 
sehen  Betrachtung  die  ihnen  einmal  ertheilten  Werthe,  die  Variabelen 
dagegen  sind  veränderlich  und  können  jeden  beliebigen  speciellen 
W.erth  annehmen.  Um  diesen  wesentlichen  Unterschied  auch  in  der 
Bezeichnung  hervorzuheben,  pflegt  man  die  Constanten  durch  die 
ersten,  die  Variabelen  dagegen  durch  die  letzten  Buchstaben  des 
Alphabetes  zu  bezeichnen. 

Was  nun  die  Art  und  Weise  betriflt,  wie  sich  eine  Variabele 
ändert,  so  sind  hier  zwei  Fälle  möglich.  Hat  nämlich  die  Variabele 
X  einmal  den  Spezialwerth  j?  =  a  besessen  und  nachher  den  Werth 
a  ==:  b  angenommen,  so  kann  man  sich  entweder  vorstellen,  dass 
der  Uebergang  von  a  nach  b  plötzlich  und  ohne  Berücksichtigung 
der  zwischen  a  und  b  einschaltbaren  Werthe  geschehen  sei,  oder 
man  denkt  sich,  dass  die  Variabele  a  von  a  ausgehend  alle  Zwi^'.. 
flchenstnfen  von  a  bis  &  durchlaufen  habe  und  zwar  auf  ähnliche 
Weise,  wie  ein  geradlinig  fortbewegter  Körper  über  alle  zwischen 
dem  Anfiuigs-  und  dem  Endpunkte  seiner  Bewegung  liegenden 
Stellen  hinweggegangen  ist;  im  ersteren  Falle  heisst  der  Uebergang 
eis  sprungweiser  oder  discontinuirlicher,  im  zweiten  ein 
stetiger  oder  continuirlicher.  Welche  Variabelen  als  stetig 
und  welche  als  sprnngweis  veränderliche  anzusehen  sind,  das  bedarf 
in  jedem  Falle  einer  besonderen  Untersuchung. 

........  _.  ,      . 


2  EinleitoDg. 

Sind  zwei  veränderliche  Zahlen  x  und  y  durch  eine  Gleichung 
verbunden,  wie  z.  B.  in 

y  =  50:24-3, 
80  entspricht  jedem  willkürlich  angenommenen  Werthe  des  x  ein  aus 
der  Gleichung  selbst  folgender  Werth  des  y,  welcher  eben  deshalb 
nicht  willkürlich  ist;  in  diesem  Falle  heisst  x  die  unabhängige 
und  y  die  abhängige  Yanabele,  und  um  anzudeuten,  dass  es  eben 
X  ist,  wovon  y  abhängt,  nennt  man  y  eine  Funktion  von  j?,  was 
man  in  Zeichen  durch  eine  Gleichung  von  der  Form         j. 

y  =  F(x) ,  oder  y  =  /(o?),  y  =z  (p(x)  und  dergL  * 
auszudrücken  pflegt;  eine  derartige  Gleichung  sagt  also  nichts  wei- 
ter, als  dass  jedem  willkürlichen  TVerthe  des  x  ein  bestimmter  TVerth 
des  y  zugehört,  gleichgültig,  wo  der  letztere  hergekommen  ist.    In 
ähnlicher  Weise  würde  eine  Gleichung  von  der  Form 

z  =  ^(o?,  y) 
bedeuten ,  dass  zwei  unabhängige  Veränderliche  x  und  y  vorhanden 
sind,  von  denen  eine  dritte  Variabele  z  abhängt,  wie  z.  B.,  wenn 
z  =  ax-\-by^  wäre;  in  demselben  Sinne,  wie  hier  z  als  Funktion 
zweier  unabhängigen  Yariabelen  erscheint,  kann  man  auch  Funk- 
tionen von  drei  oder  überhaupt  beliebig  vielen  Yariabelen  bilden. 

Für  alle  solche  Funktionen  gilt  noch  die  Bemerkung,  dass  die 
unabhängigen  Yariabelen  jederzeit  als  stetig  veränderlich  betrachtet 
werden;  ob  ea  auch  die  abhängige  Yariabele  ist,  entscheidet  die 
Natur  der  Funktion,  wie  sich  nachher  (in  lY.)  zeigen  wird. 

n.    Die  einfachen  Funktionen. 

Die  niedere  Arithmetik  und  die  Geometrie  mit  Einschluss  der 
Trigonometrie  bieten  schon  die  Mittel  zur  Bildung  von  einigen 
Funktionen,  welche  wir  vorzugsweise  einfache  Funktionen  nennen. 
Sieht  man  in  der  Potenz  a*  die  Grundzahl  a  als  Yariabele  und  den 
Exponenten  b  als  Constante  an,  so  entsteht  die  Funktion  ^,  welche 
4n  derAnalysis  den  Namen  Potenz  ausschliesslich  fuhrt ;  umgekehrt 
liefert  die  Annahme  einer  constanten  Basis  und  eines  veränderlichen 
Exponenten  die  Funktion  o*,  der  man  den  Namen  Exponenzial- 
grösse  gegeben  hat.  Denkt  man  sich  femer  die  Logarithmen  als 
Funktionen  der  Zahlen,  so  hat  man  noch  die  Funktion  "logx^  wo- 
bei das  oben  angesetzte  a  die  Basis  des  logarithmischen  Systemes 

bezeichnen  soll. 

Es  ist  femer  aus  der  Geometrie  bekannt,  dass  sich  jeder  Bogen 
eines  mit  dem  Halbmesser  1  beschriebenen  Ejreises  in  Theilen  des 
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Halbmessers,  mithin  in  blossen  Zahlen  ansdrücken  lässt,  und  man 
kann  daher  jede  Zahl  auch  als  Maass  eines  Kreisbogens  ansehen; 
denkt  man  sich  die  goniometrischen  Linien  desselben  construirt  und 
ebenfalls  in  Theilen  des  Halbmessers  angegeben,  so  entspricht*  in 
diesem  Sinne  jeder  Zahl  x  ein  Sinus,  Cosinus  etc.;  so  ist  z.  B. 

Hin  (1,570796  . .)  =  «n-^  =  1 

008  (1,047197  .  .)  =  co8^  =  0,5 

o 

imd  es  entstehen  so  die  goniometri-^chen  Funktionen  der  Zahl  o?, 
nämlich  sina:^  cosx^  tanx^  cotx^  secx^  coaecx. 

Man  kann  aber  auch  umgekehrt  die  Zahl  x  als  das  Maass  einer 
trigonometrischen  Linie  betrachten  und  den  zugehörigen  Bogen,  auf- 
suchen. Sehen  wir  x  als  die  Länge  eines  Sinus  an,  so  entspricht 
demselben  ein  bestimmter  Bogen  des  ersten  Quadranten;  dieser 
Bogen  möge  mit  Aresin  x  bezeichnet  und  positiv  oder  negativ  ge- 
nommen werden,  je  nachdem  x  positiv  oder  negativ  ist.  Nach  die- 
ser an  keiner  Vieldeutigkeit  leidenden  Bezeichnung  ist  z.  B. 

Arc8in(r^\)  =  +  j.  Aresin  (—   ^  )  ~  ~  "F* 

Ebenso  bedeutet  Arccoa  x  den  kleinsten  zu  x^  als  Cosinus  be- 
trachtet, gehörigen  Bogen;  man  hat  zugleich: 

Arccoa  a?  = Aresin  x 

2 

und  vermöge  dieser  sehr  einfachen  Beziehung  zwischen  Aresin  x  und 
Arccosx^  die  sich  auch  als  Definition  von  Arccoa  x  benutzen  liesse, 
pflegt  man  nur  in  seltenen  Fällen  die  letztere  Funktion  zu  benutzen. 
—  Analog  dem  Obigen  bezeichnet  Arcixmx  den  Bogen  des  ersten 
Quadranten,  dessen  Tangente  =  a?  ist,  und  zwar  wird  derselbe  mit 
demselben  Vorzeichen  wie  x  genommen;  für  die  entsprechende 
Funktion  Areeotx  hat  man: 

Arecotx  =  ■—■  —  Aretan  x. 
Auf  gleiche  Weise  kann   man    endlich    noch    die    Funktionen 

7t 

Arcsec  x  und  Arecosee  x  =  -r-  —  Arcsee  x  bilden ,  doch  sind  diesel- 

ben  wenig  in  Gebrauch. 

1» 


i 
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III.    Die  geometrische  Darstellung  der  Funktionen. 

Mit  Hülfe  der  analytischen  Geometrie  ist  es  nicht  schwer,  sich 
ein  Bild  von  jeder  gegebenen  Funktion  zu  verschaffen ,  wenn  letz- 
tere eine  oder  höchstens  zwei  unabhängige  Variabele  enthält;  man 
hat  zu  diesem  Zwecke  nur  nöthig,  die  vorkommenden  Variabelen 
als  Coordinaten  eines  veränderlichen  Punktes  und  die  zwischen  den 
Variabelen  bestehende  Gleichung  als  Gleichung  einer  Linie  oder 
einer  Fläche  anzusehen.  Bei  zwei  -  Variabelen  es  und  y,  welche 
durch  eine  Gleichung  von  der  Form 

y  =  fiP) 

verbunden  sind,  betrachtet  man  die  unabhängige  Variabele  x  als 
Abscisse,  die  abhängige  Variabele  y  als  rechtwinklige  Ordinate  und 
die  Gleichung  selbst  als  Gleichung  einer  ebenen  Linie,  von  der  sich 
jetzt  beliebig  viele  Punkte  bestimmen  lassen,  indem  man  dem  x 
willkürliche  Werthe  ertheilt  und  die  zugehörigen  Werthe  ä^s  y  be- 
rechnet und  construirt.  So  würde  z.  B.  y  =  aa?  -(-  t  eine  Gerade, 
y  z=.  x^  eine  Parabel  repräsentiren. 

Bei  drei  Variabelen,  zwischen  denen  eine  Gleichung  von  der 
Form 

z  =  F{a!,y) 

stattfindet,  nimmt  man  ^,  y  und  z  als  die  rechtwinkligen  Coordina- 
ten eines  Punktes  im  Räume  an;  zwei  derselben,  x  und  y,  sind  will- 
kürlich und  bestimmen  einen  beliebigen  Punkt  der  Coordinatenebene 
a?y;  senkrecht  über  diesem  liegt  der  Punkt  xyz^  dessen  Entfermmg 
z  von  der  Ebene  xy  die  abhängige  Variabele  z  ist.  So  ent- 
sprechen allen  Punkten  xy  der  Coordinatenebene  xy  Punkte 
im  Baume,  die  in  ihrer  Aufeinanderfolge  eine  Fläche  bilden;  die 
obige  Gleichung  ist  dann  die  Gleichung  dieser  Fläche.  Die  geo- 
metrische Darstellung  der  Gleichung  z  =  aa?-f-/Jy-f-y  z.  B.  giebt 
eine  Ebene,  die  der  Gleichung  z  =z  x'^  -^^  y^  ein  Botationsparabo- 
loid  u.  s.  w. 

Sind  vier  oder  mehr  Variabele  vorhanden,  so  dass  eine  Funk- 
tion von  drei  oder  mehr  unabhängigen  Veränderlichen  gebildet  ist, 
80  hört  die  Möglichkeit  einer  geometrischen  Darstellung  auf,  und 
zwar  aus  dem  einfachen  Grunde,  weil  der  Baum  nur  drei  Dimen- 
sionen besitzt. 


IV.    Die  Continnität  aad  Discontinaität  der 
Funktionell. 

Wie  bereib  erwähnt  wurde,  gelten  die  anabhängigen  Variabe- 
len  jederzeit  ala  stetig  veränderlich,  aber  ea  bedarf  noch  einer  Unter- 
Bnchnng>  ob  auch  den  ^hängigen  Variabelen  dieselbe  Eigenschaft 
der  Continnität  zubommt.  Denken  wir  uns,  um  die  Frage  achärfer 
ausmdrficken ,  dajs  x  sich  stetig  von  x  '^  a  bis  x  =:  b  gcändort 
habe  und  dasj  dem  Wertfae«  -^^  a  der  Werth  jr  =  a,  ebenso  dem 
Werthe  x  =  b  der  Werth  y  =  ß  entspreche,  so  würde  eine  stetige 
Äendemng  des  y  vorhanden  sein,  wenn  der  Uebergiuig  von  y  ^  a 
bis  y  =  ^  mit  Durchlaufung  aller  zwischen  a  und  ß  einschaltbaren 
ZwischensUifen  geschehen  wäre,  eine  discontinuirliche  Aenderung 
dagegen,  wenn  es  Zahlen  zwischen  a  und  ß  giebt,  welche  nidtt  als 
Zwischenwerthe  der  Variabelen  y  erscheinen.  Dies  ist  leicht  geo- 
metrisch zu  versinnlichen ;  besteht  die  Corve  HK  ans  einem  Dn- 
uDterbroohenen  Zuge  (Fig.  I),  und  iind  AH :=0C  widBK=  OD 
die  Ordinaten,  welche  den  Abscissen  OÄ  und  OB  entsprechen,  so 
erscheint  jede  zwischen  OC  und  OD  beliebig  eingeschaltete  Linie 
OA'anch  als  Zwischfcnordinate  MF  der  Curve,  weil  eine  durch  N 
gehende  Parallele  zu  OXdea  ununterbrochenen  Zug  HK  nothwen- 
dig  in  einem  Punkte  P  schneiden  mnss.  Bei  einem  nnterbrochenen 
F\g.  1.  Fig.  2. 


Züge  dagegen  (Fig.  2)  giebt  es  eine  Menge  zwischen  OC  und  OD 
ein<relegter  Strecken,  wie  z.  B.  ON,  welche  nicht  als  Zwischen- 
urdinaten  vorkommen,  weil  die  Gerade  NP\\  OX  den  Zug  HK 
nicht  Crifit;  hier  findet  eine  Discontinuitat  statt  und  zwar  an  der 
Stelle  X  :^  OM,  indem  die  Ordinate  sprungweis  von  MI  nai  MP 
übergeht.  Man  sieht  zugleich,  dass  der  speziellen  Abscisse  031,  die 
{  heissen  möge,  plötzlicli  zwei  Ordinaten  zsgehören,  während  ausser- 
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dem  jeder  Abscisse  nur  eine  Ordinate  entspricht;  jene  Ordinaten 
unterscheiden  sich  insofern,  als  die  erste  MI  die  bisherige  Reihe 
der  Ordinaten  beschliesst,  und  die  zweite  Ml^  eine  neue  Reihe  an- 
fängt. Ist  2^  =  /(a?)  die  Gleichung  der  betrachteten  Curve,  so  lässt 
sich  jener  Unterschied  dadurch  hervorheben,  dass  man  Ml  mit 
/(l  —  ö)  i^d  ^^^  ™*  /(H~ö)  bezeichnet.  Man  wird  diese  Bezeich- 
nung sehr  passend  finden,  wenn  man  berücksichtigt,  dass  jedes  ^<Cl 
durch  0?  =  I — a  und  jedes  a?>S  durch  a?  =  |-|-d  dargestellt 
werden  kann  und  dass  mithin  §  —  0  und  /(§ — 0)  die  Coordinaten 
des  Endpunktes  /,  so  wie  S-|-^  'iiid/d-l-O)  die  Coordinaten  des 
Anfangspunktes  1^  bezeichnen  müssen.  Demgemäss  kann  man  sagen : 
eine  Funktion  ändert  sich  an  der  Stelle  ä?  ^  |  continuirlich,  wenn 
/(5 — 0)  =y(|-|-0),  dagegen  discontinuirlich,  wenn  /  (5 — 0)  von 
/(5-f-O)  verschieden  ist;  oder  nach  einer  genaueren  Fassung: 

die  Funktion  f(jß)  bleibt  an  der  Stelle  a?  =  |  continuirlich  oder 
erleidet  daselbst  eine  Unterbrechung  der  Stetigkeit,  je  nachdem 
die  Differenz 

7(1+0) -/(!-«) 

mit  Ä  und  fi  gleichzeitig  verschwindet  oder  nicht. 

So  ist  z.  B.  die  Funktion  y  =  -r. rr  discontinuirlich  an  der 

(1—57)2 

Stelle  a?  =  1 ;  denn  man  hat 

/(!  +  «) -/(l-5)  =  -ij--i-, 

woraus  für  *  =  0  und  €  =  0  folgen  würde  /(l+O)  —  /(l  — 0) 
=  00  —  oo  I  die  rechter  Hand  befindliche  Differenz  kann  aber  alles 
Mögliche  bedeuten,  weil  d  und  £  auf  beliebige'  Weise  in  Null  über- 
geführt werden  können;  setzt  man  z.  B. 


wo. 2;; eine  beliebige  positive  Grösse  bezeichnet,  so  wird 

'('+vTTrp)-^<'-''=' 

und  folglich  für  fi  =  0 

/(l  +  0)-/(l-0)  =  fc, 

woraus  unmittelbar  die  Discontinuität  der  fraglichen  Funktion  folgt. 
Diese  bestätigt  sich  auch  geometrisch,  denn  die  Curve,  deren  Glei- 
chung y  =  r- ist,  besteht  aus  zwei  congruenten,  abgesonder- 
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len  Zügen  (Fig.  3),  wulche  die  io  der  Entfernung  OM^  1  parallel 
zni    Ordinatenachse  gehende    Gerade  MF   zur    gemeinschaftlichen 
Fig.  3.  Asymptote    haben;    sollte    nun   ein   Btetiger 

Uebergang  von  einem  Funkte  H  dea  engten 
Zweigeä  nach  einem  Punkte  A~  des  anderen 
Zweigen  bewerkstelligt  werden,  ao  wäre  die 
zwischen  liegen  de  Gerade  MP  nothwendig  zu 
durchkreuzen ;  einen  solchen  Diirchächuitt 
bildet  aber  die  Curve  nicht  —  Nach  diesen 
Bemerkungen  wird  rnan  sich  auch  leicfat 
überzeugen,  dasa  eine  Funktion  jedesmal 
eine  Unterbrechung  der  Continuität  erleidet, 
wenn  sie  für  einen  speziellen  Werth  von  j;,  etwa  jr  ^  |,  unendlich 
wird,  dajgegen  Ar  «  <[  |  und  für  x  ;>  |  endliche  Werthe  iiesitzt 

Diese  Erörtemugen  lassen  'sich  ohne  MUhe  auf  Funktionen  meh- 
rerer Yariabelen  übertragen;  bei  F&nktionea  von  Ewei  Yariabelen 
insbesondere  wird  die  Bemerkung  von  Nutzen  sein,  doss  eine  stetig 
gekrfimmte  Fläche  mit  jeder  Vertikalehene  eine  stetig  Torianfende 
Doichsiihnit^me  büdba  mnss. 

Y.    Die  Steigongsverh&Unisse  der  Fanktionen. 

Schon  die  oberflächlichste  Ansicht  verschiedener  Cnrven  zeigt 
sehr  mannigfaltige  Arten  der  Ordinatenveränderung ;  während  z.  B. 
die  Ordinaten  der  Parabel  fortwährend  zunehmen,  die  Curve  also 
immer  steigt,  findet  in  der  Sinuslinie  (y  =  linai)  ein  Wechsel  von 
Zn-  und  Abnahme  statt;  ja  selbst  bei  Curven,  welche  sich  in  Be- 
ziehung auf  Wachsthum  oder  Abnahme  der  Ordinalen  ähneln,  kann 
die  Art  und  Weise,  wie  diese  YerUndemng  geschieht,  noch  sehr 
verschieden  sein.  So  z.B.  steigen  die  beiden  Parabeln  y  ^^  \/x.  und 
y  ^  a^  gleichzeitig,  man  wird  aber  von  der  zweiten  sagen,  dass 
sie  rascher  als  die  erste  steigt,  auch  findet  noch  insofern  eine 
wesentliche  Differenz  statt,  als  die  erste  Parabel  der  Abscissenachga 
die  hohle  Seite,  die  zweite  Parabel  dagegen  ihr  die  convexe  Seite 
zukeh)^  Um  nun  jenen  noch  unbestimmten  Begriff  der  Geschwindig- 
keit des  Wachsthams  näher  zu  fixiren,  betrachten  wir  vorerst  die 
Gerade,  deren  Gleichmig  y  ^  ax-^-b  sein  möge.  Von  dieser  ist 
onmittelbar  klar,  dass  ihre  Steigung  immer  dieselbe  bleibt,  und  man 
wird  das  Maass  dieser  Steigung  am  einfachsten  dadurch  ausdrucken, 
das^  man  angiebt,  um  wieviel  die  Ordinate  y  wachst,  wenn  die  Ab- 
jciase  a  um  die  Einheit  zunimmt,  wie  dies  schon  bei  den  Angaben 
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ijber  die  Steigungen  von  Strassen  geschieht.  Nehmen  wir  in  Fig.  4 
OM=x,  MF  =  y,  MN=  PR  =  1,  so  ist  die  neue  Ordinate 

OR 
FS 

müge  hier  Ata  Steignnggmaa^a  oder  karz  die  Steigting  heUaen.  Ihre 
GrCsae  bestimmt  sich  aus  der  Bemerkung,  dass  QB  die  lineare 
Tangente  des  Wmkela  QPR  ^  OST,  den  wir  r  nennen  wollen, 
nnd  dasj  andererseits  vermöge  bekannter  LehrBn  der  analytischen 
Geometrie  tanz  ^  a  ist;  somit  ergiebt  sich  a  ^  ttmr  ab  Steigong 
der  Geraden  y  =:  ae  -\-  h,  und  es  ist  diese  Steigung  in  der  That 
überall  dieselbe,  d.  h.  unabhängig  von  x. 

Kg.  l.  •■*  »■ 


Denken  wir  uns  ferner  eine  Curve  dadurch  entstanden,  dass 
sich  ein  Funkt  stetig  fortbewegt  und  dabei  unausgesetzt  seine  Rich- 
tung ändert,  so  darf  man  sagen,  dass  die  augenblickliche  Richtung 
desselben  jederzeit  durcli.die  zugehörige  Tangente  an  der  Curve 
dargestellt  wird.  Es  aei  nun  5  T  (Fig.  5)  die  Tangente  der  Curve 
im  Punkte  F  und  die  vorige  Cunsti-uction  nuf  diese  Tangente  an- 
gewandt, 80  ist  Qä  offenbar  die  Zunahme  der  Ordinate  MF,  welche 
der  Zunahme  MN ^  1  der  Abacisso  entsprechen  würde,  wenn  die 
Curve  von  F  aus  in  der  Richtung  ihrer  Tangente  verliefe,  also  in 
die    gleichmääsig   steigende    Gerade  FT  überginge.     Nennen   wir 

wiederum  -^   die  Steigung  der    Curve,    so  ist  dieselbe  nunmehr 

nichts  weiter,  als  die  trigonometrische  Tangente  des  Winkels  t  zwi- 
schen der  berührenden  Geraden  und  der  Abscissenachae,  den  wir 
kurz  den  Beruh rungawinke!  nennen  wollen.  Die  Aufgabe  wäre  also, 
den  Werth  jenea  Verhältni <4cs  oder  tanz  zu  bestimmen,  und  sie  ist 
einerlei  mit  dem  vielfach  behandelten  Problem  der  Construction  von 
Tangenten  an  gegebene  Curven.     In  der  That  bestimmen  auch  die 
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verschiedenen  Lagen  der  Tangenten,  ob  eine  Curve  zu-  oder  ab- 
nimmt, ob  sie  langsamer  oder  rascher  als  eine  andere  Linie  wSchst 
und  dcrgl.,  wovon  man  sich  schon  durch  eine  nach  dem  Angen- 
maasse  entworfene  Constraction  der  Tangenten  an  verschiedene 
Ponkte  einer  Curve  überzeugen  wird. 

Zur  Kenntniss  von  tant  führt  die  Bemerkung,  dass  eine  Ge- 
rade, die  zwei  Punkte  einer  Curve  verbindet,  also  eine  Sekante,  zur 
Tangente  wird,  sobald  die  beiden  verbundenen  Punkte  zusammen- 
rücken und  in  einander  fallen;  demgemäss  verbinden  wir  die  beiden 
beliebigen  Punkte  P  und  P  der  Curve,  bestimmen  zunächst  die  Lage 
der"  Spante  PP  und  hieraus  die  Lage  der  Tangente  PT,  indem 
wir  i*  mit  P  zusammenfallen  oder  die  Strecke  MM'^  welche  3 
heissen  möge ,  in  Null  übergehen  lassen.  Ist  y  =  f(ai)  die  Glei- 
chung der  Curve,  so  haben  wir 

^^^^=Tü=      MM     = d 

und  wenn  *  =  0  wird,  so  geht  delr  Winkel  PPU  m  TPU=t 

über;  wollte  man  aber  auch  rechter  Hand  ohne  Weitens  d  =  0 

0 
setzen,  so  würde  das  unbestimmte  und   nichtssagende .  Besultat  — 

zum  Vorschein  kommen;  man  thut  daher  besser,  nur  anzudeuten, 
dass  schliesslich  d  =  0  werden  soll ,  also  zu  schreiben 

1)     um,^\f±±%-m 

In  jedem  speziellen  Falle  bedarf  es  nun  einer  besonderen  Aus- 
führung der  rechter  Hand  angedeuteten  Operationen;  für  /(x)  =  x^ 
z.  B.  wäre  der  eingeklammerte  Quotient: 

mithin  tonr  =  2ä?;  für  fQc)  =  yj   ist  jener  Quotient: 
v/a?4-*  —  \/x  (a-\-S)  ^  a  1 


8  Sly/x-^d-^y/^-]       Y/^qiä  +  V^ 

mitliin  tan  t  =  - — p.    Aus  diesen  Beispielen  ersieht  man  hinreichend 

den  Gebrauch  der  Formel  1),  welche  zwar  nicht  geradezu  ein  fer- 
tiges Besultat  angiebt,  wohl  aber  den  Weg  zeigt,  auf  welchem  ein 
solches  gefunden  wird. 

Wir  haben  in  dem  Obigen  stillschweigend  vorausgesetzt,  dass 
i  ganz  beliebig,  d.  h.  eine  unabhängige  Variabele  sei,  und  es  ist 
dann  allerdings  kein  Zweifel,  dass  auch  ö  =  0  gesetzt  werden  darf; 
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dies  würde  jedoch  so  unmittelbar  nicht  mehr  gelten,  wenn  d  ab- 
hangig ist,  wie  es  später  häufig  der  Fall  sein  wird.     Wäre  z.  B. 

8  =  —  oder  8  =  x/^Z  —  1,  wo  m  eine  beliebige  Zahl  bezeichnet, 

77t 

SO  kann  man  8  nicht  schlechtweg  zu  Null  machen,  wohl  aber  der 
Null  beliebig  nahe  bringen ,  indem  man  m  ins  Unendliche  wachsen 
lässt.  Um  auch  fiir  diesen  Fall  zu  sorgen,  sagen  wir,  „d  habe  die 
Null  zur  Grenze",  und  verstehen  darunter,  dass  entweder  8  die 
Null  erreicht,  ohne  sie  zu  überschreiten,  oder  dass  8  der  Null  so 
nahe  kommen  kann,  als  es  nur  verlangt  wird;  im  ersten  Falle. ist 
die  Grenze  eine  erreichbare ,  im  zweiten  Falle  eine  (durch-  Rech- 
nung) unerreichbare,  trotzdem  aber  ebenso  gewiss  vorhandene.  In 
diesem  Sinne  bildet  die  Lage  der  Tangente  PT  die  Grenze  für  die 
verschiedenen  Lagen,  welche  die  Sekante  PP*  bei  abnehmendem  8 
bekommt,  ebenso  ist  r  die  Grenze  des  Winkels  P'PU^  endlich  tanz 

ffg>  -4-  d) f(ie) 

die    Grenze  des   Quotienten -^— s .     Benutzen  wir  die 

o 

Sylbe  Lim  zur  Bezeichnung  einer  Grenze,  so  lassen  sich  diese  Be- 
merkungen durch  die  Gleichungen  Lim8=.0^  t  =  Lim  (/  P'PU)^ 

■2)         tanr  =  Lin.f^^±^^f^m 

0 

darstellen;  dieser  genaueren,  auf  alle  Fälle  passenden  Ausdrucks- 
weise werden  wir  uns  künftig  immer  bedienen. 


DIFFERENZIALRECHNÜNG. 


Cap.  I. 

Grundbegriffe  der  Differenzialreehnimg,  Differenzlatloii   der 

einfachen  Funktionen. 

§.  1. 
Differenzen  und  Differenziale. 

Zufolge  unserer  einleitenden  Betrachtungen  ist  es  der  Quotient 

^  ö 

dessen  Grenzwerth  eine  wichtige  Rolle  b^i  den  Fragen  nach  dem 
Wachsthum  und  der  Abnahme  der  Funktionen  spielt  und  der  zu- 
gleich eine  geornetrische  Bedeutung  gewinnt,  wenn  die  Gleichung 
y=f(x)  als  Gleichung  einer  ebenen  Curve  betrachtet  wird.  Das 
häufige  Yorkonunen  jenes  Grenz werthes  macht  nun  zunächst  eine 
möglichst  kurze  Bezeichnung  desselben  nöthig,  und  man  ist  daher 
übereingekommen,  denselben  mit  f'Oß)  zu  bezeichnen,  so  dass  also 
die  Gleichung 

die  Definition  des  Symboles  /'  (a?)  enthält  So  ist  z.  B.  für  /(a?) 
=  aa?  +  ^  /'  (a?)  =  o,  femer  für  /(ä?)  =  a?^  /'  (a?)  =  2  a?,  für  /(a?) 

=  V*»  /'  (*)  =  ■/="  ^-  s*  w. ,  und  man  nennt  hierbei  /'  (d)  die 

^  2V^ 

abgeleitete  oder  derivirte  Funktion  im  Gegensatze  zu  der  ur- 
sprünglichen Funktion  /(ß). 

Eine  andere  Symbolik  ist  aus  der  Bemerkung  entstanden,  dass 
die  in  Nro.  1)  vorkommende  Grösse  d,  der  Zuwachs  des  or,  als  der 
Unterschied  zweier  verschiedenen  Werthe  des  a?,  nänüich  des  neuen 
Werthes  o?  -f-  ö  und  des  früheren  Werthes  a?,  angesehen  werden  darf; 
bezeichnet  man  nun  überhaupt  jede  beliebige  Differenz  mit  ^,  so 
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würde  die  DilBPerenz  zweier  verschiedenen  Werthe  des  x  mit  jd^,  oder 
^x  zu  bezeichnen  sein,  wobei  man  sich  nur  zu  hüten  hat,  jäx  für 
ein  Produkt  anzusehen.  Dem  entsprechend  würde  jäy  die  Differenz 
der  beiden  verschiedenen  Werthe  des  y  sein,  von  denen  der  eine 
dem  a?,  der  andere  dem  x-\-^x  entspricht;  vermöge  der  Gleichung 
y  =  f(x)  ist  dieses  jdy  =zf(x-\-^x'^  —  /(a?)  und  mithin 

3)  ^y^fix-^Jx)-fix) 

^x  /Ix 

Geht  ^or  in  Null  über  und  ebenso  auch  /ly^  so  wird  hieraus 

um  jedoch  die  beständige  Wiederholung  der  Sylbe  lAm  zu  ersparen, 

schreibt  man  -r^  statt  Zm  -j^,  also 

dx  nx 

und  hier  bedeuten  dy  und  dx  Differenzen',  auf  welchen  die  Bedin- 
gung ruht,  in  Null  überzugehen;  derartige  Differenzen  heissen  Dif- 
ferenziale und  sind  demnach  nichts  weiter  als  Differenzen,  wel- 
che die  Null  zur  Grenze  haben.  Die  Gleichung  5)  spricht  die 
Gleichheit  des  Differenzialquotienten  und  der  derivirten  Funktion 
aus;  eine  Verschiedenheit  besteht  nur  in  der  Schreibweise;  rechts 
sind  die.  in  dem  Ausdrucke 

o 

postulirten  Bechnungsoperationen  ausgeführt,  links  bloss  angedeutet, 
ähnlich  wie  in  \/9  =  3  und  dergleichen. 

Da  nach  dem  Vorigen  der  Differenzialquotient  die  Grenze  des 
Differenzenquotienten  ist,  so  sind  beide  so  lange  verschieden,  als  die 
Differenzen  endliche  Werthe  haben ;  nennen  wir  9  den '  Unterschied 
zwischen  beiden  Quotienten,  nämlich 

so  folgt  umgekehrt 

oder  wenn  man  die .  Gleichung  5)  zu  Hülfe  nimmt 

/iy  =  /'  {ps)  /ix  -f-  9  ^a?. 
Lassen  wir  /ix  und  /ly  wieder  in  Null  übergehen,  d.  h.  zuDifferen- 
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ztalen  werden ,  ao  Tenchwindet  p,  wie  mm  aiu  Nro.  6)  sogleich  er- 
kennt, and  es  bleibt 

7)  d3=ri')dx, 

d.  h.  je  kleiner  die  Aendenmg  d*  Ton  s  iit,  nnl  so  genaaer  ist  die 
Aendemng'tljf  von  y  gleicti  dem  Produkte  ^  (x)  de,  was  man  leicht 
^omelriäcb  nnd  ebenso  an  den  gegebenen  Beispielen  prüfen  kann. 
Die  Differenz ialgleiohung  7)  gidit  fibrigens,  Tergliclien  nüt  Nro.  5), 
zu  erkennen,  Aaa  man  mit  den  veiiiidKliclieii,  der  Grence  Null  zd- 
eilenden  Grössen  i'.r  und  dy  ebenso  mnlliplidrt  und  dividirt,  ab 
wären  sie  bestimmte  Zahlen,  nnd  hierin  besteht  ein  nicht  geringer 
Vortheil  der  obigen  Bezeichnung. 

An  diese  Erörterung  Qber  die  Begriffe  nnd  Bexeiclumngen  der 
Differenzialrechnung  schlieut  sich  natDrgem&sa  die  wirkliche  Aiu- 
fühmng  der  angedeuteten  Operationen,  indem  man  an  dje  Stalle  von 
/(x)  die  einfachen  und  znsammengeaetzteren  Pnnktionen  treten  läs^t. 
Bevor  wir  dazu  schreiten ,  wollen  wir  noch  einen  Blick  auf  die  geo- 
metrische Bedeutung  von  /'  (x)  werfen ;  diese  ist  nämlich  verschie- 
den,  je  naclidem  man  der  ursprunglichen  Funktion  j(x)  den  einen 
oder  anderen  Sinn  unterlegt.  Man  hat  in  Beziehung  hierauf  eine 
drei&che  Wahl;  denken  wir  uns  f  immer  ab  Abscisse,  so  kann  /(x) 
entweder  eine  Carvenordinate,  also  eine  Linie  wie  «  selbst,  bedeu- 
ten oder  eine  Fläche  oder  endlich  ein  Volumen.  Für  den  ersten 
Fall  wissen  wir  bereits  aus  der  Einleitnng,  dasa  f'{x)  ^  fan  c  ist, 
nnd  wir  haben  daher  noch  die  beiden  anderen  Fälle  zu  erörtern. 

Flg.  C.  Sei  in  Figur  6  Ojr=  x,  MP  = 

f  (jr),  die  über  der  Abscisse  c  ste- 
hende Fläche  ÄOMP  =  /(«)  nod 
JfJf  =  Jx,  so  ist 
/(* -|- ^;r) —/(*)= Fläche  ifJP  f  P. 
Diese  Fläche  darf  man  sich  als  ein 
Rechteck  denken ,  welches  ^x  zur 
Grundlinie  nnd  eine  zwischen  MP  und 
M  P  liegende  Ordinate  XQ  zur  Höhe 
hat,  nnd  man  kann  demnach  MM}PP  z=  NQ  ,  /ix  setzen;  hier- 
aus folgt 

J,  —       * 

für  ^*  ^  0  feilen  die  drei  Ordinatea  Jf  P',  NU  und  MP  in  eine 
einzige,  nSmlicl)  MP^  znaanunen,  nnd  es  bleibt 
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Die  dertvtrte  E\inklJoii  bedeutet  hier  also  geometrisch  die  begren- 
zende Ordinftte. 

F^.  7.  Denken   wir    uns    in 

Fig.  7  OM  als  s,  die 
Fläche  MPQ  als  den 
zu  a  gehörenden  Quer- 
schnitt, der  ^  (x)  heissen 
jnöge,  und  das  Volumen 
ÄOBQ.MF  aU  Funk- 
tion /(«)  von  X,  so  ist 
für  MM  =  Jx 

fix-\-^x)~/(xy 
=  Vol.  MPQQ'F'M'. 
Diese  Schicht  läsat  sich 
einem  CjUnder  verglei- 
chen, der  ^x  zur  Höhe 
(oder  Dicke)  und  einen  zwischen  beiden  Querschnitten  UfFQ  nnd 
StJPQ'  eingeschatteten  Querschnitt  zur  Basis  hat;  nennen  irir  q 
diesen  mittleren  Querschnitt,  so  ist  das  Volumen  MPQQ'P'Jif 
=:  q  .  /}x;  folglich 

dx 
FOr  ^«=  0  fiillen  die  Querschnitte  JlfP'Q',  j  und  afi'Q=^(*) 
zusammen  und  es  bleibt: 

f(x)  =  MPQ,  =  ii>(x). 
Iba  kann  demnach  folgende  Sätze  aussprechen: 
Der  Differenzialquotient   eines    Voinmens  i«t  sein   letzter  Qubr- 
Bchnitt,  der  Differenzialquotient  einer  ebenen  FlSche  ihre  letzte 
Ordinate  und  der  Differenzialquotient  einer  Cnrvenordinate   die 
trigonometrische  Tangente  des  Befiihrungswinkels, 
wobei  die  unabhängige  Variabete  immer  als  ^bsdue  angesehen  wird. 


S.  2. 


Differ 


uatii 


I  der  Potenz. 


Setzen  wir  den  Exponenten  der  Potenz  zunächst  als  ganze  po- 
■itive  Zahl  in  vom»,  so  zieht  die  Gleichung 

1)  y  =  *^, 

die  folgende  nach  eich 
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dx  /dx  (^  +  -^^)  — *    ' 

auf  welche  sich  der  bekannte  Satz 

a  —  b 

für  a^=  x-\'dx  und  h  =  x  nimiifttelbar  anwenden  lässt;  man  fin- 
det so 

jdx 

und,  wenn  man  /Jx  m  Nnll  übergehen  lässt, 

2)  Lim  -^^— i- — ^^ =  ma^^^, 

^J  X 

d.  i.  nach  dem  Begriffe  des  Differenzialquotienten 

3)  ^  =  mi^-  ^  oder  ^^^  =  maS^-^. 
dx  dx 

Ist  zweitens  der  Exponent  ein  positiver  Brach  ^,  so  folgt  aus 

4)  y  =  x<l, 
durch  beiderseitige  Potenzimng 

ferner,  w«nn  sich  x  und  y  um  dx  und  z/^  andern, 

(y  +  dyyi  —  y<l  =  (jü  +  dxyP—^, 

diyidirt  man  beiderseits  mit  dx^  so  lässt  sich  dies  folgendermaassen 
darstellen : 

(y  +  dyyi  —)fl      dy  ^ix-[-  dx^  —  ifi 
Ay  Ax  /ix 

Der  Grenzenübergang  giebt  hier,  mit  Bücksicht  auf  Nro.  2),  weil 
p  imd  q  ganze  positive  Zahlen  sind, 


i^-^  ■ 

dy 
dx 

m      ^■^"■« 

pxP- 

-1 

1  durch  Reduktion  auf  -r^ 

dx 

^y  _ 

.  P 

ifl' 

-1 

dx 

q 

äP- 

-l" 

SeblOmilch, 

A&aljiii. 

I 
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Setzt  man  noch  für  y  seinen  Werth  aus  Nro.  4),  so  wird 

P 


5)  _-v-i.  ^JL^l 

dx  q 


dixl)  p     — -1 


Die  Formeln  8)  und  5)  lassen  sich  jetzt   so  zusammenfassen, 
dass  man  sagt,  für  jedes  positive  und  rationale  X  ist 

Nimmt  man  für  X  der  Reihe  nach  Brüche,  die  sich  einer  irratio- 
nalen positiven  Zahl  nähern  (wie  z.  B.  1,7  dann  1,73  u.  s.  f.  der 
Wurzel  V^)'  ^^  ^^^  ^®  obige  Gleichung  nie  zu  gelten  auf  und 
muss  demnach  für  jedes  irrationale  X  richtig  bleiben;  ihre  Gültig- 
keit erstreckt  sich  nun  auf  alle  positiven  X. 

Besitzt  die  Potenz  einen  negativen  Exponenten,  ist  also 

7)  y  =  a?~^=-jp, 

80  hat  man  nach  kleiner  Reduktion 

^y  ar  —  (^  -f-  ^a) 

jda         (je '-\- jd ai)^  x^  .  jdx 

{x-]-^xi'  —  s^  1 


^x  (x  -\-  z/a?)*  a^ 

und  hier  ist  der  erste  Faktor  rechter  Hand  nichts  Anderes  als  der 
Differenzenquotient  von  ar ,  welcher  für  ^  x  =  0  in  den  Diffe- 
renzialquotienten  Xar     ^   übergeht;  dies  giebt 


dx  jy*    a?* 

oder  vermöge  der  Bedeutung  von  y 

d(x       )  %      1  ^ 

Vereinigt  man  diese  Formel  mit  der  unter  6)  verzeichneten,  so  ist 
jetzt  für  jeden  beliebigen  Exponenten  ft 

8)     "^^Jp    =fix/^-^    und  dixf^)  =  (ixf'-^  dx. 
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f.  3. 

Differenziation  des  Logarithmus  und  der  Exponen- 

zial  grosse. 

L   Der  Differenzenquotient  der  Funktion  ^log  x  ist 

«%(ar  +  /Ix)  —  ^logx         «%(^1  +  —\ 

/Ix  /ix 

Da  es  nur  auf  den  Grenzwerth  dieses  Ausdruckes,  nicht  aber 
darauf  ankonunt,  wie  /Ix  in  Null  übergeführt  wird,  so  steht  es  frei, 

X 

sich  z/j?  als  aliquoten  Theil  von  x  zu  denken,  also  etwa  z/d?  =  — 

zu  setzen  und  die  ganze  positive  Zahl  o  in's  Unendliche  wachsen 
zu  lassen.    Der  obige  Differenzenquotient  wird  nun  zunächst 

\    ^=i°4('  +  i-)] 


druck  I  1  -I —  j    bei  unendlich  wachsendem  o  zueilt. 


1)  o 

und  es  handelt  sich  jetzt  npch  um  die  Grenze,  welcher  der  Aus- 

Nehmen  wir  an,  dass  in  der  identischen  Gleichung 

a^+1  _  i»»+l 

a  die  grossere  der  beiden  Zahlen  a  und  h  sei,   so  konmit  auf  der 

rechten   Seite  offenbar  zuviel  heraus,  wenn  man  überall  a  statt  h 

setzt;  dies  giebt 

aw+l_  jm+1 

^371 <(-+l)-« 

oder  durch   Wegschaffimg   des   Bruches  und  Transposition  aller  a 
enthaltenden  Grossen 

2)  [a— (w+1)  (a— i)]  a^<6"»+^. 

Hieraus  folgt  für  a  =  1  -I ,  J  =  1  -1 :-— -,    wodurch    der 

m  771  '-\'  1 

Bedingung  a^  h  genügt  ist, 

»>     ('+^r<('.+;rhr" 


1 

3 
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/            1  \^ 
Diese  Ungleichung  sagt,  dass  der  Ausdruck  (  1  H /  fortwäh- 
rend wächst,  wenn  o  zunimmt.    Femer  erhält  man  aus  Nro.  2)  für 
a  =  1  -j — - — ,  5=1,  und  w  =  n 

und  durch  Erhebung  aufs  Quadrat 

femer  ist  jetzt  nach  Nro.  3)  um  so  mehr 

/  2       \2n— 1 

^>  O  +  ä^nri)       <*• 

Die  Beziehungen  4)  und  5)  geben  zu  erkennen,  dass  überhaupt 

/              1  \*^ 
immer  (  1  -f~  )      weniger  als  die  Zahl  4  beträgt,  dass  folglich 

/             1  X*** 
jene  fortwährende  Zunahme  des  Ausdruckes  (  1  H )     nicht  in's 

Unendliche  gehen  kann;  es  muss  demnach  ein  endlicher  Grenzwerth 
existiren,  welchem  sich  ( 1  -| )     mehr  und  mehr  nähert,   und 

zwar  ist  derselbe  grösser  als  (  1  -|~  "t)    =2  und  zugleich  kleiner 
als  4.    Bezeichnen  wir  ihn  mit  e,  so  dass  also 

6)  Lim  \(l  -\ \       =  e         (für  o  =  oo )  *) 


*)  Ihrer  Herleitung  zufolge  gilt  die  obige  Gleichung  nur  für  ganze  po- 
sitive unendlich  werdende  co,  man  kann  sie  aber  leicht  auf  jedes  andere 
»  ausdehnen.  Ist  nämlich  to  zwar  eine  positive  aber  nicht  ganze 
Zahl,  so  giebt  es  doch  immer  zwei  auf  einander  folgende  ganze  Zah- 
len m  und  n  =  fit  -f~  I«  zwischen  denen  co  enthalten  ist,  man  hat  dann 

l-f--->l-| >1H «•%  mithin  auch 


m  •     o»  •     n 


(■  +  ~T  >  (■ + t)"  >  (' + i)" 

Zugleich  l'asst  sich  tu  unter  der  doppelten  Form  m  -f-  «  und  n  —  ß 
darstellen,  wo  a  und  (i  echte  Brüche  bezeichnen;  die  vorige  Unglei- 
divng  wird  dann 
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die  Definition  dieser  Zahl  e  idt,  so  erhalten  wir  aus  Nro.  1)  für  den 
Differenzialqaotienten  des  Logarithmus: 

dCtogx)    _  1      „ 

^>  — di —  =  7-    ^'- 

Gewöhnlich  giebt  man  dieser  Formel  eine  andere  Gestalt.  Denkt 
man  sich  nämlich  die  Zahl  e  selbst  als  Basis  eines  Systemes  von 
Logarithmen  und  bezeichnet  letztere  mit  einem  blossen  /,  so  ist 
überhaupt    e*^  =  <?,  mithin  auch 

e^  =  a 
und  wenn  man  beiderseits  die  Logarithmen  der  Basis  a  nimmt 

la  •  ^loge  =  ^log  a  =  1, 
woraus  umgekehrt 

8)  °%e  =  -^ 


wofür  man  auch  schreiben  kann: 

.     "  ß 

mi-4 '0  ^  n  1  —  -i— 

[(■  +  i)J">(-+i)  >[(■  +  !)]    "• 

Wächst  nmi  tu  unendlich,   so   nehmen  m  und  n  gleichfalls  in's  Unend- 

(1 V'^          /           IX** 
1  -\ )     und  (l  -| )      nähern   sich   der 

gemcinschafUichen  Grenze  e,  femer  gehen  —  und  -^  in  Tl^ull  über,  wor- 
aus folgt,  dass  nunmehr  für  nichtganze  positive  unendlich  werdende  » 
gleichfalls 


^''»  [0  +  i-)'"]  =  * 


sein  muss.  Ware  endlich  a>  eine  negative  unendlich  werdende  (ganze 
oder  nichtganze)  Zahl,  so  kann  man  (ü  =  —  (^  -|-  1)  setzen,  wo  nun 
Q  eine  positive  unendlich  wachsende  Zahl  ist;  man  bat  aber  in  die- 
sem Falle 

j_\-(v+i)_  __ 

e  +  1/  V  ~^  ^J    V    ^    Q 

Der  Grenzwerth  des  ersten  Faktors  ist  hier  e,  der  des  zweiten  die  Ein- 
heit und  man  kommt  somit  auf  die  Gleichung 


(■+ir=('-jTTr'+"=('+4)"('+7> 


^■"  [(■ + i)i = ' 


zurück,  welche  demnach  für  ein  auf  völlig  willkürliche  Weise  unendlidi 
werdendes  o)  gilt. 
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folgt ;  man  hat  dann  statt  der  Gleichung  7)  die  folgende 

dw  w       la 

Diese  Formel  wird  am  einfachsten  für  a  =  e,  nämlich 

-/%v  dlo!  1         ,,,  1, 

10)  -; —  =  —  und  dies  =  —  da; 

dx  X  X 

man  nennt  aus  diesem  Grunde  e  die  Basis  der  natürlichen  Lo- 
garithmen, die  Logarithmen  jeder  anderen  Grundzahl  dagegen  künst- 
liche.   Der  const^ite  Faktor  -; — ,    welcher   bei    der   Differenziation 

la 

künstlicher  Logarithmen  vorkommt,  heisst  der  Modulus  der  letzte- 
ren und  wird  gewöhnlich  mit  3/^  bezeichnet. 

II.    Der  Differenzenquotient  der  Exponenzialgrösse  o^  \Ai 

11)  :i ^  =  <^  — — :? • 

^x  ^x 

Bei  verschwindenden  ^x  geht  o^^  in  die  Einheit  und  a^^ —  1  in 
Null  über;  setzen  wir  daher 

o^^—  1  =  —  mithin  zlx  =  ^log  ( 1  +  — \ 

(O  \        ^       CD/ 

SO  muss  o  in's  Unendliche  wachsen,  wenn  ^x  der  Null  näher  und 
näher  kommt.  Der  Differenzialquotient  ergiebt  sich  demnach,  wenn 
man  die  Grenze  des  Ausdrucks 

J_ 
~  o  '1 

CT    ; TT-   =    CT 


für  unendlich  wachsende  cd  aufsucht;  zufolge   der   Gleichungen  6) 
und  8)  ist  dieselbe 

öF  •  =  a^  la^ 

^log  e 

mithin  haben  wir  für  die  Differenziation  der  Exponenzialgrösse  die 
Formel 

12)       ^y^     =:(f  la  oder  d(cF)  =  cF  la  dx. 
dx 

Am   einfachsten  wird  dieselbe  für  a  =  e,  in  welchem  Falle  man 
e^  die  natürliche  Exponenzialgrösse  nennt;  hier  ist 
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13)         ^^^   ^    =  ^    oder    d  (<?^)  =  t^  dx, 

uX 

also  die  derivirte  Funktion  gleich  der  ursprünglichen. 


§.  4. 
Differenziation  der  goniometrischen  Funktionen. 

I.    Unter  Anwendung  der  bekannten  goniometrischen  Formel 

sin  Ä  —  sin  B  =   2  cos  ^  (^Ä  -}-  B)  sin  \  iA  —  B)  findet  man 

augenblicklich,  dass  der  Differenzenquotient  des  Sinus 

sin  (x  -f-  jdx)  —  sin  X         ^        ,      i    i    ^  ^      ä**»  \  ^^ 
'  =  2  CO«  (x  + 1  ^x)  ^ 


jdx  .      *  ^.x 

ist;  bezeichnet  man  \  ^x  kurz  mit  d,  wo  nun  i  mit  ^x  gleich- 
zeitig verschwindet,  so  nimmt  jener  Quotient  die  Form  an 

1)  cos  (x  -\-  8)  — T- 

und  es  fragt  sich,  was  daraus  für  8  =  0  wird.  Nun  ist  für  einen 
spitzen  Bogen  8  immer  tan 8^8^  sin d,  folglich,  wenn  man  über- 
all mit  sin  8  dividirt 

1 


cos  8  sin 

und  umgekehrt 


>-r-i->  1 


COS  0    <<    — 5—  <<  1 ; 


stn 


hieraus  erkennt  man  auf  der  Stelle,  dass  der  Quotient  —^ —  die  Ein- 
heit zur  Grenze  hat,  wenn  8  in  Null  übergeht.  Dieser  Bemerkung 
zufolge  verwandelt  sich  der.  unter  Nro.  1)  verzeichnete  Ausdruck 
(der  Differenzenquotient  von  sinx)  in  cosx  *  1  und  es  ist  daher 

d  (sin  x)  j       j  i-  .     N  j 

2)        — - — '  =  cosx  oder  d  (smx)  =  cosx  ax. 
dx 

n.    Eine  ganz  gleiche  Behandlung  gestattet  der  Cosinus;  sein 

Differenzenquotient  ist  nämlich 

eos(X'irdx)—cosx  _  ,1  8in\^x 
— _-  2sxnix  +  ^^x)—jj— 

=  —  Sin  (d?  -f-  0)  - 


und  hieraus  folgt  unmittelbar  die  Differenzialformel 

_^  d  (cos X)  '  n         jr  \  •  j 

3)         — ^-; — -  =  —  smx  oder  d(cosx)  =  —  stnx  dx. 
dx 


''XM 
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in.    Für  die  Sekante  hat  man  zunächst 

sec  (jß  -f-  -^*)  —  secx    cosx  —  oof  («  -f"  ^^^ 

^x  €08  (a!-{-^x)  coax.^x 

2  «n  (ar  -|-  ^  ^x)  .  sin  \  ^x sin  {x  -\-S)  sind 

cos  (je -f- ^x')  cos  X ,  ^x  cos  (a:  -f-  2  d)  cosx         d 

und  mithin  für  d  =  0,  wodurch  der  Differenzialquotient  entsteht 

-.  d(secx)  sinx       _       _,        .  sinx     , 

4)  — =  — — —  oder  dCsecx)  = -—  dx, 

dx  cos^x  cos^x 

rV.    Ganz  ähnlich  verhält  sich  die  Sache  mit  der  Cosekante; 
hier  ist 

cosec  (x  -\-  jdx)  —  cosecx sinx  —  sin(x  -^  ^x) 

^x  sin  (x  -f-  ^x)  sinx  .  ^x 

—  2  cos  (x  -}-  \  dx)  .  sin  \  /ix cos  («  -|-  ff)         sin 8 

sin  (je  -f-  /ix)  sinx  .  /fx  sin  (x-\-  2S)  sinx      d 

mithin  für  den  Di£ferenzialquotienten 

„.  d(cosecx)  cosx        ,    ,,  ^  cosx     ^ 

u )  , = -—  und  d  (cosec  x)  = dx* 

^  dx  sin^x  y^^^^^J  ^.^2^ 

V.  Wendet  man  die  bekannte  goniometrische  Formel 

^      ,  „        sin(Ä  —  B) 

tanA  —  tanB  == ^^-j =;- 

cosA  cosB 

auf  den  Differenzenquotienten  von  tan o;  an,  so  stellt  sich  derselbe 
unter  die  Form 

tan  (je  '\-  jd  x)  —  tan  x  sin  /ix  1 

/1 X  /ix         cos  (je  --|~  /ix)  cosx^ 

der  Grenzwerth  des   ersten  Faktors  ist  die  Einheit,  und  zwar  aus 

denselben  Gründen,  welche  für  Lim  — ^  =  1  angegeben  wurden; 

man  hat  daher 

dCtanx)  1  1  ^ 

6)  z =   — r-  und  d(tanx)  =  — r—  dx. 

dx  cos^x  cos^x 

VI.  Der  Differenzenquotient  von  cotx^  giebt  durch  Benutzung 

der  Formel 

sin  (A  —  B) 

cotA  —  cotB  = .  \     .   p    , 

sinA  stnB 

cot  (je -\- /i  x)  —  cotx  sin /ix  1 


/ix  /ix        sin  (x-^-  /ix)  sinx 

und  liefert  das  Resultat 
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7)       ^^  =  -  i^  *»^*'  '^('"'">  =-  sk  ''*' 

mit  welchem  sich  die  Reihe  der  für  goniometrische  Fimktionen  gel- 
tenden Differenzialformeln  schliesst. 

§.  5. 
Differenziation  der  cyklometrischen  Funktionen. 

I.    Zufolge  der  Definition  von  Arcsinx  zieht  die  Gleichung 

y  =  Arcsinx 
die  umgekehrte  Gleichung  nach  sich: 

siny  =  X. 
Ebenso  würde  aus  der  geänderten  Gleichung 

y  -j-  ^y  ^  Ärcain  («  -f-  ^x} 
die  nachstehende  folgen: 

sin  (y  -f-  ^y)  =  Ä  -f-  ^x 
und  mittelst  dieser  Bemerkungen  lässt  sich  der  Differenzenquotient 
von  Arcsinx  in  der  Form 

Aresin  (ß  -\-  ^ x)  —  Arcsinx ^y 

^x  sin  (y  -f"  ^y}  —  ««y 

_____! 

«w  (y  4-  ^y)  —  ^y 
.  ^y 

darstellen;  der  rechter  Hand  vorkommende  Nenner  ist  der  Differen- 
zenquotient  von  siny^  welcher  für  ^y  =:  0  in  den  Differemdalquo- 
tienten  cosy  übergeht;  man  hat  daher 

d  (Aresin  x) 1^ 1 

dx  cosy         ^1  —  «n^y 

und  wegen  siny  =z  x  ist  nun 

1)       =     .  oder   d  (Arcsin  x)  = 

dx  Y 1  — x^ 

TL     Ein    ähnliches   Yer£Eihren   wäre  zur   Differmziation    von 
Arccosx  anwendbar;  beachtet  man  jedoch  die  Gleichung 

80  findet  man  auf  der  Stelle 

Arccos  (x  -f-  jdx) — Arccos  x Aresin  (x  -f-  ^ar)  —  Aresin  x 

j^X  ^x 

und  es  sind  demnach  die  Differenzenquotienten  von  Arccosx  und 
Aresina  nur  in  den  Vorzeichen  verschieden;  dasselbe  muss  nunmehr 
von  dem  Differenzialquotienten  gelten;  so  findet  man  rascher 


.> 
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d(Ärcco8x)  1  .  dai 

2)      = ==  oder  d(Arccosx)= 


dx  y/T—s^  yjl  —  x^' 

m.    Für  die  Funktion  Arctanx  bemerken  wir  zunächst,  dass 
immer  die  vier  Gleichungen  bestehen 

y  =.  Arctanx^  tany  =  x 
y  -f-  ^y  =  Ärctan  (x  -f-  ^x)^  tan  (y  -\-  ^y)  =:  x  -\-  ^  x 
mittelst  deren  sich  der  Differenzenquotient  von  Arctanx  folgender- 
msAssen  gestaltet 

Arctan  (je  -\-  ^x)  —  Arctanx ^y 

^x  tan  (y  -j-  jdy)  —  tany 

1 
tan  (y  -}-  ^y)  —  tany ' 

Der  Nenner  rechter  Hand  ist  der  Differenzenquotient  von  tany  und 
geht  für  ^y  =  0  in   — —  =  1  --|~  tan^y  über,  dies  giebt 

d  (^Arctan  x)  1 


dx  1  -f-  tan^y 

oder  vermöge  der  Gleichung  tany  =  a?, 

d  (Arctanx)  1  dx 

^^       T. =  HF^  "^^  d(Ärctan.)  =  3-^-^. 

lY.   Die  Differenziation  von  Arccotx  lässt  sich  mittelst  der  Formel 


Arccotx  =  -r  —  Arctanx 
2 


auf  die  von  Arctanx  zurückführen;  man  findet      .   f.'-.    ., 

d  (Arccotx)  1  .       -'  ux 

4)       — ^^-; =  —  - — I — -  und  d (Arccotx)  'x= — :  -— 


dx         ~         l-\-x^  "-  .  -      :  l,+  a?2* 

V.    Nach  demselben  Verfahren,  wie  es  in  I.  und  III.   ange- 
wendet wurde,  hat  man  für  y  =  Arcsecx^  also  secy  -m  x 
Arcsec  (je  -\-  ^  x)  —  Arcsecx  jdy 

jdx  sec  (y  '\-  ^y)  —  secy 

1 

sec(y  '\-  ^y)  —  secy  ' 

mithin  durch  Uebergang  zur  Grenze  für  verschwindende  ^x  und  ^y 
d  {Arcsecx)  1  1 

dx  siny         aecy  ^aec^y  —  1 

cos^y 
d.  i.  wegen  aecy  =  x 
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^^     d  (Arcsec  a)  1  ,  , ,  ^  ^  äx 

5)     = .  und  (ß  Arcsec  x)  = 


dx  X  \/a?2 — 1  X  yjx'^ — 1 

VI.    Zufolge  der  zwischen  Arcsec  x  und  Arccosec  x  stattfinden- 
den Beziehung: 

Arccosec  x  =  -r Arssec  x 

it 

ergiebt  sich  endlich  noch: 

dCArccscx)  1  .  .  dx 

6)    — ^ ^= und  d(Arccsc  x) = • 


dx  X  \Jx'^ — 1  X  \/a?2 — 1 

Damit  schliesst  sich  die  Reihe  der  Differenzialformeln  für  die 
einfachen  Funktionen.  Bemerkenswerth  ist  hierbei,  dass  die  DifTe- 
renzialquotienten  der  Potenz,  der  Exponenzialgrösse  und  der  gonio- 
metrischen  Funktionen  immer  wieder  Funktionen  derselben  Art  sind ; 
die  Differenzialquotienten  des  Logarithmus  und  der  cyklometrischen 
Funktionen  dagegen  sind  algebraische  Ausdrücke ;  hierin  spricht  sich 
schon  eine  gewisse  Verwandtschaft  der  Funktionen  aus ,  auf  die  wir 
später  zurückkonunen. 


Cap.  n. 

Differenziation   zusammengesetzter  JEWktionen  von  einer  oder 

mehreren  Variabelen. 

§.  6. 

Differenziation    der    Summen,    Produkte    und 

Quotienten. 

I.    Sind  M  und  v  Funktionen  von  ar,  so  bildet  der  Ausdruck 

1)  y  =  Au-\-Bv 

eine  zusammengesetztere  Funktion  von  d?,  welche  unter  Anderen  auch 
die  Summe  m-|-v,  so  wie  die  Diflferenz  u  —  v  als  spezielle  Fälle  in 
sich  enthält.  Die  Aenderuug  des  x  zieht  die  Aenderungen  von  u  v 
und  y  nach  sich;  man  ßndet  daher 

^x  nx  /4x 

Je  kleiner  -^j?  ist,  desto  weniger  unterscheiden  sich  die  Diffe- 
renzenquotienten   --jr-  und  --7-  von  den  betreffenden   Differenzial- 

quoticnten ,  und  man  kann  daher 

^.  ^u  du     .  Jv  dv     . 

^^       '77-17  +  ^''  ^x- 17  +  ^' 

setzen,  wo  Qi  und  Q2  ßin  paar  Grössen  bezeichnen,  die  mit  ^x 
gleichzeitig  verschwinden.  Die  vorhergehende  Gleichung  verwan- 
delt sich  jetzt  in  die  folgende : 
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^x  dx    '         dx 

und  diese  liefert  fiir  -^a:  =  0  also  auch  pi  =  0  und  pj  =  0 

dy  du     ,    p  dv 

dx  dx  ^^      dx 

oder  vermöge  der  Bedeutung  von  y 

d  (Äu  -j-  Bv)  _^  du     I   j^  ^^ 
dx  dx  dx' 

Will  man  statt  der  Differenzialquotienten  blosse  Differenziale 
benutzen,  so  kann  man  schreiben: 

4)  d  (Äu  4-  Bv)  =  Adu-\-  Bdv. 

Die  obige  Schlussweise  erstreckt  sich  übrigens  auf  jede  beliebige 
endliche  Anzahl  von  Summanden,  nicht  aber  auf  eine  unendliche 
Menge  derselben,  weil  man  in  diesem  Falle  nicht  behaupten  darf, 
dass  der  Ausdruck  Aqi  '\-  Bq^  ^  Cqz  "f"  ^^  ^V*  ^®  I^vlW  zur 
Grenze  habe,  wenn  ^,  ^2)  Qb  ß*c.  verschwinden. 

U.    Handelt  es  sich  um  die  Differenziation  eines  Produktes, 

5)  y  z=  wv, 
so  findet  man  sogleich 

^y (u-^-^u)  (v-}-^v)  —  UV 

^x  ^x 

Av     .       Au     ,     Au       Av      . 

jdx    ^       Ax     '     Ax       JÜX 

tmd  wenn  man  zur  Grenze  für  verschwindende  Ax  übergeht: 

dy   dv     ,        du 

dx  d«  "'        dx' 

Vermöge  des  Werthes  von  y  kann  man  dafür  schreiben: 

d  (uv)  dv     ,        du 

dx  dx     ^        dx 

oder  auch 

7)  d  (mv)  z=z  u  dv  -^  V  du. 

m.    Ist  endlich  ein  Quotient  zu  differenziren,  etwa 

^  hat  man  zunächst: 
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^x         \y,-\-jdu         u) 
/4x  nx 

und  hier  giebt  der  Uebergang  zur  Grenze  fiir  verschwindende  ^xi 

dv  du 

u  — : v 


dy  dx  dx 


dx  u^ 

d.  i.  vermöge  der  ursprünglichen  Bedeutung  des  y 

dv  du 

u V 

dx  dx 


© 


dx  m2 

u  dv  —  V  du 


©= 


9) 
oder  auch  nur: 

IV.  Die  hier  entwickelten  Sätze  können  bereits  zu  mancher 
kleinen  analytischen  Entdeckung  führen ;  diißerenzirt  man  z.  B.  beide 
Seiten  der  Gleichung: 

X  '\-  x^  -\-  x^  -\-  x^-^  .  .  .  .  -\-  x^ 

_x  —  a?^+^ 

■~       l—x 
und  zwar  die  linke  Seite  mittelst  der  in  I.,  und  die  rechte  nach  der 
in  m.  entwickelten  Regel,  so  findet  sich 

1  +  2a?  -f  3a;2  -f.  44?»  +  .  .  .  +  na?'»"-^ 

■^  (1  —  xy 

und  so  lässt  sich  überhaupt  aus  jeder  Summenformel  eine  neue  der- 
artige Formel  durch  Differenziation  ableiten. 

V.  Eine  anderweite  und  zwar  nicht  unwichtige  Anwendung 
der  bisherigen  Kegeln  ist  folgende.  Wenn  m'  eine  ganze  positive 
Zahl    bedeutet,    so    liefert    die    wirkliche    Ausfuhrung    der   durch 

(1  --|~  xy^  angedeuteten  m  Multiplikationen  ein  Resultat  von  der  Form 

11)     iX+xy  =  1  +  ^la?  +  A^x^  +  A^x^  -f +  \i^' 

Um  die  mit  Ä  bezeichneten  Coeffizienten  zu  bestinunen,  diffe- 
renziren  wir  beiderseits;  dies  giebt: 

^i^^-i-ö=  \A^  -1-2^^  +  3^3^^  +  .  .  .  +  w^ar'^-^ 
und  dabei  ist  die  linke  Seite  der  Grenzwerth  von 
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Den  Lehren  des  §.  2  zufolge  gilt  aber  für  verschwindende  i 
und  beliebige  z  immer  der  Satz: 

Zrim ! — ~5 =  Lm     .  '  ,  Vv =  »*^        li 

o  (-2^+0)  —  t  ^' 

der  sich  iiir  z  -=■  X-^-x  und  8  =^  jdx  hier  anwenden  lässt;  man  er- 
hält so  den  Differenzialquotienten 

Multiplizirt  man  diese  Gleichung  mit  l-\-x  und  die  in  Nr.  1 1) 
verzeichnete  mit  m,  so  sind  die  linken  Seiten  gleich,  mithin  müssen 
auch  die  ^rechten  Seiten  gleich  sein;  daher  ist: 


=  m 


(24j  +  l^i)a?+(3^3  +  2^)a?2+ 

mÄiX-\-  mA^x'^-\-  .  .  .  . 


und  hieraus  findet  sich  der  Reihe  nach: 

.    m  m — 1  m    m — 1 

^1  —  — ,  ^  —  4i  -2—  —-^         ^, 

.  .    m  —  2  m  m — 1  m — 2 

A  =  ^  — 3-  =1^ 3~  "•  '•  ""•' 

man  gelangt  so  zu  der  Gleichung: 

^«N   ,^    I     N»»         ^    I    ^     I   w(m — 1)    „  ,  m(m — l)(m — 2)    ^  , 
12)(l+x)    =1+y^+-\t2-^^''+    '1.2     3      ^'+-' 

welche  den  Namen  des  binomischen  Satzes  für  ganze  positive 

b 
Exponenten  führt.      Nimmt  man  «  =  —  und  multiplizirt  beiderseits 

a 

mit  a^,  so  folgt  noch  die  Formel: 

13)      (a  +  hy^  =  a^-f  ^a^-^  ^^m(m  — 1)  ^„,_2  ^, 

1  1.  »  Z 

I   ^(^—1)  (m  — 2)  3 

"^  1.2.3  ö   -h  .  .  .  , 

mittelst  deren  jede  zweitheilige  Grösse  auf  beliebige  Potenzen  er- 
hoben "werden  kann. 


•§.  7. 

Differenziation  der  Funktionen  von  Funktionen. 

I.    Ist  z  eine  Funktion  von  y^  und  dieses  eine  Funktion  von  x^ 
finden  also  ifwei  Gleichungen  von  der  Form 

1)  «=f(y)^y  =  9(.^) 


f 
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qtatt ,  SQ  kann  man  die  Differenziatkin  von  z  auf  zwei  andere  Diffe- 
renziationen  znrückitlhren.     Die  Aondernng  des  tß  zieht  nimlich  die 
.  Aendenmgen  des j^  und  jc  nach  sich,  und  es  ist  daher 

statt  dessen  kaon  man  setzen: 

^^  _  fCy+^y)  —  /(y)  ^y 

wobei .  man  nicht  übersehen  möge ,  dass  der  rechts  vorkommende 
Differenzenquotient  von  /(^)  ebenso  gebildet  ist  ^  als  wenn  y  unab- 
hängige Yariabele  und  demnach  Ay  eine  willkürliche  Zunahme  des 
y  wjre.  Gehen  wir  nun  in  der  obigen  Gleichung,  oder  in  der  fol- 
genden mit  ihr  identischen  • 

^  z  ^z      ^y 

^x         /iy      Ax 

zur  Grenze  über,  so  folgt  auf  der  Stelle: 

«N  ^^         ^^       dy     ^       .      .    dz      dy    , 

2)  — -  r=  -—  .  --i-  oder  dz  = f-  dx. 

dx         dy       dx  dy      dx 

dz 
Man  erhält  demnach  den  Di£Perenzialquotienten  -j— ,  wenn  man 

dx 

dz 
zuerst  den  Differenzialquotienten  -r-  so  bildet,  als  wäre  y  unabhän- 

fj^y  

gige  Yariabele,  und  ihn  nachher  mit  -^  mnltiplizirt;  die  Werthe  der 

dx 

beiden  letzteren   Differenzialquotienten  folgen  jederzeit  aus  den  in 

Nro.  1)  aufgestellten  Gleichungen. 

Hätte  man  z.  B.  die  zusammengesetzte  Funktion 

z  =  (a-\-bxy 
zu  differenziren ,  so  schreibe  man  statt  dieser  einen  Gleichung  die 
beiden  folgenden  Gleichungen 

^  =  y^i  y  =  a-^-ha^, 
aus  ihnen  erhält  man.  unter  Benutzung  der  bisherigen  Differenziations- 
regeln : 

und  mithin  durch  Multiplikation  beider  Gleichungen  nach  Nr.  2) : 

Setzt  man    endlich  noch   statt  y  nnd  z  ihre   Werthe,    so   ist 
nunmehr : 


Man  wird  )>ei  mehrfacher  UeboDg  in  diesem  Yetfieihreit  baU 
finden,  dass  es  nicht  nothig  ist,  die  Grössen  y  und  z  in 
zu  bringen^  da  sie  später  doch  wieder  daraas  vvsckwiadilB;- 
kann  yiehnelur  diese  Substitutionen  im  Gedächtnisse  belMÜsn  vmi 
dadurch  eine  wesentUdie  Abkürzung  herbeiführen«    80  würde  van 

JE.  B.  in  dem  obigen  Falle  sagen:  analog  der  d(f)^=:p^^^  dy  ist 

=  P  (a+baFf—^  huif^^  dx, 
was  mit  dem  firfiheren  Resultate  gleich  lautet. 

Ein  zweites  Beispiel  möge  die  Differenziation  von  aF  sein ;  stellt 
man  diesen  Ausdruck  als  Exponenzialgrösse  dar,  so  is^ 

mithin  vermöge  der  Begel  c2(e^  =  (&  dy 

d{aF)  =  e*^  d  ixlx) 

=  e^  (sB  dlx  -f-  l*  dx) 

=  e^^  (x  —  -^  Ix  dx\ 

=  jj^  (1  -f-  Ix)  dx. 

Auf  demselben  Wege  gelangt  man  zu  der  folgenden  kleinen 
Formelsammlung,  .welche  uns  später  von  Wichtigkeit  sein  wird: 

8,         «[-!-<(«  + ».)]  =  „-^ 

dx 


4)  df__l_l 

L      6  (0+  *«)J  ■                 (a-f- Jx)« 

5)  d\^ArcUm^  =— ^^ 

6)  d  \—  l  "  +  <^^1  =        d« 

L20/S     a  —  ßsA  a» — /J2«* 


8) 


Soblömlleb,  Aiul]wli.  .  3 
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d[v!HEIf!] 


10) 


U) 


W:dw 


[a         1  da 


12) 


1  1  a  da 

h  \/a-\-ha^J  ~  y/a-^-ba^ 

13)  d  [a  lä  —  0?]  =  la  da 

14)  d  [ —  Z  coÄfl?]  =  tana  da 

15)  d  [/  sina']  =  cotd?  (2d? 

[1       fa-^ß  tana\\  da 

2^  '  \a-ßtanx)\  =  ^ 


3 


8 


coa^a  —  ß^siti^a 

^  laß  a     J  a^co8^a-j-ß'^8in^a 

n.  So  wie  in  der  vorigen  Betrachtang  z  als  Funktion  einer 
Funktion,  oder,  was  dasselbe  ist,  als  Funktion  einer  abhängigen 
Yariabele ^  erschien,  so  kann  man  auch  Funktionen  mehrerer  ab- 
hängigen Yariabelen  bilden.    Es  sei  z.  B. 

18)  z  =  f(u,  V), 

wo  u  und  V  von  a  abhängen  mögen,  etwa 

19)  u  =  (p  (a)  und  v  =  ^(a?), 

so  ist  2:  zunächst  eine  Funktion  von  u  und  v,  im  Grunde  jedoch  eine 
Funktion  von  a.  Um  hier  die  Differenziation  auszuführen,  bemerke 
man  vorerst,  dass  der  Differenzenquotient 

^z   _  f(u  --f  ^u^^v  4-  ^v)  —  f(u,v) 
^a  jda 

auch  in  folgender  Form  dargestellt  werden  kann: 
^  _  f(u  +  ^M,  ^)  —fju,  v)     jdu 
^a  /iu  da 

.     f(u  -\-  Au^  V  -f-  dv)  f(u  -)-  ^M,  V)       dv 

dv  da 

Der  erste  Theil  der  rechten  Seite  ist  ganz  in  derselben  Weise 
gebildet,  als  wenn  t;  eine  Gonstante  wäre,  und  sein  Grenzwerth 
wird  demnach 

d  f(u^v)      du  dz       du 

du  da  du       da 

wobei  sich  die  erste  Differenziation  nur  auf  u  bezieht,  als  wäre  v 
constant.  Der  zweite  Theil  der  Gleichung  20)  ist  so  gebildet,  ^s 
wäre  u  -\'  du  eine  Gonstante,  und  demnach  wäre  sein  Grenzwerth: 

d  f(u-\-  du^  v)      dv 
dv  da  ' 


■% 
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da  jedoch  ^u  mit  ^x  gleichzeitig  verschwindet,  so  ist  der  richtige 

Grenzwerth : 

d  f(u^v)      dv  dz       dv 


dv  dx  dv       dx 

Nach  diesen  Bemerkangen  erhält  man  aus  der  Gleichung  20) 
die  Differenzialformel : 

dz_  _  dfju^v)      du^    ,    df(u,  v)      dv 
dx  du  dx     "^        dv  dx* 

Die  beiden  Dififerenzialqnotienten  von  f{u^  v),  deren  einer  mir 
V  und  deren  anderer  nur  v  als  Yariabele  ansieht,  nennt  man  par- 
tielle Differenzialqnotienten  nnd  bezeichnet  sie,  nm  besserer  Unter» 
icheidong  willen,  entweder  durch  Klammereinschloss,  also  mit 

oder  kürzer,  nach  neuerer  Weise,  durch 

Man  wird  jetzt  die  Formel  21)  in  nachstehender  Form  schrei- 
ben, wobei  fiir  z  sein  Werth  gesetzt  ist: 

dx  Sti  dx     "^       Bt?  dx' 

Hiemach  ist  z.  B. : 

dl(au^-\-^v^  2ati  du     ,         2hv  dv 

djf  ati*-|-i»'      dj?     '    au'^-\-bv^      dx 

wie  man  leicht  findet,  indem  man  die  in  I.  entwickelte  Regel  für 
y  =:  au^  -\-  hv^  benutzt. 

Die  soeben  dnrchgeföhrten  Betrachtungen  lassen  sich  auf  Funk- 
tionen mehrerer  abhängigen  Yariabelen  ausdehnen ;  so  erhalt  man, 
wenn  u,  t?,  io  Funktionen  von  x  sind: 

d/(ti,t;,  lo) 
dx 
"bfiu^v^w)      du     ,    "hfiu^v^w)      dv     ,    3/(ti,  «,  w)     dw 
du  (/jp     *  do  dx  die;  d«' 

•  

ähnliche  Formeln  gelten  bei  mehreren  abhängigen  Yariabelen. 

§.  8. 
Differenziation  unentwickelter  Funktionen. 

Wenn  zwischen  zwei  Yariabelen  x  und  y  eine  Gleichung  von 
der  Form : 

1)  f(x,  y)  =  0 

8» 
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besteht,  so  sind  nicht  beide  Yariabele  willkürlich,  denn  man  würde 
durch  Auflösung  der  Gleichung  in  Beziehung  auf  y  als  Unbekannte 
ein  Resultat  von  der  Form : 

2)  y  =  (p(x) 

erhalten,  wo  nun  x  die  unabhängige,  y  die  abhängige  Yariabele  ist. 
Lässt  sich  diese  Reduktion  auf  y  ausfuhren,  so  kann  man  auch 

77  =  ^'(^> 

nach  den  vorigen  Regeln  entwickeln;  dies  geht  jedoch  nicht  mehr, 
wenn  die  Gleichung  1)  unauflösbar,  also  eine  unentwickelte 
Funktion  von  a  ist.  Man  hilft  sich  dann  auf  folgende  Weise:  Aus 
der  Gleichung  1)  folgt  zunächst,  weil  sie  für  alle  a  und  die  daraus 
folgenden  y  bestehen  soll,  dass  auch 

sein  muss,  und  demgemäss  finden  die  Gleichungen 

/  (g?  4-  ^0?,  y  -\-  dy)  —  f  (js,  y)  _  ^ 

uüd 

^I^^  =  0 
da: 

statt.  Vermöge  der  Gleichung  22)  des  vorigen  Paragraphen  ist 
dies  so  viel  wie 

^/(a?,  y)  ^    dx_    I     ^/(^^  y)  ,    dy^  _  q 
"öx  dx  'by  dx  ' 

imd  hieraus  ergiebt  sich  auf  der  Stelle : 

^/(^i  y) 

3)  ^y    _  ^^ 

dx  Ifjx,  y)  ' 

Um  also  den  Diflforenzialquotienten  der  unbekannten  Funktion 
y  =  (p(jc)  zu  finden,  braucht  man  nur  die  partiellen  Differenzial- 
quotienten  der  Bedingungsftmktion /(j?,  y)  durch  einander  zu  divi- 

diren.      Die    so  für  -j^  =  q>'  (ai)  gewonnene  Formel  enthält  zwar 

dx 

noch  y,   welches  man  im  Allgemeinen  nicht  angeben,  dessen 

Werth  jedoch  gefunden  werden  kann,  sobald  x  einen  speziellen 

Zahlwerth  bekommt;  denn  es  wird  dann  die  Gleichung /(j?,  y)  zu 

einer  numerischen  Gleichimg  mit  einer  Unbekannten  (y),  und  eine 

solche  Gleichimg  kann  mindestens  durch  Probiren  immer  aufgelöst 

werden. 
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Wäre  z.  B.  die  gegebene  Bedingangsgleichung : 

4)         f(jß,  y)  =  y^x^  ~  2y^x'^-\-^y  —  ^x  =  0, 
die  in  Beziehung  auf  y  nicht  lösbar  ist,  so  folgt: 

^^^^'  ^^  =  3y'^x^  —  iyU  —  6 

Ö  du 

M^^lMl  =  r^yix^  —  8y^X^-\-3 

dy 
und  mithin  ist 

Jl^  _  a,.r^.  _  _  3y5^2-4y4^-6. 
dx    ~  ^  w  —        5y4^3  __^  8y3«3+3' 

Für  o;  =  1  z.  B.  geht  die  obige  Bedingungsgleichung  in  die 
numerische  Gleichung  über: 

y^—2y^-\-3y  —  6  =  0, 

deren  einzige  reelle  Wurzel  y  =  2  ist;   dem  Werthe  x  =  1  ent- 
spricht also  9?(1)  =  2  und 

_  3  »  25  —  4  ♦  2^  —  6  _  _     26 
^  ^  ^  —        5  .  24  —  8  .  23  -f-  3   ~  19  * 

Ebenso  würde  man  für  jeden  anderen  numerischen  Werth  von 
X  die  zugehörigen  Zahlwerthe  von  g?  (o?)  und  (p'  (o?)  aufsuchen  können. 
Als  zweites  Beispiel  betrachten  wir  die  Gleichung: 

4^3  —  3y  -j-  sinx  =  0. 
Hier  ist 

und  hieraus  findet  man  sogleich: 

dy    C0&  X 

dx    ~  3(1  — 4y2)* 
Der  vorliegende  Fall  gestattet  noch  eine  Probe.     Die  Wurzel 
der  obigen   Gleichung  ist  nämlich  y  z=z  sin\x^  wie  man  mittelst 
der  goniometrischen  Formel: 

AiSin^A  —  ^sinA-\-sin^A  =  0 

leicht  finden  wird.    Es  müsste  also 

cosx  d(jsin\x) 

3(1  — 4  «»21^)    —         Ji 

sein,  und  dies  bestätigt  sich,  wenn  man  die  bekannte  Formel: 

cos  ZA  =  cosA  (1  —  4  5m2  A) 

für   A  •=^\  X  anwendet    und  andererseits    sin  \  x  auf   gewöhnliche 
Weise  di£ferenzirt. 
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§.  9. 

Differenziation  der  Funktionen  von  mehreren 
unabhängigen  Yariabelen. 

Enthält  eine  Funktion  mehrere  unabhängige  Yariabele  x,  y,  z  etc., 
ist  also 

1)  u  =y(j?,  y,  z,  .  .  .  .), 

so  kann  man  entweder  die  eine  oder  die  andere  Yariabele  fiir  sich 
allein  ändern,  oder  eine  gleichzeitige  Aenderung  mehrerer  Yariabe- 
len vornehmen.    So  erhält  man  z.  B.  durch  Aenderung  des  a  allein: 

du   __  jr^.^/(^+^^^  yr  "gl  -  »0  —  /(^^  y^^t  " ') 
da  .  jda  ' 

und  hierbei  gelten  y^  z^  ^  .  .  als  Constanten;  es  ist  also  der  vor- 
stehende DifiTerenzialquotient  ein  partieller  und  muss  demgemäss  mit 

•)   oder   -T —  bezeichnet  werden.    Eine  solche  partielle  Diffe- 


(■ 


dx/  3d? 

renziation  hat  nun  weiter  keine  Schwierigkeit,  und  es  bedarf  daher 
nur  noch  der  Untersuchung  des  zweiten  Falles  einer  gleich- 
zeitigen Aenderung  mehrerer  Yariabelen. 

Lassen  wir  zunächst  a  und  y  sich  ändern,  so  geht  die  Glei- 
chung 1),  welche  wir  in  diesem  Falle  kurz  durch 

2)  u=f(je,y) 

darstellen  wollen,  in  die  folgende  über: 

u-j-^u  = /(a?4-z^ar,  y+^y), 
imd  aus  ihr  findet  sich,  wie  leicht  zu  übersehen  ist, 

3)      ^«  =  /(^+^^>y)-/(^>y)  ^^ 


H ' — j^ "^y- 


Gehen  ^a  und  ^y  in  Null  über,  so. gelten  offenbar  die  Glei- 
chungen : 

Lim  A^+^^^y)  —  fi^iv)  _  '^f(jß,  y)  _  2lL 

^y  ^y 

und  weil  ^da  und  ^y  gleichzeitig  verschwinden,    so  ist  der  vor- 
stehende Ausdruck  auch 

_  ^/(^i  y)  _  Jjf_ 
^y  ^y ' 
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Die  Differenzengleichung  3)  verwandelt  sich  jetzt  in  die  fol^ 
gende  Differenzialgleichung : 


oder 


4)  du  =  -— —  dx  -| r —  dy 

da  '      dy 


welche  sagt,  dass  das  totale  Differenzial  einer  Funktion  die  Summe 
von  den  partiellen  Differenzialen  derselben  ist.  Diese  Begel  lässt 
sich  sehr  leicht  auf  Funktionen  mehrerer  Variabelen  ausdehnen; 
ändern  sich  z.  B.  d?,  y,  ;2;  gleichzeitig,  so  gilt  die  Gleichung:     ■ 

6)  du  =  -r —  dx  +  -r —  dy  +  -r —  dz^ 

öx  '     dy  *     öz 

und  ähnlich  bei  mehreren  Variabelen. 

Als  Anwendung  hiervon  diene  Folgendes.     Wenn  zwischen  den 
drei  Variabelen  a^  y^  z  die  Bedingungsgleichung: 

7)  FQe^  y ,  «)  =  0  oder  kurz  F=  0 

besteht,  so  würde  durch  Reduktion  auf  z  ein  Resultat  von  der  Form 

z  =  ^(Ä?,y) 

zum  Vorschein  kommen,  und  es  hätte  dann  keine  Schwierigkeit,  die 

^  z  2i  z 

partiellen  Differenzialquotienten  -r —  und  -r —  direkt  zu  entwickeln. 

Will  man  oder  muss  man  jene  Reduktion  auf  z  vermeiden,  so  ist 
zunächst  die  Gleichung  6)  zu  benutzen;  sie  giebt: 

und  dies  würde  ohne  Weiteres  richtig  sein,  wenn  x^  y^  z  sämmtlich 
nnabhängige  Variabele  wären;  es  ist  aber  im  Gegentheil  z  eine 
Funktion  von  x  und  y,  also 

Tiz  Tiz 

^' =  T^  ^^ -^  'li  ^^' 

Substituirt  man  dies  in  die  obige  Gleichung  und  dividirt  nach- 
her mit  dx^  so  folgt: 

\'bx     '     Tiz        TiX )    '    \  3y     •     liz        ^y  /   dx 
Da  dx  und  dy  die  Differenziale  der  beiden  unabhängigen  Va- 
riabelen X  und  y^  also  selbst  von  einander  unabhängig  sind,  so  kann 

-3*^  jede  beliebige  Grösse  q  bezeichnen,  indem  es  freisteht,  dy=qdx 
dx 

zu  setzen;  dann  ist  es  aber  zum  Bestehen  der  obigen  Gleichung  er- 
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forderlich,  dass  die  einzelnen,  in  Parenthesen  stehenden  Ausdrücke 
für  sich  Null  sind;  dies  giebt 

IF  IF 

"hz  "hes  "bz  by 


Ix  2L '     ^y   ~       IL. 

"bz  bz 

Man  konnte  dies  auch  unmittelbar  aus  den  Lehren  des  vorigen 

Paragraphen  erhalten,  und  zwar  bedarf  es  .nur  der  einfachen  Be- 

bz 
merkung,  dass  bei  der  Entwickelung  von  -r—  das  in  F(je^  y,  z)  =z  0 

ox 

vorkommende  y  als  Constante  anzusehen,  also  nicht  weiter  zu  beach- 
ten ist,  und  dass  es  ebenso  bei  —  nicht  auf  x  ankommt;  in  jedem 

0  X 

Falle  hätte  man  es  dann,  wie  im  vorigen  Paragraphen,  nur  mit 
zwei  Yariabelen  (ß  und  z  oder  y  und'«;)  zu  thun  gehabt. 


•% 


Cap.  m. 
Mehrfache  Di£Perenziationen. 

§.  10. 

Fundainentslbefirriffe  und  Formeln. 

» 

Das  Verfahren,  welches  zur  Entwickelung  der  Differenz 

1)  ^y  =  /(^+^^)  —  /(^) 

einer  Funktion  y  =z  /(x)  diente,  ist  auf  diese  Differenz  selbst  wie- 
der anwendbar;  indem  man. nämlich  ar-f-^or  an  die  Stelle  von  x 
treten  lässt  und  nachher  den  ungeänderten  Ausdruck  abzieht,  hat  man 

und  man  schreibt  dafür  gewöhnlich: 

2)  z/3y  =/(^  +  2z/^)-2/(ar+z^a?)-f/(a?), 

wobei  der  in  jd^  vorkonunende  Exponent  kein  Potenzexponent,  son- 
dern nur  der  Anzeiger  einer  zweimaligen  Differenzenbildung  sein 
soll.  Auf  gleiche  Weise  ergiebt  sich  durch  Wiederholung  des  Yer- 
&hrens:  - 

3)  z/«y  =/(Ä?+8^«)-^3/(ar4-2^Ä?)+8/(a?+^^)— /(ar), 
und  es  ist  leicht  genug,  in  dieser  Weise  weiter  zu  gehen. 

Was  von  den  Differenzen  gilt,  lässt  sich  gleichförmig  auf  die 
Differenzenquotienten  anwenden;  man  hat  dann,  von  dem  ersten 
Differenzenquotienten 

4)  ^y  __fip+^^)  —  f(p) 

/dx  /Ix 

aasgehend,  für  den  zweiten  Differenzenquotienten  den  Ausdruck: 
/(a?+2^g)--/(jg+^^)        fix-\-jdx)—fiie) 
jdx  /Ix 

/d  X 

^/(^+2z^^)  — 2/(^+^j?)+/(^) 
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d.  i.  vermöge  der  Gleichung  2),  und  wenn  man  knrz  ^aa^  statt 
{/dxy  schreibt: 

dann  auf  gleiche  Weise 

U.    8,    W. 

Lässt  man  /dam  Null  übergehen,  so  erhält  man  die  Gleichungen: 

da  /J  X 

8^       ^  =  jTj^/C^  +  2z/a?)  — 2/(^+z/ar)  +/(^) 

u.  s.  w., 

welche  die  Definitionen  der  linker  Hand  stehenden  Symbole  ent- 
halten. Dieser  ursprünglichen  Erklärung  der  successiveü  Differen- 
zialquotienten  kann  man  übrigens  leicht  eine  sekundäre  Definition 
substituiren ,  welche  sich  durch  grössere  Einfachheit  empfiehlt.  Da 
nämlich  der  zweite  Differenzenquotient  nichts  weiter  als  der  Diffe- 
renzenquptient  des  ersten  Differenzenquotienten  ist,  so  muss  auch 
der  zweite  Differenzialquotient  entstehen,  wenn  man  von  dem  ersten 
Differenzialquotienten  wieder,  den  Differenzialquotienten  nimmt,  und 
ein  Gleiches  gilt  von  den  weiteren  Differenzialquotienten;  man  wird 
also  die  auf  einander  folgenden  Differenzialquotienten.  nicht  nach 
den  obigen  Formeln  unmittelbar,  sondern  einen  aus  den  anderen 
durch  fortgesetzte  Differenziation  bilden.  Das  Schema  hierzu,  nebst 
der  üblichen  Bezeichnung,  ist  dann: 

y    —  /W 

dx  dx  •'  ^  ^ 

10)  {jLl^-il^-fU^>. 

dx'i  ~     dx  •'  ^^ 

u.  s.  w. 
So  hat  man  z.  B.  für  y  =  |  x^x 
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Auch  in  diesen  successiven  Differenziationen  kann,  wenigstens 

bis  zu  einem  gewissen  Grade,   eine  geometrische  Bedeutung  liegen; 

denken  wir  uns  z.  B.  y  als  die  Über  der  Abscisse  x  stehende  Fläche 

dy 
einer  Curve,  so  ist  -r-  die  am  Ende  von  s  stehende  Ordinate  und 

ax 

die  trigonometrische  Tangente  des  Berührungswinkels;  in  dem 


oben  angegebenen  Beispiele  würden  diese  Beziehungen  einer  Parabel 
entsprechen. 

§.  11. 

Höhere  Differenzialquotienten  der  einfachsten 

Funktionen. 

I.    Durch  fortgesetzte  Anwendung  der  fär  die  Potenz  geltenden 
Differenziationsregel  findet  man  ohne  Mühe: 

^  =  ,0.-1,^-« 

und  überhaupt,  wenn  n  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet: 


1)  ;/  =ft(fi— l)(ft— 2).  .  .Qx— n— l)«i^-^ 
dar 

Für  (t  =  —  1  und  ft  =  —  g  ergeben  sich  hieraus  die  häufig 
voriLonunenden  Formeln: 

cf»  ( ~ )        (—  1)^  1  .  2  .  3  .  .  .  n 

2)  ^^^ 

dx^  ^^+^ 

<P  C^^        (— 1)'»  1  .  3  .  5  .  .  .  (2n— 1) 

3)  - 


dä^  2^  x'^y/^ 

Auf  ganz  gleiche  Weise  kann  man  die  mehrfache  Differenziation 
des  allgemeineren  Ausdrucks  (ci-j-^^)^  ausfuhren;  man  erhält: 

dv* 
Ist  fJL  eine  ganze  positive  Zahl,  so  wird  der  fUe  Differenzial- 
quotient  .constant,  alle  folgenden  mithin  gleich  Null. 
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n.    Für  die  Funktion  ^bgx  ist  bekanntlich 

deiogf)_M    1 

***Q     — 

da;  X 

und  hierans  findet  man  leicht  der  Reihe  nach: 


cPChgx)  _        "^U/     d^ eiog x)  _  ^    ^Xx) 
dx^        — ^«""dT"'        dx^       —  ^«  ~d^  ®^''' 
also  überhaupt: 

=3f- — 

d.  i.  nach  Formel  2),  wenn  man  n — 1  fiir  n  schreibt: 

d»  Cfogx)  ^  1  ^^    1  .2.  3. ..(«—!) 

Anf  gleiche  Weise  entwickelt  man  die  allgemeinere  Formel : 


m.    Sehr  einfach  gestaltet  sich  die  successiye  Differenziation 
der  Exponenzialgrösse ;  man  findet  sogleich 

-dT  - '^  ^  ^^  = '^  (^)  ' -d^  = '^  (^>  '  •  •  • 
und  hat  demnach  die  allgemeine  Formel: 

^  dx"" 

oder  für  la  :=:  ß^  wo  nun  a  =  c^  ist: 

8)  JÜ^^^-e/»^. 

rV.    Für  den  Sinus  gelten  folgende  unmittelbar  verständliche 
Gleichungen : 

d  (sin  x)  ,  .    /  5r      ,       \ 

_^_-=  +  cosx  =  «n  (^—  +  x^ 

d^isinx)  /27C     ,       \ 

^—=—  sinx  =  iin  ^—  +  xj 


dx^ 
d^(jsin 


_-  —   _  C08X  =    «2»    \^—  +  0?  J 


Ix^ 

U.  8.  W. 


-j—  =  -f  «nor  =  «n  ^—  +  xj 
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aus  denen  sofort  die  allgemeine  Formel  fliesst: 

9)  — ^^ i=  «n  (-—  -f  0?). 

Dasselbe  gilt  fast  wörtlich  vom  Cosinus ;  man  erhält 

dJ^(cosx)  (n%     ,      \ 

10)  -^^  =  cos  {^  +  -> 

Weniger  einfach  gestalten  sich  die  höheren  Differenzialquotien- 
ten  der  Funktionen  secx^  tanx^  cosecx^  cotx^  Aresin  a  und  Ärctana:; 
bevor  wir  etwas  Näheres  darüber  angeben  können,  müssen  wir  zu- 
nächst die  Differenzialquotienten  zusammengesetzter  Funktionen  un- 
tersuchen. 

§.   12. 

Die  höheren  Differenzialquotienten  zusammengesetz- 
ter Funktionen. 

L  Sind  u  und  v  Funktionen  von  a?,  deren  höhere  Differenzial- 
quotienten unmittelbar  entwickelt  werden  können,  so  lässt  sich  auch 
die  successive  Differenziation  von 

1)  y  =:^  Au  -^  Bv 

ausführen;  man  findet  nämlich  der  Reihe  nach 

dy    __.^du      ,   ^  dv 
da  da?      '         da. 

da  ~      da'^  '^      da^ 


und  im  Allgemeinen  für  jedes  ganze  positive  n 

dJ^y  _      ^    ,   ^  ^v 

da"^  ~      da""  da""  ' 

wofür  man  vermöge  des  Werthes  von  y  auch  schreiben  kann: 

2)  ^: ! -=zA \- B . 

da^  da""  ds^ 

Nach  dieser  Begel  ist  z.  B.  der  Ausdruck  1  :  (1  —  a^)  leicht  zu 
differenziren,  indem  man  beachtet,  dass 

1—^2         2  \l—a     '    l-fa?| 

^^f  man  findet  dann  unter  Rücksicht  auf  die  Formel  4)  des  yori- 
%^^  Paragraphen 
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U.     Handelt  es  sich  um  die  Difierenziation  des  Produktes  ^ 
=  Mü,  so  erhält  man  successiy 
d\i  dv     ,        du 

da  dx     '        dx 


d^y  dh)    ^^      du    dv      ,     <^^m 

Ix^  ~ '^ 'dx^ '^     Ix     dx     '     d^a 


dhf  dh}    i    o  du  ^  dH    ,    ^   cf^tf    dt?      .     dhi 

'dx^~^  dx^'^     Ix    dx^'^     l^lx'^dx^^' 

Diese  Gleichungen  lassen  erkennen,  dass  die  allgemeine  Formel  für 
den  nten  Differenzialquotienten  folgende  Gestalt  besitzen  muss 

d^y  _  d^(uv) 

.        da^  dx"" 

.       (Pv     .     ,     du    ef*~"^i7     ,      .     dhi    dJ^-'^v    , 
=  A)W  •^—  +  Ai  r  -f-  Ao  — +   .  .  .  . 

dx""^         dx    da^-^  ^        dx^  dx^^  ^ 

_1_    A  d^~~^U    dv    '  ,  ^M 

in  welcher  jdo,  uili,  .  .  .  ^^  gewisse  noch  unbekannte  Coeffizienten 
bedeuten,  welche  nicht  von  der  Natur  der  Funktionen  u  und  v,  son- 
dern von  der  Anzahl  der  ausgeführten  Differenziationen,  d.  h.  von 
n,  abhängen.  Setzt  man  daher  für  u  und  v  irgend  ein  paar  solcher 
Funktionen ,  dass  man  sämnitliche  auf  beiden  Seiten  in  Nro.  4)  an- 
gedeuteten Differenziationen  ausführen  kann,  so  erhält  man  eine  Be- 
dingungsgleichung für  jene  Coeffizienten;  eine  derartige  Substitu- 
tion ist 

u  =  c"^,   V  =  «^  also  UV  =  c(^  »  ")*, 
woraus  für  ganze  positive  k  und  n  folgt 

^  =  a^.«^  ^  =  e%  ^  =  (1+«)»  .<^+«)'. 
dx'^  dar  da^ 

Benutzt  man  diese  Werthe  der  Differenzialquotienten  und  lässt  am 

Ende  den  beiderseits  gemeinschaftlichen  Faktor  c^e"^  =  «(1+")^ 
weg,  so  bleibt 

(1 + «)" 

=  Jo  +  Aa  +  4i  ««  +  .-. +  ^„_l«"-^  +^«" 
und  hieraas  folgt,  dass 
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j     _.       j 1.      A     —  ^(^— ^) 

sein  muss,  mit  einem  Worte,  dass  die  CoefHzienten  J09  Ai  ^i  •  »  • 
die  sogenamiten  BinomialcoefHzienten  des  Exponenten  n  sind.  Be- 
zeichnen wir  diese  kurz  mit  Hq,  nj,  n^,  .  .  .  wonach  im  Allgemeinen 

_  n  (n—  1)  (n— 2)  . . .  (n  — IT^) 

ist,  so  haben  wir  jetzt  zur  Differenziation  der  Produkte  die  Formel : 

d"«     ,          du     cP*~^v    ,         d«tt  d"~2«    , 
==not(  ■        -4-  »1 —7  -T-tu  — ^ 5  +  .... 

da!«     '  dar    da!"-!  ^       d««   d««-2  ^ 

TT  •  IX  , 

Um  z.  B.  hiemach   den  Ausdruck    —  zu  differenziren,  gebe  maa 

ihm  die  Form 

la  •  — 

wo  nun  die  obige  Kegel  anwendbar  ist;  man  erhält  nach  gehöriger 
Reduktion: 

Ja^  0?**+^  L  \1    •     2    '  '    n/J 

m.  Nicht  immer  lässt  sich  für  den  nten  Differenzialquotien- 
ten  einer  Funktion  eine  fertige  Formel  angeben,  da  die  Ausdrücke, 
welche  durch  successive  Differenziation  entstehen,  oft  so  verwickelt 
werden,  dass  man  ihr  Bildungsgesetz  nicht  mehr  übersehen  kann. 
In  solchen  Fällen  ist  es  vortheilhaft,  auf  die  Bildung  einer  Relation 
zwischen  dem  nten '£>ifferenzial(^uotienten  und  seinen  Vorgängern,  also 

einer  Gleichung  zwischen  /''*\a>)^  /^^""^H^X  /^^""^^(*)  etc.,  aus- 
zugehen, mittelst  deren  man  im  Stande  ist,  jeden  Differenzialquo- 
tienten  zu  finden,  wenn  die  Differenzialquotienten  von  niedrigeren 
Ordnungen  bekannt  sind.  Wir  wollen  dieses  Verfahren  an  einigen 
Beispielen  zeigen. 

A.    Istf(a)  =  8€ca>,  so  gilt  die  Gleichung 

co8x\f(je)  =  1 
Tind  der  nte  Differenzialquotient  derselben  ist  nach  Nro*  6): 

no  cos  X ./ W  (je)     —  n^cosx  ./^'*'"^^(«)+n4  cosx.f^^^'^Xx) — . .) 
-  ni «n a .f^-'^\x') '\-n^8inx ./(»-8)(^)— «5  sinx.f'^-'^\x)+. .)  ~^ 
^d  hieraus  findet  man  sogleich 
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8)    /«)  (ar)  =  [»1  /(»  -  1)  («) — «3  /(«-»)  (x)  -f- . . . .]  fem« 

Benutzt  man  diese  Gleichung,  indem  man  der  Reihe  nach  n  =  2, 
3,  4,  etc.  setÄt  und  /'  (x)  =  seca  .  tanx^  f^^^(ß)  =  secx  als  bekannt 
ansieht,  so  erhält  man  successiv  /"  (jx\  /'"  (x)  etc. 

B.  Dasselbe  Verfahren  pasät  auf  die  Tangente,  aus/(^)=  tanx 
folgt  nämlich 

cos  X .  f(x)  =  sinx 
und  nach  der  obigen  Methode: 

.   Auf  gleiche  Weise  lassen  sich  die  Differenzialquotienten  der  Cose- 
.  kwite  .mid  Cotangente  entwickeln. 

C.  Bezeichnen  wir  Ärcianx  mit  q>  (x\  so  ist 

<p^  (a?)  =  - — i — r  oder  (1  -1-  x^)  (p'  (x)  =  1. 

1  -pÄ* 

Durch  nmalige  Differenziation  dieser  Gleichung  ergiebt  sich: 

Wo  (l+a?2)  9)(^+l)(a?)+ni.2a?  9W(a?)  +  n2.2.  ly(^--l)(a?)===0 

und  durch  Reduktion  auf  (5p  ('*"""  ^^(a?),  wenn  man  zugleich  statt  «o, 
ni,  fij  ihre  Werthe  setzt: 

10)  ,,("+ 1) (X)  =  -  2n^y»)(^)  +  »(n-l)y»-^)(.). 

1  -4-  X' 
für  n  =  1 ,  2 ,  3 ,  .  . .  ergeben  sich   hieraus   der   Reihe   nach  die 
Werthe  von  qp "  (o?),  qp"'  (x)  etc. 

D.  Um  ^e  ähnliche  Formel  für  Aresin x  zu  bekommen,  sei 
Aresin  X  =  ^(a?);  e»  ist  dann 

*'  (^)  =     ^    ^         und  *"(«)  =  -—?=8- 

Vl--a?2  y/l  — a?2 

Der  letzten  Gleichung  kann  man  die  Form  geben: 
(1  —  a?2)  ^''  ix)  —  «     V  =  0 

yi--^ 

d.  i. 

(1  — a?2)  ^*  (-p)  _  xi\>'  (jß)  =  0 

und  aus  dieser  folgt  durch  nmalige  Differenziation 

fio  (1  — «^♦(«+2)(a?)— ni .  2a?^('»+  ^)(^)— n,  .2.1  *(^)(a?))  _ 

— »lo  .X  ^('»+1)0»)— ni .  1  ^W(ä)     )  ~  ^' 

Indem  man  das  Gleichartige  vereinigt  und  auf  ^^'^  •  *^(r)  reduzirt, 
findet  man 


/ 
^ 
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1  ä!^ 

Yon  if*  (ß)  und  ijf"  (x)  ausgehend,  gelangt  man  durch  die  Supposi- 
tionen  n  =  1,  2,  3  etc.  zur  Kenntniss  voi  ^'"  (x),  ^^  (a?)  etc. 
E.    Sehr  ähnlich  ist  die  Behandlung  der  allgemeineren  Funktion 

q>(a)  =  sin  (p,  Aresin  x). 

Durch  einmalige  Differenziation  erhält  man 

,,  ^        a cos (a Aresin x)     _         r- r     ,,  ^  ^     m      .     ^ 

q)*  (a?)  =  i- /^  oder  \l—x^  (p'(x)  =  (ieosijiArcsmx) 

yl  —  a?2 

und  durch  eine  zweite  Differenziation 

v/1— Ä«9"(^) n r  9''W=  —  y,  ' 

yl  —  d?2  yi — 45t 

d.  i.  nach  Wegschafiung  der  -Brüche  und  vermöge  der  ursprüngli- 
chen Bezeichnung  für  sin  (ji  Aresin  s) 

(1 -- a?^  9"  (o?)  —  «  g?' (a?)  =±  —  ft»  9  (a?). 

Durch    nmaUge    Differenziation    und    nachherige    Beduktion    auf 
y(n-|-2)(^j  leitet  man  hieraus  die  Formel  ab: 

12)  9)("+2)(^)  ==  (2»+l)^  y("+^)(x)  +  («»-ft»)<p(»)(x) 

F.    Dasselbe  Verfahren  ist  beinahe  wörtlich  auf  die  Funktion 

^  (x)  =  eos  (fi  Aresin  x) 
anwendbar  und  man  findet  mittelst  desselben  die  Formel 

13)  v(»+2)(*)  =  (2»  +  l)xi^(''+l)(x)-|-(n«-ft9)  ^(n)(^)^ 

welche  von  der  unter  Nro.  12)  verzeichneten  nuf  in  so  fern  abweicht, 
als  i^Cx)  von  (p(x)  verschieden  iöt. 

S.   13. 

Successive  Differenziation  der  Fnnktionen  mehrerer 

unabhängiger  Variabelen. 

Wenn  man  eine  Funktion  mehrerer  unabhängiger  Variabelen 
wiederholt  differenzirt,  so  kann  dies  entweder  partiell  in  Bdnehung 
auf  diese  oder  jene  Variabele,  oder  total  in  Beziehung  auf  alle  Va- 
riabele  zugleich  geschehen. 

I.  Wird  die  Funktion  /(o?,  y)  zunächst  partiell  in  Beziehung 
auf  X  und  der  so  entstandene  Differenzialquotient  partiell  in  Bezie- 
hung auf  y  differenzirt,  so  entsteht  der  zweite  Differenzialquotient 

Sehlömileh,  Aniüysis.  4 


60         Cap.  m.    §.  13.    Snocessive  Diffearenriation  der  FonktioneD 

3^; 


2y       ' 

welchen  man  kiirzer  mit  — i — r^-^  bezeichnet,  indem  man  zugleich 

durch  die  Stellnng  der  "by  und  d/e  die  Beihenfolge  der  Differenzia- 
tionen  (von  der  Bechten  nach  der  Linken)  zu  erkennen  giebt.    Auf 

gleiche  Weise  würde     i     -^       das  Resultat  einer  zweimaligen  par-' 

dx  oy 

tiellen  Differenziation,  in  Beziehung  auf  y  und  x  bedeuten.  Den  ei- 
gentlichen Sinn  solcher  Difierenziationen  findet  man  leicht,  wenn 
man  auf  die  Definition  des  Differenzialquotienten  zurückgeht;  es  ist 
nämlich,  /(^,  ^)  kurz  z  bezeichnet, 

JA  _  jr£j„  /(x-^Jx,  y)  —fix,  y) 

Ix  /ix 

tmd  es  folgt  daraus,. dass  man  setzen  darf 

jjL  —  fi?iAr^(ß,  y)  —  /(^i  y)    ,    ^ 

Ix  ~  \Ax       \  ^  ^' 

wo  9  eine  mit  ^x  gleichzeitig  verschwindende  Grösse  bezeichnet 
Weiter  hat  man 


r/(^+z/^,  y)— /(^,  y)1 
l  ^^  \ 


'b^Z       l  nx  J      ,        TtQ 

T" 


by  bx  by  ^      Sy  ' 

d.  i.  nach  dem  Begriffe  des  Differenzialquotienten: 

b^z  ^9 

dy  bx  dy 

Jiy  /ix 
Lässt  man  ^x  mit  z/y  gleichzeitig  Null  werden,  so  verschwindet  (» 
tmd  es  bleibt 

^«^    ^^V(^,y) 

dy  d^  dy  dar 

^y  Ax 
als  unmittelbare  Erklärung  des  nach  x  und  y  genommenen  Diffe- 
renzialquotienten.   Aus  denselben  Gründen  würde  die  Gleichung 

2.  d«^    ^^V(^,y) 

da?  dy  dfl?  dy 
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di«  tungekehrte  Anordnung  jener  zwei  Differenziationen  auuprochen ; 
die  rechten  Seiten  der  beiden  Gleichungen  1)  und  2)  sind  aber  die- 
selben und  man  hat  daher  den  bemerkenawerthen  Satz: 

8)  »■'     ^      '■' 

welcher  sagt,  das»  es  für  das  Endresultat  gleichgültig  ist,  in  wel- 
cher Ordnung  die  zwei  partiellen  Differenzi&tioneQ  in  Beziehung  auf 
«  und  a  ausgeführt  werden.  —  Man  kann  diesem  Theoreme  eine 
sehr  anschanliehe  Seite  abgewinnen ,  wenn  man  sich  c  als  das  Vo- 
Inmen  denkt,  welchem  unterhalb  von  einem  beliebigen  Rechtecke  aus 
den  Seiten  OL  =  «  und  OM  =:  y  (Fig.  8),  seitwärts  von  den  vier 
Fig.  8. 


wal  OL,  LNy  NMy  MO  errichteten  Vertikalebenen,  und  oberhalb 
durch  irgend  eine  Fläche  begrenzt  wird;  es  ist  dann  in  der  That  t 
«ne  Funktion  von  x  und  y,  und  man  hat  nach  %.  \.: 

^      =  Fläche  iJV  IT  ü 

iy   ix  iy 

udererdeib : 

4^      =  Fläche  ifif  IT  r 
äj 

iül  iy  ix  * 

,  ms  mit  der  Gleichung  3)  übereinstimmt. 

Sind  irgend  wieviel  Differenziationen  in  Beziehung  auf  irgend 
wieviele  Yariabele  auszuführen ,  so  lassen  sich  nach  dem  Vorigen 
üuner  je  swet  Differenziationen  vertauschen;  auf  diese  Weise  kann 
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man  jede  beliebige  Anordnung  der  Differenziationen  herbeiführen, 
ohne  dass  das  Resultat  eine  Aenderung  erleidet. 

n.  Mittelst  des  Vorigen  lassen  sich  die  höheren  totalen  Dif- 
ferenziale  einer  Funktion  leicht  entwickeln;  ntan  hat  nämlich  zu- 
nächst bei  zwei  Variabelen 

4)  dz  ==  -T —  da  H r—  dy 

^  ^a  *      ly      ^ 

und  unter  Anwendung  desselben  Satzes 

dies  ist  soviel  als  v      *    '  .    • .    T       '      ... 

d^z  =  r— ^  dx^  +  -r — rr^  äy  dx 

oder  mit  Bücksicht  auf  die*  GMchiuig  S);-        ',.  '  ' 
Durch  Wiederholung  desselben  Verfahrens  findet  sich 

und  wenn  man  beachtet,  dass  die  hier  vorkommenden  ZahlencoefH- 
zienten  durch  dieselbe  successive  Addition  wie  in  §.  12.,  I.  entste- 
hen, so  erkennt  man  als  allgemeines  Gesetz; 

7)  cTz  =  no  -^  t^a?^4-  n^  ^^ dx"'-'^  dy 

Kürzer  schreibt  man  dafür 

«>  '^^  =  (^ '^^  +  17 '^O" '"^• 


i 
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Bei  drei  Yariabelen,  wenn  also  u  eine  Fonktion  von  4?,  y  und  z 
wäre,  erhält  man  auf  gleiche  Weise : 

/  1  1  1        \^ 

9)  (Pu  ^  ['—'  dx  4-  -r—  dy-^'-rr'  dz)    Ti'^u 

^  \^x  ^      dy  dz       / 

und  man  übersieht  auf  der  Stelle,  wie  sich  die  Sache  bei  mehreren 
Variabelen  gestaltet. 

§.  14. 

Höhere  Differenzialquotienten  nnentwickelter 

Funktionen. 

Aus  den  Betrachtungen  des  §.  8.  wissen  wir,  dass  eine  Glei- 
chung von  der  Form 

1)  /(ar,  y)  =  0  oder  /  =  0 

durch  Differenziation  die  folgende  giebt: 

V      i      y        dy 

2")  — =^ ^— ^  =  0, 

^  Sj?      '      Sy        dx 

wobei  X  die  unabhängige  Yariabele  bedeutet  und  y  als  unentwickelte 

Fonktion  von  x  angesehen  wird.    Um  nun  die  Differenzialgleichung 

zweiter  Ordnung  zu  erhalten,  bezeichnen  wir  die   linke  Seite  der 

Gleichung  2)  für  den  Augenblick  mit  /i  (je^  y)  oder  noch  kürzer  mit 

)i;  es  ist  dann  unter  Anwendung  derselben  Regel 

7ix    ^^    ^y       dx  ' 

andererseits  hat  man  aber  vermöge  der  Bedeutung  von  fi 

Vi  _  ay    ,    V     cPy   .     ay       dy 

Tix  ^x^     "^    "by       dx^     "^  "bx  by       dx 


Vi  ^    ay     I    V       \dä;/       ay    dy 

by  by  bx   "^      by  by  by^       dx' 

Hierbei  ist  zu  bemerken,  dass  y  nur  von  x  abhängt,  dass  also  auch 

-^  nur  X  enthalt,  mithin  eine  Funktion  von  x  allein  [nach  der  frü- 
dx 

heren  Bezeichnung  ^'OO'i  und  ccHistant  in  Beziehung  auf  y  ist;  man 

bat  daher 


(f) 


=  0 


^d  wenn  man  die  drei  letzten  Gleichungen  in  Nro.  3)  einführt,  so 
ergiebt  sich  die  gesuchte  Differenzialgleichung  zweiter  Ordnung: 


i 
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^  Ix^  ~      Ix  ly      dx  ~  2iy^  '  \dx )  '^  ly  '  dx^~ 

Nach  demselben  Verfahren  kann  die  Differenzialgleichung  drit- 
ter Ordnung  aufgestellt  werden ;  sie  ist,  wenn  /j  die  linke  Seite  der 
vorigen  Gleichung  bezeichnißt: 

5)  /^/2     .     V2        dy  _  ^ 

Ix   ^   "by       dx 

Bei  wirklicher  £ntwickelung  der  angedeuteten  partiellen  Difle- 
renzialquotienten  findet  sich: 

2^x  Sj?3  "T"     ^^2  ^y      da?    '       2ix7^y      dx^ 

<)y  Sä^  Sy     '  "bx  by^       dx 

'     Sy»    \da?/    "^  Sy2      da?» 

Durch  Substitution  in  Nro.  5)  giebt  dies  bei  Vereinigung  aller 
gleichartigen  Grössen: 

'    3«»  ~      3*8  Sy       d«     '        3«3y«  Vdx/   ~  3y»  \d«/ 

,    3     Sy     .  ^4. 3^.  dy_      d^ 
"■"       Ixly      d«»    '       3y»      d«       d«« 

•         .     il  .  ^  =        0. 

'       by        dx^ 

Man  übersieht  leicht,  wie  sich  mittelst  dieses  Verfahrens,  was 
freilich  immer  längere  Rechnungen  erfordert,  die  höheren  DiJÖTeren- 
zialgleichungen  der  gegebenen  Gleichung  entwickeln  lassen;  aus  ih- 
nen lassen  sich  dann  auch  die  DifFerenzialquotienten  der  Funktion 
y  von  X  herleiten ;  denn  es  folgt  jetzt  aus  Nro.  2) : 

IL 
^  dx  ~       2L' 

by 
wie  schon  bekannt  ist;  ferner  aus  Nro.  4): 


% 


t 
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und  hier  kann  man  den  Yorhergefbndenen  Werth  von  -7^    einsetien ; 

die  GleichuDff  6)  führt  dann  weiter  zur  Kenntniss  von  -r-^  iL  8.  f. 

Auch  bei  Funktionen  mehrer  Yariabelen  bleibt  das  YerÜEihren 
ganz  dasselbe ,  man  unterlässt  es  jedoch ,  allgemeine  Formeln  anfxa- 
stellen,  weil  diese  sehr  verwickelt  werden  würden,  und  zieht  es  da- 
gegen Yor,  in  jedem  gegebenen  speziellen  Falle  die  nöthige  spezielle 
Rechnung  auszuführen. 

§.  15, 
Yertauschung  der  unabhängigen  Yariabelen. 

Bezeichnet  x  die  unabhängige  Yariabele,  in  Beziehung  auf  welche 
ein  oder  mehrmal  differenzirt  wird,  so  ist  nach  den  Prinzipien  der 
Differenzialrechnung  dx  ein  dem  x  willkürlich  ertheilter  und  auf 
irgend  eine  Weise  in  Null  übergehender  Zuwachs,  und  es  ist  mithin 
dx  unabhängig  von  x;  anders  verhält  es  sich  mit  dem  Differenziale 
dy  der  abhängigen  Yariabelen y,  denn  für  yz=f(x')  ist  dyz=f*(jB).dx 
und  hier  bildet  dy  eine  Funktion  von  x^  weil  es  aus  zwei  Faktoren 
besteht,  deren  erster  x  enthält.  Nach  dieser  Bemerkung  folgt  bei 
zweiter  Differenziation ,  indem  dx  als  constanter  Faktor  gilt, 
cPy  =  df(x)  .  dx  =  f*'(x)dx  .  dx  z=z  f'(x)dx^  übereinstimmend 
mit  den  früheren,  und  ebenso  würden  für  die  ferneren  DifiTerenziatio- 
nen  dx^^  dx^  etc.  als  Constanten  anzusehen  sein.  Es  kann  nun  im 
Yerlaufe  einer  analytischen  Untersuchung  nöthig  werden,  dem  x  den 
Charakter  der  unabhängigen  Yeränderlichkeit  abzimehmen  und  ihn 
auf  eine  andere,  entweder  bereits  vorhandene  oder  erst  neu  einzufüh- 
rende, Yariabele  zu  übertragen;  so  z.  B.  könnte  es  bei  der  Unter- 
suchung einer  Curve,  deren  Abscissen  x  und  deren  Ordinaten  y  ' 
heissen,  erforderlich  sein,  nicht  die  Abscisse,  sondern  die  Ordinate 
als  unabhängige  Yariabele  anzusehen,  oder  man  könnte  in  den  Fall 
kommen,  die  Coordinaten  einer  durch  stetige  Bewegung  entstandenen 
Curve  als  Funktionen  der  Zeit  betrachten  zu  müssen,  welche  während 
der  Bewegung  verfliesst,  wie  dies  namentlich  in  der  Mechanik  häufig 
^schiebt.  Schärfer  aufgefasst  wäre  jetzt  die  Frage,  was  man  an 
die  Stelle  der  Differenzialquotienten 


^ 
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dy       d^y       d^y 
dx  '    dx^  '     dx^  ' 


•  •  •  ■ 


zu  setzen  habe,  wenn  x  nicht  mehr  als  unabhängige  Yariabele,  son- 
dern als  Funktion  einer  anderweiten  unabhängigen  Veränderlichen  t 
angesehen  wird,  wodurch  nun  auch  y  in  letzter  Instanz  eine  Funktion 
von  t  geworden  ist. 

Beachtet  man,  dass  y  von  x  und  x  von  t  abhängt,  also  y  eine 
zusammengesetzte  Funktion  bildet,  so  hat  man  nach  den  Lehren  des 

dy         dy      dx 
dt         dx    '  dt 

nnd  man  erhält  hieraus 

dy 


1)  ^    =  J±, 

dx  d.T 

1t 


Indem  man  beiderseits  in  Beziehung  auf  die  unabhängige  Varia- 
bele  t  differenzirt ,  wo  nun  dt  constant  ist,  dx  und  dy  dagegen  von 
t  abhängen,  findet  man  links 


\dx  J  \dx  J 


dx         d^y       dx 


dt  dx  dt         dx^       dt 

nnd  rechter  Hand  nach  der  Regel  für  die  Differenziation  der  Quo- 
tienten 

dx        d^y         dy        d^x 

1t    '  HW         dT  '  IF 
/dx  \3 


■)■ 


\dt 

Stellt  man  beide  Ausdrücke  in  eine  Gleichung,  so  ergiebt  sich 

d^y 
durch  Reduktion  auf  7^ 

dx^ 

dx       d^y         dy       d*x 

d^y    _  IT  '  IW        dT  '  IF 

^  da^    ~  /dx\^ 


(0 


Durch  Wiederholung  der  Differenziation  in  Beziehung  auf  t  fin- 
det man  auf  gleiche  Weise 
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3) 

\d</     e?<»  dt  '  dt^  *  d<2  +     dt  \cit2J  ~  dt'  dt' 


dx^ 

d^x 


dt» 


(f-)' 


Wie  man  auf  diese  Weide  weitergehen  kann,  ist  unmittelbar 
klar;  allgemeine  Formeln  würden  wegen  der  grossen  Complication 
der  Ansdrücke  von  keinem  Nutzen  sein. 

Nehmen  wir  beispielsweise  t  r=  y,  womit  gesagt  ist,  dass  nun- 
mehr y  als  unabhängige  Yariabele  gelten  oder  die  Gleichung  y  =2/(4;) 
umgekehrt  werden  soll  [^  =  i^(y)],   so  ist 

dy    ^   ^J_ 
dx  da 


4) 


5) 


6) 


dy 
d^x 

<^y  _  _        dy^ 
dx^  ~  /  dxY 

\dy) 
/d^^y 

d^y   \dyV  ~    dy       dy» 

dx»  /  dx\^ 

\di) 

U.   8.  W. 


dx      d^x 


Dasselbe  Yei-fahren  passt  auch  auf  den  Fall,  wenn  mehrere  un- 
abhängige Variabelen  vorhanden  sind,  nur  werden  die  Formeln  noch 
etwas  verwickelter.  Man  zieht  es  daher  vor,  die  Rechnung  erst  in 
den  gerade  vorkommenden  speziellen  Fällen  auszuführen,  wie  man 
es  später  sehen  wird. 


I 


Cap.  IV. 
Untersuchungen  über  krumme  Linien  und  Flächen. 

§.  16. 
Der  Lauf  ebener  Curven. 

I.  Die  erste  Frage  bei  der  Betrachtung  ebener  krummer  Linien 
wird  immer  die  nach  dem  Steigen  und  Fallen  derselben  sein,  weil 
man  gerade  hieraus  die  Gestalt  der  Curve  schon  mit  einiger  Sicher- 
heit abnehmen  kann.  Soll  nun  die  Curve  steigen,  so  muss  die  nächste 
Ordinate  grösser  als  die  vorhergehende  sein ;  beim  Heruntersteigen 
findet  offenbar  das  Umgekehrte  statt.  Betrachten  wir  also  x  und 
y  z=  f(x)<,  x--\-^x  und  y-[-^y=/(^-j-^j?)  als  Coordinaten  zweier 
Nachbarpunkte,  so  steigt  oder  fällt  die  Curve,  je  nachdem  die  Dif- 
ferenz 

^y  =  /(^+^^)  —  /W 

I 

positiv  oder  negativ  ist,  wofür  man  wegen  des  als  positiv  vorausge- 
setzten ^x  auch  sagen  kann,  je  nachdem  der  DiffiBrenzenquotient 

^y    f(x-\'dx')  —  f(x) 

^  X  ^  X 

positiv  oder  negativ  ist.  Nun  bildet  aber  der  Differenzialquotient  die 
Grenze  des  Difierenzenquotienten  und  wenn  diese  Grenze  positiv  aus- 
fällt, so  muss  auch  der  Differenzenquotient  zuletzt  positiv  gewesen 
sein ;  ebenso  würde  ein  negativer  Differenzialquotient  nur  durch  einen 
Differenzenquotienten  entstehen  können,  der  am  Ende  (d.  h.  für  hin- 
länglich kleine  d x)  negativ  war;  nach  diesen  Bemerkungen  erhellt 
unmittelbar  die  Richtigkeit  des  Satzes: 

Die  Funktion   /  (x)  und  ebenso  die  durch   y  =  f(x)  cha- 
rakterisirte  Curve  steigt  oder  fällt,  je  nachdem  der  Differen- 
zialquotient /'  (x)  positiv  oder  negativ  ist. 
Man  wird  dies  geometrisch  sogleich  bestätigt  finden,  wenn  man 
sich  an  die  Gleichung  tont  =zf'(x')  erinnert;  für  ein  positives /' (o?) 
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üt  t  poaitiv,  die  BerOhruogagentde  S  T  liegt  links  in  Fig.  9  und  die 

PV  9,  Curve  rtwgt;    bei   neg^vem 

/>(«)  wird  t  negsüv =— 05*7» 

oder  stampf  =  XS'  T',  die 

Berührende  5'  T  fällt  rechts, 

al«o  entgegengesetzt,  nsd  die 

Curve  fällt     Giebt  man  dem 

X     einen     solchen    speziellen 

Werth,  dasB  /"(*)  =  0  wird, 

so  liegt  die  Tangente  der  Äb- 

acissenachse   parallel  wie   im 

Punkte  A,  nnd  wird  endlich  /'(«)  =  » ,  so  ist  t  =  90"  nnd  die 

Tangente  ISuft  parallel  zur  Ordinatenachse  wie  im  Punkte  B. 

n.  Eine  zweite  Frage  ist  die  nach  der  Convexit&t  oder  Ckm- 
csvitfit  der  Curven.  Kehrt  der  Bogen  PP'  (Fig.  10)  der  Absciasen- 
achge  die  conrexe  Seite  zu,  so  heilst  dies  nichts  Anderes,  als  das« 
er  zwischen  seiner  Sehne  nnd  der  Absoissenachse  liegt,  dagegen  ist 
F«-  JO-  Fig.  11. 


der  Bogen  concav  (Fig.  1 1) ,  wenn  umgekehrt  die  Sehne  iwischea 
dem  Bogen  und  der  Abscissenachse  durchgeht.  Schalten  wir  auf  der 
Mitte  der  Sehne  den  Punkt  Q  ein,  constmiren  die  Coordinaten  der 
Punkte  P,  Q,  iP"  und  suchen  noch  die  zu  OM'  gehörende  Cnirven- 
Ordinate  3£' P',  so  ist  im  Falle  der  couvexen  ICrOmmnng 

Jtf'Q  >  X'P'  oder  Af'Q  —  M' P'  positiv 
und  bei  concaver  Krümmung 

if'Q  <  M'P'  oder  M'Q~  X'P'  negativ. 
Für  OX  ^  X,  MM'  =  ^x  und  mit  Rücksicht  darauf,  dass 
JVQ  das  arithmetische  Mittel  zwischen  MP  und  M"P"  ist,   lautet 
dieses  Kennzeichen,  die  Curve  kehrt  der  Abscissenachse  die  convexe 
oder  concave  Seite  zu,  je  nachdem  der  Ausdruck 

'-^^tl^'-±^--/(«+^<)=ä[/(H-2^.)-2/(x+^«)+/W] 
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positiv  oder  negativ  ist.  Da  es  nur  auf  den  eingeklammerten  Aus- 
druck ankommt  und  andererseits  (^jt)^  jederzeit  positiv  ist,  so  kann 
man  sich  auch  des  Quotienten 

bedienen ,  um  die  obige  Entscheidung  in  ganz .  derselben  Weise  zu 
geben.    Ist  nun  für  verschwindende  ^x 

positiv,  so  muss  der  ganze  Ausdruck  zuletzt  positiv  gewesen  aein, 

und  auf  gleiche  Weise  kann  dieser  Grenzwerth  nur  negativ  werden, 

wenn  der  Quotient  zuletzt  negativ  war.     Nach  Formel  8)  in  §.  10. 

bedeutet  der  fragliche  Grenzwerth  den  Differenzialquotienten 

cPy 

-j-^  =  /"(/)  und  es  findet  daher  eine  convexe  Krümmung  statt, 

ax' 

wenn  /"(o?)  positiv  ist,  eine  concave,  sobald  f**(x)  negativ  ausfällt 
Diese  Bemerkungen  lassen  sich  auch  auf  den  Fall  übertragen,  wo  die 
Curve  unterhalb  der  Abscissenachse  liegt,  also  die  Ordinaten  MP^ 
MP^MQ  und  M*.JP"  negativ  sind ,  und  zwar  wird  man  sehr  leicht 
finden,  dass  hier  umgekehrt,  ein  negatives  Zeichen  des  f**(jB)  der 
Gönvexität,  ein  positives  der  Concavität  entspricht.  Mit  dem  Yori- 
gen  vereinigt  sich  dies  zu  folgendem  Satze:' 

Die  Gnrve,    deren  Gleichung  y  = /(x)  ist,  kehrt  der  Ab- 
scissenachse die  convexe  oder  concave  Seite  zu,  je  nachdem 
f(ai)  und  f"(x)  gleiche  oder  entgegengesetzte  Vorzeichen 
besitzen. 
Verschwindet  f*'(x)  für  einen  speziellen  Werth  von  ar,  ohne 
dass  zugleich  f(jc)  =  0  wird,  so  findet  in  dem  betreffenden  Punkte 
der  Curve  ein  Uebergang  von  der  einen  Krümmungsart  zur  anderen 
statt;  derartige  Punkte  heissen  Inflexionspunkte. 

Wie  man  mittelst  der  hier  entwickelten  Sätze  den  Lauf  einer 
Curve  verfolgen  kann,  wollen  wir  kurz  an  einem  Beispiele  zeigen. 
Es  sei  y'  —  x^  -{-  x^  =  0  oder 

1)  y  =  a!^  \Jl—x 

die  Gleichung  einer  Curve  fünften  Grades,  so  findet  man 
d  4  d?  —  h  x^  X  {i  —  5  j?) 


2) 


3) 


^^  iyjl—x  2v/l  — ^ 

dPy         8  —  24. r  4-  Ihx^  . 


dx^  \yjl—x 

und  schliesst  hieraus  Folgendes.     Da  in  Nro.  1)  das  Wurzelzeichen 
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ebensowohl  positiT  als  negativ  genommen  werden  darf,  so  entspre- 
chen jeder  Abscisse  zwei  gleich  grosse  entgegengesetzte  Ordinalen; 
die  Gorve  besteht  demnach  ans  zwei  congmenten  Theilen  von  entge- 
gengesetzter Lage.  Betrachten  wir  deshalb  nur  den  einen  TheU, 
weicher  dem  positiv  genommenen  Wurzelzeichen  entspricht.  Da  x* 
immer  positiv  ist,  so  bleibt  das  Frodnkt  x*\l — x  nach  der  eben 
gemachten  Voraussetzasg  immer  positiv  und  es  liegt  also  der  eine 
in  Bade  stehende  Theil  auf  der  einen  Seite,  etwa  oberhalb,  der  Ab- 
scisseEUtchse.  Er  ist  reell,  so  lange  1  —  x  positiv  ausfällt,  mithin 
von  x^ — 00  bis  «=^^1,  und  hat  mit  der  Abscissenachse  zwei 
Punkte  gemein,  denn  f  ür  a  ^^  0  und  x-^-\-l  wird  jedesmal  y  ^=  0. 
Femer  ergtebt  sich  ansNro.  2),  dass/'t*)  negativ  ist  von  x=^ — i» 
bis  c  ^  0 ,  positir  von  x  =  0  hie  x  :=^  und  negativ  von  ^  =  J 
Imb  X  =1;  die  Curve  geht  also  aus  dem  Unendlichen  bis  mm  An- 
fangspunkte der  Coordinaten  herab,  wird  hier  von  der  Abscissenachse 
berahrt,  steigt  von  «:=0bi8  «=f,  hat  im  Punkte  (ie::^i,y^g\/|) 
eine  horizontale  Tangente,  und  fällt  von  x  =  Jbis«=l;  im  letz- 
teren Funkte  ist  die  Tangente  vertikal.  Aus  Nr.  2)  erkennt  man, 
dass  f"(x)  positiv  bleibt  von  x  ^  —  oo  bis  dahin,  wo  zum  ersten 
Maie  8  —  Ux  +  15ar»  =  0  wird,  d.  h.  bis 
_  12  —  2  Ve 


15 


=  0,4735  .  .  . 


von  da  ab  ist  /"(*)  negativ  bis  wiederum  8  — ■  2ix  -\-  15**  ^  0 
wird,  d.  h.  bis 

_  12-f-2\/6 


15 


=  1,126  .  . 


im  letzteren  Falle  wird  aber  y  tmaginSr  und  braucht  nicht  beachtet 
zu  werden ;  die  Curve  ist  demnach  convex  von  2  =  —  00  bis 
X  =  0,47S5  .  .  .  und  im  Uebrigen  (d.  h.  von  x  =  0,4735  .  .'  bis 
«  =  1)  concav.  Nach  diesen  Bemerlnmgen  hat  man  bereits  eine 
klare  Vorstellung  von  dem  Laufe  der  Curve;  Fig.  12  giebt  ein  Bild 
Fig.  12. 
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von  dem  besprochenen  einen  Theile  derselben;    der   andere  Zweig 
liegt  unterhalb  der  Abscissenachse  und  ist  dem  ersten  congruent. 


§.  17. 

Bogendifferenzial,    Tangenten,   Asymptoten  und  Nor* 

malen  ebener  Curven. 


I.    Die  schon  mehrmals  benutzte  Gleichung 

1)  ^^  =  f ' 

welche  gilt,  sobald  x  und  y  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines 
Punktes  einer  ebenen  Curve  bezeichnen,  bildet  die  Grundlage  für 
alle  Construktionen,  welche  mit  dem  Probleme  des  Tangentenzei- 
chens in  irgend  einem  Zusammenhange  stehen.  Zuvörderst  bemerken 
wir,  dass  aus  der  Gleichung  1)  die  folgenden  entspringen 

^  1  da? 

2)  C08X  =  — j  ,     sint 


denen  njan  auch  die  folgenden  Formen  geben  kann: 

3)  C08Z  =     i  ,     ainx  =     ,       ^ 

Hier  besitzt  der  Nenner  eine  geometrische  Bedeutung.     Je  kleiner 

nämlich  dx  und  dy  sind,  desto  eher  ist  es  erlaubt,  den  Bogen  einer 

Curve  mit  seiner  Sehne  zu  verwechseln,    also  das  aus  dx^  dy  und 

dem  zugehörigen  Bogen,  welcher  ds  heissen  möge,  gebildete  Dreieck 

als  geradliniges  Dreieck  anzusehen;    dass  diese  Vorstellung  in 

der  That  richtig  ist,  beweist  die  daraus  folgende  Gleichung 

dy 
tanz  =  ^^    welche   mit  der  Gleichung  1)  übereinstimmt.      Dann 
dx 

kann  man  aber  weiter  schliessen,  da^s 

4)  da^^dxi-^dy^ 

sein  müsse,  wo  nun  ds  das  Bogendifferenzial  bezeichnet ^   und  es  Ut 
daher  auch 

dx         ,  dy 

5)  cosr  =.—1      *w»r  =  -?■* 

da  da 

wovon  wir  6iler  Gebrauch  machen  werden. 


i 


und  Normalen  ebener  Corren.  CS 

Um  eine  Tangente  an  den  Funkt  «y  zu  legen,  kann  man 

Fig.  13.  entweder    den   Winkel    t   aus    der 

I  Gleichung    1)  bestimmen    und  Bein 

Complement  MPS  (Fig.  13)  an  MP 

antragen,  oder  eine  von  den  Linien 

^•S  und  PS  condtmiren.     Die  er^te 

heisdt  die  Tangente,  letztere  die 

Subtangente,     und    man    findet 

leicht 


"         ä^  *'  dy ' 


Heissen  {  und  t}  die  Coordinaten  irgend  eines  Fonktes  der  Tangente, 
10  ist 

ij  —  S  =  (I — «)  tont, 
wie  man  leicht  bei  wirklicher  Constmktion  der  Differenzen  {  —  < 
nnd  1}  —  y  bemerkt,  mid  man  hat  daher 

8)  ,  -  j  =  g  (J— ) 

als  Gleichung  der  Tangente.    Man  k&nnte  statt  derselben  such 
schreiben 

m.     Wenn  die   in  Rede  stehende  Curre  ia'a  Unendliche  geht 
und  sich  für  unendlicli  wachsende  x  die  Ausdrücke 

/'(«)  und  /(*) — «/'(«) 
bestimmten  Grrenzen  nähern,  so  giebt  es  eine  bestimmte  Grenzlage 
der  Tangenten,  welcher  sie  näher  und  näher  kommen,  je  weiter  der 
Ponkt  xy  fortrückt.  Diese  fegte  Gerade  ist  eine  Asymptote  der 
Com  und  ihre  Gleichung  ei^iebt  sich  unmittelbar  aas  der  Glet- 
chnng  der  Tangente ;  setzen  wir  nämlich  bei  unendlich  wachsenden  « 
10)  Lmtfiß}  —  A,    Xwi [/(*)—*/'(«)]  =  B, 

•0  ist  die  Gleichung  der  Asymptote: 
U)  i|  =  ^|  +  Ä 
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So  hat  man  z.  B.  für  die  Hyperbel,  deren  Gleichung 

y  =   —  v/^2  — a2=/(ar)   ..    . 

sein  möge,  '  '  ■•^.  •  -.* 


'      m 
•I 


jf 


hieraus  ergiebt  sich  für  die  Subtangente:/:  :'•    * 

ferner  als  Gleichung  der  Tangente 

71  = j  S  -| Va?2— a3 


'    #. 


•■.• 


—  A.  1  p  _      gfe 

woraus  für  unendlich  wachsende  x  die  Gleichung  der  Asymptote: 

^  =  I 

a 

hervorgeht,  wie  schon  aus  der  analytischen  Geometrie  beka^nt  ist. 

rV.  Errichtet  man  im  Punkte  P  eine  Senkrechte  PiVauf  der 
Tangente,  so  entsteht  die  Normale  der  Curve;  MN  heisst  die 
Subnormale  (Fig.  13).  Aus  der  Bemerkung,  dass  /_  MPN 
==  /^  MST-=  r  ist,  findet  man  leicht; 

dy 

13)  Shnm.  =  y  tanz  =  y  -^  ; 

dx 

femer,    wenn  |  und  ri  die  Coordinaten  irgend  eines  Punktes   der 
Normale  bedeuten, 

ri  —  y  =  (jß — 1)  cott 
oder 

dx    ^ 

14)  1J  —  y  =  —  —  (I  —  «) 

als  Gleichung  der  Normale. 

V.  Um  den  Gebrauch  der  obigen  Formeln  zu  zeigen,  geben 
wir  einige  Beispiele  für  die  Construktion  von  Tangenten  und  Nor- 
malen. 

a.    Die  Kegelschnitte.      Rechnet  man  die  Coordinaten  4r 


b 


und  KoTsulan  ebener  CtDYen.  CK 

osd  y  von  dem  Endpunkte  der  grossen  AolUB  einM  Kegelsohuttei 
an ,  80  iit  bekanntlich 
15)  y*  =  2p*  +  9«» 

die  »Ugemeine  Gleichnng  der  Eegelaehnitte,  und  bedmtat  darin  p 
den  Halbparameter  (die  Ordinate  im- Brennpnnkte).  'Haa  findet 
kieraos 


16) 

mithin  ffir  die  Gleichung  der  Tangente 


Setzen  wir  £  ^  0 
und  achreiben  i]o  für  i}, 
■o  irt  IIa  das  StQck  O  T 
(Fig.  14),  welches  die 
Tangente  von  der  Or- 
dinatenachse  abschnei- 
det, nnd  nach  dem  Vo- 
rigen hat  man 

_  y*  —  p*  —  qj!* 


möge  des  Werthes  von  y*, 

vx 

üiti  giebt  folgende Constniktioit  der  Tangeute:  man  nehme  OQ^^p, 
f&lle  von  Q  auf  OP  eine  Senkrechte,  welche  die  .Ordinatenachse  in 
T  schneidet  and  verbinde  endlich  T  mit  P  durch  eine  Gerade.  Was 
ferner  die  Normale  anbelangt,  so  bemerke  man,  dus  die  Gleichnng 
16)  auch  in  der  Form 

''  du  ü  ^ 
dargestellt  werden  kann ,  wo  die  Unke-  Seite  die  Snbnonnala  beden- 
tet;  man  hat  dann  folgende  ConstmkäoA  der  Normale  (Fig.  14): 
«f  (^P  errichte  man  in  P  eine  Senkrechte,  welche  der  Absrässen- 
achse  in  J9  begegnet,  nehme  dann  RNs=p^  bo  ist  NP  die  Nor- 
male. 

ß.  Die  Cycloide  ist  bekanntlich  der  'Weg,  ^en  irgend  ein 
Punkt  eines  Bjreises  beschreibt,  wenn  letsterer,  ohne  zn  gleiten,  auf 
(am  G«ndan  fortgewiUxt  wird,  sich  alao  die  Peripherie  des  Kreites 
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Mif  der  Geraden  abwickelt.    Ist  AB  ^o  gegebene  Gerade  (Fig.  15), 
^.     jg  A  der    Anfangspunkt    der 

-Bewegung,  QK=^r,  IGSF 
in  Theilen    des   Halbmei- 
gers    anggedrückt    ^=.  t, 
AN=u,    ■    . 
NF=v, 
Bo  Iia^  nun 

u  =  AG—ON 
=  Ai^OP—FP 
=  rt— r*wii 
v=  NP  ^  OK— IS  =  r-~rcoat. 
Für    (  r^  X,  algo  nach  einer  halben  Umwälxnng  wird  ti  ^  AD 
=  rx  und  v  =  CD  =  %r.    Nehmen  wir  £?  alg  An&ngspinikt  neuer 
Coordinaten,  nämUch  CM  r^  x  uad-MP  ^  y,  soist«  =  2r  —  o, 
y  :=  rx — M  oder 

17)  *  =  »■  (1+««»)»    *  =  «■  (*  — <+«mO- 

ffieraos  folgt,  indem  man  f,  den, Bbgenannlen  WSlEongswinkel ,  ab 
unabhängige  Variable  auaieht: 

-  =  —  rnnt,  ^  =  - 


'  dl" 


r(l- 


«0, 


ferner  durch  Division 


^ 1 — co»l l-^eo9t    ^  /l  —  cmÜ 

i£b  ~       nn(      ~  y'l—cos»*"^  ^   1 +CMl'' 

Andererseits  folgt  BUS Nro.  17):  l-\-cott  = — ,    1  —  eott^- 
nnd  mithin  ist  jetzt: 


Diea  hat  einen  sehr  oin&ohai 
geometrischen  Sinn.  Duikt  man 
sich  nämlich  über  CD  =^  2r 
CFig.  16)  den  Ereia  CQD  con- 
Btmirt  und  die  xa  CM  =  «  g». 
hurende  Ordinate  desselben  auf* 
gesucht,  so  ist  dieselbe 

MQ=\/irx—xi 
und  es  folgt  jetzt  aus  Kro.  18), 

MQ 


and  NormaleD  ebener  Cnrren.  CI   ' 

oder  i_t  =  l_MC<i,   A.  h.  die  Twigente  parftllel  ÜQ  und  ebenso 
die  Ifonnale  parallel  i)Q  ük 

y.     Die  Cisaoide  entsteht  anf  folgende  Weüe.     Ueber  der 
'    Fig.  17.  Geraden  AB  =:  är   als  Dorch- 

messer'  (Fig.  .17)  ist  ein  Ereu 
beschrieben  und  im  Funkte  B 
eine  Senkrechte  auf.  AB  errich- 
tet; zieht  man  von  A  ans  belie- 
bige Grerade,  welche  den  KreU 
in  Ü,  die  Senkrechte  iq  V  schnei- 
den Tind  nimmt  Immer  VP^AU., 
so  erhält  man  beliebig  viele 
Punkte  P  der  Ciasoide.  Für 
AM  =^  e,  MF  =  y  findet  man 
nach  dieser  Angabe 


19) 

aleG 

20) 


"  — 27^ri 

als  Gleichung  der  Corve;  die  Di^erenziation  ^ebt 

dg (8r — x)x* 

^dx~    C2r— *)'' 
Dividirt  man  die  erste  Gleichnng  durch  die  zweite,  so  wird 

^  dy~     3r— «  ar— «  ' 

Die  linke  Seite  i«t  die  Snbtangente,  rechts  bedentet  2rx  —  x* 
das  Quadrat  der  zur  Abscisse  AH^  x  gehörenden  Kreisordinate 
}i(i^  und  vermöge  dieser  Bemerkung  hat  man  folgende  Tangenten- 
constroktiaB:  man  nehme  BC  =  r,  ziehe  CQ  nad  darauf  eine  Senk- 
rechte, welche,  von  Q,  aasgehend,  die  Abscissenachse  in  S  achneidet, 
die  Cierada  SP  S^  dann  die  Tangente.  Für  die  Conatmktiou  der 
Normal«  gidrt  as  nichts  Kürzeres,  als  erst  die  Tangente  nnd  auf 
diets  aöM  Sankreehte  zu  legen. 

J.  18. 

Erfimmungakreis,  EvolDte. 
I.    Die  Gleichung  der  Nonnale  am  Punkte  «y  einer  Curve  Uaat 
sich  f  fir  y  =  /(«)  und  ^  =  /'  («)  sehr  leicht  auf  ftdgende  Form 

bringan: 

i)  /'(*).  »j +  £  =  *  +  /(*)/'(*), 

I 
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für  einen  zweiten  Punkt  der  Cnrve,  dessen  Coordinaten  «  -j-  d  und 
yi  z=  f  (x~^S)  sein  mögen,  würde  auf  g&nz  gleiche  Weise  sein: 

2)  /'(*+«)  .  1J  +  I  =  «+«+/(«+«)/'(*+«). 

Die  beiden  Normalen,  deren  Gleichungen  hier  aufgestellt  sind, 
werden  sich  im  Allgemeinen  schneiden  und,  zwar  findet  .man  die 
Coordinaten  des  Durchschnittes  dadurch,  dass  man  in  ))ulid.^.  {:imd 
fj  als  Unbekannte  ansieht  und  auf  algebraisphe  Wei^e  bfflfTinint 
Man  erhält  so:  ,.  .  v  ■.  ' 

^  .  ~        /'(ß>+S)—fis)        ^ : . .  - 

oder,  indem  man  beiderseits  y  =  /(je)  abzieht :  ' '     . 

und  ans  Nro.  1): 

^~  ~  /'(*  +  «)-/'(*)  ^^^ 

Dividirt  man  in  beiden  Gleichungen  Zähler  und  Nenner  durch 
d,  so  ist  auch 


'^       ^-'  =  —T^±W^TK ^'^*^' 


1 4' /C^+^^- /(")/.  (^-1-3) 

4)       1,-,  =  +  — /  (0,4-^ -/'(.) 

'  '   ö 

und  hieraus  ergebt  sieh  für  d  ss=  0,  d.  h.'  wenn  die  beiden  Punkte, 
durch  welche  Normalen  gelegt  waren,  in  einander  ßillen : 

+ m' 


5) 


d 


Der  Durchschnitt  zweier  benachbarter  Normalen  rückt  also 
nicht  ins  Unendliche  fort,  wenn  die  Normalen  zusammenfallen,  son* 
dem  nur  bis  zu  einem  bestimmten  Punkte,  dessen  Coordinaten  |  und 
fj  aus  den  GleichungMi  5)  und  6)  entnonmen  werden  können«    Die^ 


i 
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•et  f Or  den  enten  Angoiblick  fiborrudieiide  Beraltat  eiU&rt  nch 
ueli  geomebiach  Ivdit     Denken  wir  mu  in  "Fig.  IS  die  Nonn&len 
fig,  18.  an  den  Punkten  P  und  P'  bis  sa 

ihrem  DnrcluchBitto  S  verlät)- 
geit,  M>  lind  die  Lingen  von  PS 
vndP'B  um  so  veniger  renchi^ 
den,  je  nSher  P  and  P'  aoeinan- 
der  liegen.  Nehmen  wir  daher 
näherongsweiM  P' R  =  PS ,  so 
lässt  sich  B  als  Mittelponkt  einet 
Kreiset  aoiehen,  der  die  Punkte 
P  und  P'  und  in  diesen  zagleich 
die  Tangenten  PT  nnd  i«  T'  mit 
der  Corre  gemein  hat,  der  lich 
also  unter  allen  tonttigen  dnrch  P  and  P'  mfiglicjifln  &eiaen  jeden- 
falls der  Cnrre  am  geoanerten  angchliwmt,  oder  wie  man  xa  sagen 
pflegt,  mit  der  Cmre  fast  gleiche  grüimnimg  besitzt.  Diese  nnr  nä- 
berangswnse  richtigen  Bebanptmigen  erhalten  rolle  Gültigkeit,  wenn 
P'  and  P  snsammao&Uen ;  der  nnnmehr  darch  die  Gleichnngen  5) 
ond  6)  bestimmte  Pnnkt  ft]  heisst  dann  der  Krfimmangsmittel- 
pnnkt,  nnd  das  swischen  den  Fonkten  xg  nnd  |^  enthaltsie  StOck 
der  Nonnale  der  Erfimmnngshalbmcsser;  n«iBea  wir  if  diese 
linie,  so  igt 

,•  =  (!-.)■  +  <,—,»• 

rad  nach  dem  Vorigrai  findrt  sich 


[•+©T. 


yi+c/'c*)]*'  _  r  +  WyJ  _    di* 

'      *  /"(*)  £s.  dt.ä*y 

d*x 

Der  aus  Iqmit  ^  beschriebene Krüs,  derErflmmnngakreis, 
ist  non  die  Cnrve,  welche  durchaus  gleichförmig  dieselbe  Kjümmang 
l>eaitzt,  welche  der  Curre  y  =/{.')  im  Funkte  «y  Eukommt.  Han 
kann  fibrigens  vennSge  dieser  Vorstellangsweise  auch  direkt  m  der 
*'ormel  7)  gelangen ;  ist  nämlich  x  wie  gewöhnlich  der  Winkel  MST 
(S'ig.  18),  und  der  Bogen  AP  =  i,  so  indem  sich  r  und  s  um  ^c  . 
^*nA  jä;  wenn  x  am  ^x  zunimmt;  diese  Aendenmgen  sind  in  der 
«i^ur  sichtbar,  f^S-mlinh 

^t  =  Jr€PP' 
dx  =  L^S'T'  —  L^ST=  L'^*X]T=  LP'BP- 
Pemer  hat  mui  unter  der  Voraatietnmg ,    das«  PP'  ein  mit  dem 
^albmeiter  PS  =  ^  besduMbner  Kreisbogen  ist: 


<&) 
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^8  =  Q  .  2fr  oder  p  =  —3—, 
folglich  genau  bei  yenchwindenden  z/jr,  ds^  z/r . 

ar 

-..'■.'• 

Vermöge  der  Gleichung  tont  =1  -f-  loderomgekdirt  T  ==  ilreftm'-r^ 
ist  aber 

■  •       .      * 
und  diese  Substitation  macht  (tie  Formel  8)  identisdi  mt  'der  mter 

Nro.  7)  gefimdenen. 

Nimmt  man  das^  in  unseren  Formeln  vorkommende  Wurzelzei- 
chen immer  positiv,  so  hangt  das  Vorzeichen  des  if  von  den  Vor- 

zeichen  des  Nenners  -r-y  ab;    dies  heisst  geometrisch,   der  Erüm- 

mungshalbmesser  kann  zwei  verschiedene  einander  entgegengesetzte 
Lagen  haben  und,  wenn  die  eine  Lage  dem  Falle  der  Convexifai 
entspricht,  so  gehört  die  entgegengesetzte  Lage  zmn  Falle  der  Con- 
cavität,  wie  man  auch  in  der  Fignr  bestätigt  finden  wird. 

Für  die  geometrische  Constmktion  des  KrOmmongshalbmessers 
ist  die  Bemerkung  von  Vortheil,  dass  man  die  Gleichung  7)  durch 
die  folgende  ersetzen  kann : ' 

worin  N  die  Länge  der  Normale  bezeichnet;  letztere  ergiebt  sich 
bei  der  Constmktion  von  selbst,  sobald  man  die  Lage  der  Tangente 
oder  die  Subnormale  bestimmt  hat.  So  findet  man  z.  B.  durch  zwei- 
malige Differenziation  der  Kegelschnittsgleichung 

y  —  y/2px  -)-  qx^ 

fOr  den  zweiten  Differenzialquotienten  den  Werth 

^  =  —iL 
dx^  y^  ' 

mithin  für  den  Krümmungshalbmesser  die  sehr  einfache  Formel: 
welche  sich   niit(tlM  folgender  Betrachtong   comtniiren  läast.     In 


I 


C^k  IT.    g.  18.    Krniiuiningakrä« ,  Evolute.  Tl 

Fig.  19  sei  Z>£di«  Direktrix  eines  EegeUchnittes,  f  sein  Bnirn- 
Fig.  19. 


pnnkt,  AF^=f^*AM=  »,  FP  =  r,'  ,80  stebeH  .bekanntlich  die 
Entfomangai  fP  nsd  FU  fn  einem  oocstaftten  Verhll^iiss,  welches 
t  beissen  mS^,  ond  es  ist. daher  gldehceitig 

"PP"""'     AD  =■'• 
Berfickmehtigt  man,  dass  in  derersteiiO-1«i<:htingPI7=^^-|-<' 
ist,  nnd  elinünirt  AD  mu  beiden  Glelehnngen,  .m  findet  man 

'•=/+"■ 
Vennöge  der  Gleichung  y'  =  r»  —  (/ — «)*  erhSlt  man  hieraus 
j,s  =  2(1 -!-()/.*+(*»  — !)*> 
und  durch  Vergleichung  mit  der   gewöhnlichen  Form  der  Eegel- 
whnittsgleichtuig 

p  =  (!+*)/,    3  =  «»— I. 
Für  die  Snbnormale  MN  =  p  -^  qx  ergiebt  sich  nmi 

&nd  wenn  man  3SF  =  f — e  hiervon  abdeht,  so  bleibt 

FN=sf-\'  «»a  =  er, 

WoMos  n.  A.  die  Gleichheit  der  Winkel  FUP  nnd  FPN,  also  eine 

Herne  Gonstroktion  der  Normale  NF  folgt     Zieht  man  NCl  senk- 

r«cht  auf  PF,  so  erhält  man  zwei  Dreiecke,  FN<i  und  FPM,  ans 

^Bren  Äehnlichkeit  die  Beziehung 

FN 
FQ==^-FM=t(/-x) 


Senkiwchte  emcbt«t,  welche  den  Terläagartoi  Teetor  PP  in  S' 
■chneidet,  und  nachher  wieder  in  N'  eine  Gasde  Mnkrecht  mt  FIP 
zieht,  bis  rie  der  Nomulen  in  S  begegnet;  S  ist  dann  der  Krflm- 
mangainittelpiiiikt  and  PS  der  KrnnmningshalbmeMer. 

Ein  andere«  gehr  einfache«  Beispiel  bildet  die  Cjcloide;  nian 
wird  leicht  finden ,  dao«  ihr  KrSnmntngshalbmeMer  daa  Doppelte  der 
Normale  an  »macht. 

IL  Die  Formeln  zur  Besdmmnng  des  KrQmnnmgsmittelpiinktea 
wfr*l**«i  in  letzter  Inrtana  unr  drei  Veränderliche,  n&mlich  «,  |  tmd 
1|,  da  mau,  wenigstem  bei  entwickelten  G-Ieichnngen  von  der  Form 
jr^/(£),  Mwohl  y  aU  die  Differenzialqaotientan  von  y  durch  < 
ID.  Denkt  man  sich  aas  diesen  Ewei  Gleichnngeo 
B  c,  {  nnd  1]  die  erst« Tariabele  etiminirt,  so  bleibt  nur  «ine 
älaiflhting  zwischen  £  und  i]  ttbrig ;  sine  solche  Bezi^ung  twischen 
Abb  Ooordinaten  irgend  eines  Eränunnngsmittelpnnktes  ist  nichts 
Anderes,  als  die  Oleichang  der  Cnrve,  welche  die  Terschiedenen 
KrUmmungsmittelpnnkte  in  ihrer  Anfeinanderfol^  bilden.  Diesen 
geometrischen  Ort  der  Krlinunnngsmittelpnnkte  neant  man  die  Bvo- 


Oq^  I¥.    f.  lt.    Fonneb  fnr  Poteconiiliirtw  TS 

Int«  der  gagebenm  Cunre.  So  findet  man  x.  B»  för  die  Panbel 
mittelil  der  angegebenen  Elimination 

als  Gleidnmg  der  Parabelevolnte,  welche  eine  Linie  dritten  Grades 
bildet.  FQr  die  Cydoide  gilt  der  bemerkenswerthe  Sati,  dass  ihre 
Evolute  wiedenim  eine,  mit  ihr  cengroente,  Cydoide  ist,  die  jedoch 
eine  andere  Lage  hat.  —  Die  Benennnng  Eyolute  kommt  Qbrigens 
daher,  dass  man  sich  die  nrsprfingliche  Cnrve  durch  Abwickehmg 
eines  um  die  Eyolote  gelegten  Fadens  entstanden  denken  kann* 

» 

W.mtam^tm  für  Polarcoordinaten. 


Giebt  alf»  fi^  ftltjwlimm  eher  krommen  Lime  mcht  in  recht- 
winkjUg^^  iiphm  i»  IMaMMipMtai  an,  so  ist  meisteptheils  der 
Winkd  mjmktm  dem  Sudiosfiaelor  temd  der  Absdssenachse  die  un- 
abhSneige:yiiriebelf  ^  W  j«|Mr  Leürtrahl  die  abhingige  Yariabele. 
Für  OMra^  #s  jrP:±3  f ,  OPsä  r^/^MOP  =  u  gelten  sanfiohst 
die  Qlniehemi;  . 

1)  •  SS  rsoiii,   y  s=  rm«, 

welche  mm  üebergange  von  dem  ersten  com  zweiten  Coordinaten- 
system  dienen;  l6st  man  die  an  die  Stelle  von  y  =/(«)  tretende 
Gleichnng  r smii  =  /(reaau)  nach  r  auf,  so  erh&lt  man  ein  Beanl- 
tat  von  der  Form: 

2)  r  =  9>(fiX 

woraos  sich  anch  die  Differendalquotienten 

dr       cPr 

du'    du»' 

ableiten  lassen.  Es  fragt  sich  nmi,  welche  nene  Formela  an  die 
Stelle  der  firOheren  treten,  wenn  man  die  vorstehenden  DUBssfmßtX* 
quotienten  statt  der  früheren  einführen  wiU. 

Die  Formeln  1)  geben  zunächst  durch  Differemdation  in  Ben^ 
hong  auf  die  nene  unabhängige  Yariabele  u : 

o)  -T—  =r  — —  eo8u  —  rstnu 

du  du 


^  du    ~  -^  ^*^^  +  rcosu; 
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folglich  dnrcliDmMon  oaterBerQckuchtigaDg  der  Formel 

dr     .         ,  dr 

—  «n  tt  -|-  *■  CM  ti  — 

tanz 


fcmu-f-f 


~  dr 


dr_ 

du  ' 


dr 


Die  Bednktioii  aaf  -r—  ^ebt  weiter : 

dr  l-f-langtawu 1 

da  tanz  —  (onu  tan(T — m) 

d.  L 

1    dr 

5)  co((T — w)  =  —  -z-^ 

Durch  dieae  Formel,  die  man  auch  durch  eine  sehr  emfache 
Pi     21'  geomobiache     Betroch- 

tong  finden  kann,  wird 
du  Problem  des  T&n- 
gentendehena  unmittel- 
bar gel5at,  denn  ea  ist 
r — u  der  'H^iiel,  wel- 
chen die  Tangente  mit 
dem  BadinBvectoT  bildet 
((!;_Oi>SinFig.  21). 

Hernien  wir  a  den 
Winkel  PlfX,  walchen 
die  Kormale  mit  der  Achse  der  x  einschlieast,  so  ist  ID  =  |  ff  -{-  t 
oder  t — M  =  Ol  —  u  — \x,  ond  es  folgt  jetzt  aus  5): 
1    dr 

6)  tan((0  —  «):= ■^— , 

womit  sich  der  Winkel  ta  —  u  zwischen  Normale  und  Eadioavector 
bestimmt. 

n.    Die  Formel  für  das  Bogendifferenzial 
dt*  =  dx*  +  dy\ 
verwandelt  sich  mittelst  der'Werthe  von  dx  und  dy  aus  Nro.  3)  und 
4)  in  die  folgende : 

odör 


was  man  durch  eine  geometrische  Betrachtung  leicht  prUfen-  kann. 
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m.    Um  auch  den  KrümmungshalbmeMer  in  Polarcoordinaten 
anszudrücken,  bemerken  wir  zunächst ,  dass  man  mittelst  der  Formel 

-^»'^  =  1  +  eofiÄ 
aus  der  Gleichung  5)  die  folgende  ableiten  kann: 

•1  . 


«n2  (r  —  u) 


:'+(^#i  •: 


Differenzirt  man  dagegen  die  Gleichung  5),  indem  man  r  und 
r  als  Funktionen  der  unabhängigen  Yariabelen  t«  betrachtet,  so  wird 


dt 

—  1 


du _  /  1   Vfry  j^  jL_  <Pr     , 

sin^(z  —  u)  \  r    dtt/      *      r    du^" 

Diese  Gleichung  multipliziren  wir  mit  der  vorhergehenden  und 

dz 
reduziren  auf  -7-;  dies  giebt: 

du 


+  2(i 


dry  1    dPr 


dt  '        \  r    du/  r    du^ 


.2 


Wenn  man  mit  dieser  Gleichung  in  die  folgende 


=V'+(fie)' 


dividirt,  so  erscheint  linker  Hand  -t~)  d.  h.  der  Erfimmungshalb- 

dt 

messer,  nämlich: 

9)        Q  = 


~     \rduj  rdu^  ^     \duj 


^  du^ 


#  

Von  besonderem  Yortheil  sind  die  hier  entwickelten  Formeln 
^  den  Fällen,  wo  die  Polargleichung  einer  Curve  einfacher,  als 
die  Gleichung  in  rechtwinkligen  Coordinaten  ist.  Sucht  man  z.  B. 
den  geometrischen  Ort  aller  Punkte  JP,  deren  Abstände  von  zwei 
besten  Punkten  F  und  G  (Fig.  22)  mit  einander  multiplizirt  eine 
^chtecksfläche  geben,  die  constant  und  zwar  gleich  dem  Quadrate 
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fiW  \FO-iBt,    ao   findet   man  f&i   0F=00  =:c,   OM=:0, 
jUP  —  y. 

y'(C  _  *)»  +  yS  .   y/(c  +  *)«  +  y»  =  C», 

oder  nach  gehöriger  Bedoküon 

(*>  +  ;,*)»  =  2  ciCÄi  —  y») 
pjg  22  a^    Gleichung   dieses 

geometrischen  Ortes ; 
derselbe  ist  eine  Curve 
vierten  Grades,  welche 
den  Namen  Lemnia- 
cate  führt.  In  Polar- 
coordinaten  wird  die 
Gleichung  dieser  Linie: 

f*  =  2c'cos2m, 
oder  wenn  wir  c\/2^  knra 


Man  erhält  hieraas: 

dr    ftn  2  u 

<*»   ~  y/coa2u 

nnd  mithin  nach  den  Formeln  5)  und  6): 

cot(t — m)  ^  —  tan2u,  tan{tO  —  tt)  ^  tanZu, 
worana  hervorgeht,  dass  der  Winkel  zwischen  Normale  and  Leit- 
strahl das  Doppelte  von  dem  Winkel  zwischen  Leitatrahl  and  Ab- 
acissenachae  aasmacht. 

Ändere  bemerkenawerthe  Beispiele  bietea  die  Spiralen  dar, 
namentlich  die  Archimedeische  Spirale  r  =:  au,   die  parabolische 

r  ^  y2au,  die  hyperboliache  r  ^  — ,  und  die  logarithmiache  Spi- 


rale, für  welche  r  :=  « 


'  iat. 


Die  Tangenten  nnd  Normalebenen  an  doppelt 
gekrümmten  Linien. 

L  Eine  Corve  von  doppelter  Exümmnng  hat  bekanntlich  zwei 
Gleiehongen,  weil  man  aie  als  den  Dnrchschnitt  zweier  Flächen 
betrachten  kann;  aind  die  Gleiehongen  der  letzteren  gegeben,  etwa 
in  der  Gestalt: 
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-80  kann  man  am  ihnen  einmal  t  und  einmal  y  eliminiren,  und  man 
erhält  dann  zwei  neue  Gleichungen  von  der  Form: 

2)  y  =  g)  (o?)  und  z  =;=  ijf  (a?), 

welche  nichts  Anderes  als  die  Gleichungen  der  beiden  Projektionen 
unserer  Cunre  auf  die  xy  und  az  Ebene  sind.  Es  mögen  nun  zwei 
Punkte  P  und  P  der  Curve  betrachtet  werden,  deren  Coordinaten 
Xj  y^  t  und  x-\-^a^  y-^^y^  z-\-^z  heissen  sollen.  Die  Länge 
der  Sehne  PF*  ist  dann 

und  wenn  wir  a,  /},  y  die  Winkel  nennen,  welche  diese  Gerade 
mit  den  drei  Coordinatenachsen  einschliesst,  so  ist 

Jx  1 


eosa  =2 


^^■'+^''+-"  N/:+(if)' + (^; 


eosß  = 


^y 


äJL 

dx 


y/^x^-^Jy^-^^Z^ 


\/^+m + m 


eoay  = 


Jz 


^  X 


y^^x^^^y^-^^z^ 


V'HiD'H^y 


Für  verschwindende  ^dx  rücken  die  Punkte  P  und  P  zusam- 
men, die  Sekante  wird  zur  Tangente  und  aus  den  vorigen  Glei- 
chungen werden  die  folgenden: 

1 


coaa 


\/^+m'+m' 


8) 


Jcoaß  = 


dx 


vMimiJ 


coay  = 


dz 
dx 


v/'+(^)' + m" 


1  -  äL\ /TTJ^yYTJZI^    '^ 


;r 


78  Cap.  IV.    §.  20.    Die  Tangenten  mid  Nonnalebenen 

wo  nunmehr  a,  /},  y  die  Winkel  bedeuten,  welche  die  Tangente  im 
Punkte  xyz  mit  den  drei  Goordinatenachsen  einschliesst. 

Der  in  diesen  Formeln  vorkommende  gemeinschaftliche  Nenner 
hat  einen  geometrischen  Sinn.  Bezeichnen  wir  nämlich  den  Bogen 
PP*  mit  ^s  und  die  gleichnamige  Sehne,  mit  ^6^  bo  findet  folgend». 
Gleichung  statt:  .    >■ 

und  für  dx  z=z  0^  wobei  -^  die  Einheit  zur  Grenze  erhält, 
hieraus : 

oder 

5)  da«  =  da?2  +  dy^  +  d-g«. 

Durch  Substitution  von  Nro.  4)  in  Nro.  8)  hat  man  jetzt: 

dx  a         dy  dz 

6)  coaa  =  -r"i    co«p  =  -r;^,    co«y  =  —7-. 

Um  die  Gleichungen  der  Tangente  im  Punkte  ayz  za  finden, 
betrachten  wir  einen  beliebigen  Punkt  der  Tangente,  nennen  ^rV^t 
seine  Coordinaten  und  r  seine  Entfernung  vom  Punkte  x^  y^  z;  es 
finden  dann  folgende  drei  Gleichungen  statt: 

I  —  X  =  rcosa^  ij  —  y  =  rcosß^  f  —  z  =  rcoay^ 
aus  denen  man  leicht  die  nachstehenden  zwei  bildet: 

C08  u  cos  u 

Setzt  man  in  diesen  für  coaa^  cosß^  cosy  ihre  Werthe,  so  hat 
man  unmittelbar  die  Gleichungen  der  Tangente,  nämlich: 

Man  erkennt  aus  ihnen,  dass  die  Projektionen  der  Tangente 
die  Projektionen  der  Curve  berühren,  was  sich  voraussehen  liess. 

n.  Eine  Ebene,  senkrecht  auf  die  Tangente  durch  den  Be- 
rührungspunkt der  letzteren  geleg#,  heisst  eine  Normalebene  der 
doppelt  gekrümmten  Curve;  ihre  Gleichung  findet  sich  auf  folgen- 
dem Wege.  Die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  Q  (Fig.  23) 
der  Normalebene  mögen  |,  1},  ^  sein,  21,  v  und  w  mögen  die  Win-' 
kel  bezeichnen,  welche  der  Badiusvector  OQ  mit  den  drei  Coordi- 
natenachsen  bildet;  es  ist  dann  zunächst: 

8)    §  =  OQ  .  C08U,  q  =  OQ  .  cosv^  i  =  OQ  .  coaw. 


k 


an  doppdt  g 

S«i  ferner  OA  die  Senkrechte  vom  An&aggponkte  der  Coordi- 
Yis  !3  naten  auf  £e  Norautlebene,   so 

I  ist  OA  parallel  d«r Tangente  FT 
I  und  bildet  folglich  mit  den  Ach- 
I  sen  dieselben  Winkel  a,  ß,  f 
a  PT.  Nach  einem  bekanntea 
I  Satze  der  analjrtischen  Geometrie 
I  hat  man  nun: 

iiAOCl  =  cota  .  cosu 
I  -l"  eo$ß  .  cosv  4"  coty  .  coeto, 
I  folglich  durch  Multiplikation  mit 
\0Q  unter  Rücksicht  auf  die  Glei- 
liuDgen  8): 
OQ  .  co»AOQ  =  coatt  .  | 
-f  coiß  .  tj  +  oosy  .  l 
Das    linker  Hand    stehende 
ndnkt  ist  nichts  Anderes,  als  die  Entfemnng  OA,  welche  p  heissea 
bgp;  man  hat  daher  als  Gleichung  der  Ebene  3fJV: 
p  ^  coaa  .  I  +  cosß  .  1}  +  coay  .  %. 
Diese    Gleichung  moss  aach  für  den  Punkt  P  gelten,    durch 
dchen  ija   Normalebene  gelegt  ist;    subtrahirt   man  die  so  eot- 
shende  Gleichung 

p  =  eota  .  X  -\-  eotß  ,y^  eoty  ,  t 
■Ml  der  obigen,  so  blüht; 

0  =  CMC .  (g— *)  +  eotß .  in—y)  +  *My  •  (C— «). 

lar  naeh  Division  mit  cos«  und  vennSge  der  Werthe  Ton  eata^ 
tßyooty: 


9) 


malebene  in  ihrer  brauch- 


sd  dies  ist  die  Gleichung  der  Nor: 
irsten  G«stalt 

Die  in  unseren  Formeln  vorkommenden  DtfferenEialquotientcn 

^  und  ~ —  kann  man  ans  den  Gleichungen  2)  unmittelbar  erhal- 

Ol,  wenn  die  Gleichungen  der  Cnrre  in  dieser  Form  gegeben  und; 
•MBt  man  aber  nur  die  beiden  Flächen,  als  deren  Durchschnitt  die 
ünie  angesehen  wird ,  imd  lässt  sich  die  im  Anfange  dieses  Fara- 
P>{ihen  angedeutete  Elimination  nicht  ansßlhren,  so  muss  man  die 

GWhmgen  1)  cur  Fntwickelung  von  — i^  md  ~ —  benntEea.  Die 

'^Anoaatkia  derseOMn  giebt  unter  der  Bflckaicht,  dass  in  ilm«i 
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eine  imabhäDgige  Yariabele  x  und  zwei  abhängige  Yariabele  y  und 
z  vorkommen: 

?«     '     Sy        da     ^     "bz       da 

Sä     '     Sy        da     '^   "bz     ^  da      "    '    . 

^Hieraus  findet  sich  durch  Elimination: 

V        bF         bF       If 

dy  "ha         bz 'ba        "bz 

da  "" 


10) 


T)F 

.  V  .    V  . 

^F 

3y 

3«         3y 

It 

V 

3F        31?' 

V 

d^ 

dy          d« 

a» 

d«   ~    BjP        2)/  V        bF 

bz         by  bz        by 

und  dies  ist  jetzt  in  unseren  Formeln  zu  substitniren. 

§.  21. 
Die  Erümmnngsverhältnisse  räumlicher  Curven. 

So  wie  wir  in  §.  18.  den  Grenzpunkt  aufsuchten,  in  welchen 
der  Durchschnitt  zweier  benachbarten  Normalen  einer  ebenen  Curve 
überging,  wenn  die  Normalen  in  einander  fielen,  so  können  wir  bei 
doppelt  gekrümmten  Curven  die  Grenzlinie  bestimmen,  in  welche  der 
Durchschnitt  zweier  benachbarten  Normalebenen  beim  Zusammen- 
fallen dieser  Ebenen  fortrückt.  Zu  diesem  Zwecke  mögen  «,  y,  r 
die  Coordinaten  des  Punktes  P  und  «'  =  «-[-  ^a^  y*  t=:  y  J^  z^y, 
z*  :=i  z  ^  /dz  die  eines  zweiten  Punktes  P*  sein;  die  Gleichungen 
der  durch  P  und  P*  gelegten  Normalebenen  sind  dann  nach  Nro.  9) 
des  vorigen  Paragraphen: 

1)  (I— «)  da  +  in—y)  äy  +  il—z)  dz  =  0, 

In  Beziehung  auf  «,  y,  zr  ist  die  erste  Gleichung  unter  der  aJi^ 
gemeinen  Form  F(ß^y^i)  =  0,  die  zweite  unter  der  entsprechenden 
Form  F(je*^  y',  j^  =  0  oder  jP  (ar  -f-  ^  ^i  V  +  -^^^  z -{- ^  z)  =  0 
enthalten;  beachtet  man  aber,  dass  immer  die  Gleichung 

FCa-^Ja^  y-^j^y^  z-{-^z)  =  F(a^  y,  z)  -{-  ^F(a^  y,  z) 

statt  findet,  wo  rechter  Hand  ^  die  totale  Differens  bezeichnet  m^ 
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beröckaichtigt  man  fem  er,  dass  F  (x^  y^  z)  =z  0  ist,  so  kann  man 
die  Gleichung  der  zweiten  Normalebene  dorch 

2)         ^  [(I— ^)d^  +  (yi—y)dy  +  a-z)dz']  =  0 

darstellen.  Um  femer  aaszudrücken,  dass  später  die  zweite  Normal- 
ebene mit  der  ersten  zusammenfallen  soll,  schreiben  wir  d  statt  // 
und  haben  so  durch  Ausführung  der  totalen  Differenziation 

a—x)  d^x  +  (fi—y)  d^y  +  a  —  z)  d^z 
—  da^  "  dy^  —  dz^    —    0, 
oder  kürzer 

3)  Ö— ^)^x  +  (ri—y)d^y  +  it—z)dH  =  dsK 

Die  Gleichungen  des  Durchschnittes  beider  Normalebenen  wür- 
den sich  jetzt  dadurch  finden,  dass  man  einmal  ^  —  z^  das  andere 
Mal  1}  —  y  aus  den  Gleichungen  1)  und  2)  eliminirte,  da  es  uns 
aber  nur  auf  die  Grenzlinie  dieses  Durchschnittes  ankommt ,  so  be- 
nutzen wir  die  Gleichung  3)  statt  der  Gleichung  2),  in  welcher  durch 
den  Gebrauch  des  Differenziales  statt  der  Differenz  der  vorzuneh- 
mende Uebergang  zur  Grenze  bereits  ausgesprochen  ist.  Unter  Be- 
nutzung der  Abkürzungen 

4)  X=dyd^z—dzd^,  Y=dz  d^x—dxdh:,  Z^=dxdhf—dyd:^x 
finden  sich  nun  mittelst  der  angedeuteten  Elimination 

n  —  y  =  -^(i—^)  —  —^ 

als  Gleichungen  der  Grenzlinie  für  den  Durchschnitt  zweier  ^  be- 
nachbarten Normalebenen.  Nennen  wir  u,  v,  w  die  Winkel,  welche 
diese  Gerade  mit  den  Coordinatenachsen  bildet,  so  ist  nach  bekann- 
ten Sätzen  der  analytischen  Geometrie : 

cosu  cosv  cosw 1 

Auf  die  oben  bestimmte  Grenzlinie  fällen  wir  Vom  Punkte  P 

aus  eine  Senkrechte,  deren  Fusspunkt  die  CoorcUnaten  |,  ij,  ^  be- 

sitzen  und  deren  Länge  Q  sein  möge.     Der  Fusspunkt  |  ij  S  beisst 

dann  dei*  Krümmungsmittelpunkt  und  (  der  ^rümmüngs- 

lialbmesser  der  Curve  doppelter  Krümmung.    NeiWen  wir  A,  fi,  v 

^e  Winkel,  welche  Q  mit  den  Coordinatenaohsen  bildet,  aö  ist  erstlich 

7)      |->4r=^co«A,     71 — y  z=z  Q  cosyL^     %  —  z  =  (f  cosv^ 

Schl&milch,  AnalyBlfl.  6 
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femer,  weil  die  Grenzlinie  und  der  Krümmangshalbmesser  mit  ein* 
ander  einen  rechten  Winkel  bilden : 

C08U  COSX  -|-  COSV  008^  -[-  cosw  cosv  =  0. 

Setzt  man  für  cosu^  cosv^  cosw,  ihre  Werthe  aus  Nro.  6),  und 
für  008 X^  cos[i^  co'iv  ihre  Werthe  aus  Nro.  7),  so  verwandelt  sich 
die  vorstehende  'Gleichung  in  die  folgende : 

Die  Coordinaten  $,17,  ^  des  Krümmungsmittelpunktes  bestim- 
men sich  aus  der  doppelten  Bemerkung,  dass  sie  einerseits  indet 
Grenzlinie  5),  andererseits  in  der  Senkrechten  darauf  liegen  müssen, 
was  durch  die  Gleichung  8)  ausgedrückt  ist.  Aus  den  Gleichungen 
5)  und  7)  findet  sich  nun: 

Tdz-Zdy 
«        *  —  iST«  -I-  Y»  +  Z2  *** 

/  Z  dx  —  X  dz      ,  . 

*  ■  X^  -[-  Y^  -\-  Z^ 

Für  den  Erttnunungshalbmesser  hat  man  unmittelbar 

folglich  nach  Einsatz  der  vorigen  Werthe: 

, -.  _  yJjYdz  —  Zdyy -\-(_Zdx  —  Xdzy + (,Xdy.^Tdx)i   ,  , 

IV)    Q  —  —  x*  +  r»  4-  z^  ' — 

Eine  bemerkenswerthe  Umformung  dieses  Ausdruckes  ist  fol- 
gende.    Man  hat  bei  gewöhnlicher  Ausrechnung : 

Tdz  —  Zdy  =  (da^-{'dy^-^dz^)d^x—dx(€b(Pa-j-dyd^y^dz(Pz) 
=  d«2  d^a:  —  dx  dU  ds  =  ds^  d  T^j , 

auf  gleiche  Weise : 

Zdx  —  Xdz  =  ds^d  C^J 

Xdy—Ydx  —  d8^d(^y 

woraus  manvennöge  der  Werthe  von  ds^  und  d8d^8  leicht  die  fol- 
gende Gleichnng  herleitet : 

CYdg—Zdyy  +  (Zda  —  Xdzy  +  (Xdy—  Ydxy 

=  [(d2x)2  +  (d^yy  +  id^zy  —  id^sy^  ds^ 


I 
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Andererseits  ist  es  ebenfalls  nicht  schwer,  sich  von  der  Richtig- 
keit der  Gleichung 

X^  -^    Y^  -\-  Z^=   l(d^Xy  -f  (^22^)2  4-  (^2^)2   _   (^2^)2]  ^,2 

ZU  überzeugen;   man  gelangt  so  zu  der  Formel: 

11)  9=     ,  =--, 

die  sich  auch  in  der  folgenden  Gestalt  darstellen  lässt: 

12)  (f=- 


wie  man  durch  Entwickelung  der  angedeuteten  Differenziation  fin- 
den wird. 

Die  Gleichungen  9)  kann  man  jetzt  durch  die  folgenden  ersetzen : 


<ff)        .  <t) .      .<D 


Es  verdient  übrigens  bemerkt  zu  werden,  dass  man  die  Formel 
12)  direkt  auf  einem  ähnlichen  Wege,  wie  er  nach  der  Formel  7)  in 
§.  18.  eingeschlagen  wurde,  erhalten  kann.  Bildet  nämlich  die  Tan- 
gente im  Punkte  P  mit  den  drei  Coordinatenachsen  die  Winkel  a,  ß^y^ 
ebenso  die  Tangente  in  P*  die  Winkel  a',  /3',  y'^  so  kann  man  setzen : 

Cos a*z=co8a-\-^ cos a,  cos ß' = cosß -f- dcosß^  cosy'  =  cosy-\-^cosy^ 

womit  weiter  nichts  gesagt  ist,  als  dass  eine  Aenderung  der  Winkel 
a^  ß^  y  eine  Aenderung  ihrer  Cosinus  nach  sich  zieht;  man  hat  nun 
gleichzeitig : 

14)  cos^a  -f-  cos^ß  -f-  cos^y  =  1, 

15)  (co8a-j-^co8ay'^(cosß'j-^cosßy-^(co8y'\-^co8yy=  1; 

femer,  wenn  ^t  den  Winkel  bezeichnet,  welchen  die  Tangenten  in 
P  und  P*  mit  einander  einschliessen : 

cos^t  =  cosa  cosa*  -\-  cosß  cosß'  -f-  cosy  cosy' 

=  cos  a  (cosa  -\-  ^cosa)  -f-  cos  ß  (cosß  -(-  dcosß)  -\-  cos  y  (cosy  -|-  ^cosy), 

Subtrahirt  man  das  Doppelte  dieser  Gleichung  von  der  Summe 
der  Gleichungen  14)  und  15),  so  bleibt : 

2  (\  —  cosdt)  =  (dcosay  4-  (Jcosßy  +  (Jcosyy, 

6* 


1 
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woraus  man  findet : 

16)  2  stnl^T  =  \/iJco8ay-^iJco8ßy'-\-(^co8yy. 

Bezeichnen  wir  femer  mit  ^s  den  Bogen  PP',  so  ist  identisch 


^8 8in\dr  ^8 


dt  \dt        2sin\dt' 

und  vermöge  der  Gleichung  16): 


d8        sin\di 
dz  \dt 


.  /{dco8ay    ,    /dco8ßy    .    /dcosyy 

V  [rdTj  +  \rdr)  +  vji-) 

Gehen  wir  in  dieser  Gleichung  zur  Grenze  für  verschwindende 

d  8  d8 

d 8  und  jdt  über,    so  erhalten  wir  linker  Hand  lÄm  -r-  =  -r-« 

dt        dt 

d«  h.  den  Krümmungshalbmesser  Q^  wenn  wir  die  in  §.  18.  gemach- 
ten Bemerkungen  auf  die  *  doppelt  gekrümmten  Linien  übertragen ; 
rechter  Hand  ist  der  Qrenzwerth  des  ersten  Faktors  die  Einheit, 
und  es  wird  so: 

' = s/{^)' + (4-0' + {^Y 

was  mit  der  Formel  12)  übereinstimmt,  sobald  man  die  Werthe  von 
cosa^  cosßy  co8y  aus  Nro.  6)  des  vorigen  Paragraphen  einsetzt. 

Die  obigen  Formeln  zur  Bestimmung  des  Krümmungsmittel- 
punktes  und  des  Krümmungshalbmessers  sind  völlig  allgemein,  d.  h. 
sie  gelten,  welche  auch  die  unabhängige  Variabele  sei;  sie  verein- 
fachen sich  aber,  wenn  man  eine  von  den  Grössen  ä,  y,  z,  8  selbst 
als  unabhängige  Veränderliche  ansieht.  Wird  z.B.  die  Curve  durch 
ihre  Horizontal-  und  Vertikalprojektion  bestimmt,  so  ist  x  die  unab- 
hängige Variabele,  da  ein  irgendwie  willkürlich  in  Null  übergehen- 
der und  ebendeswegen  von  x  unabhängiger  Zuwachs  des  ^,  folglich 
d^x  =  0 ;  man  erhält  für  diesen  Fall : 

17)  o  =  — ^ 

^  \dx    dx^         dx    dxV    "^  \dx^ )    "^  Kdx'^ ) 
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dy^  d^        d£  ££ 

fc  ^       dx  dx^     '    dx  dx^ 

i—x=  —  Q' 


b + (0 + (m 

/dz_  d^  _  dy    d^z\  dz        d^ 
-Q.    ,  ,  \dx    dx'i         dx  dxV  dx  "*"  dx^ 

.  „  \c?x  dx2         eZx  dx^)  dx     ' 


d^z 
dx^ 


V + m + ©T 

Besonders  symmetrisch  gestalten  sich  die  Formeln,  wenn  man  8 
als  anabhängige  Yariabele,  mithin  dp,  y,  z  als  Funktionen  von  8  an- 
sieht; es  ist  dann  d'^s  ^  0  and  man  hat: 

19)  Q=  ^ 


^m+iw+mr 


d^x  d^v      ,  d^t 

Will  man  die  üntersuchang  über  die  Krflmmmigsyeriiältnisse 
der  ränmlichen  Corven  weiter  fortsetzen  (was  Sache  «der  höheren 
Geometrie  sein  würde),  so  ist  ea  vortheilhaft,  ffir  den  oft  Yorkom- 

1      .  •      .  . 

menden  Ausdruck  —  einen  besonderen  Namen  einzuführen: -man 

Q  . 

hat  ihn  deshalb  das  Krümmungslnaass  oder  külsei^  die  Krüm- 
mung derCurve  im  Punkte  xyt,  gen^umt.  Beachtet  zu  werden  ver- 
dient noch  die  Ebene  des  Krümmungsk'reises,  welche  einer- 
lei mit  der  Ebene  ist,  die  man  durch  den  Punkt  xyz  senkrecht  auf 
die  Grenzlinie  5)  legt;  nach  dem  Früheren  findet  man  leicht,  dass 
die  Gleichung  dieser  Ebene  ist: 

21)  X  (I,  — *)  4-  Y  (ij,  — y)  4-  ^  (gl  —  r)  =  0, 

WO  ^  1^  ^  die  frühere  Bedeutung  haben  und  |i ,  ij^ ,  g^  die  laufen- 
den Coordinaten  der  Ebene  bezeichnen. 

Denkt  man  sich  in  den  Gleichungen  18)  y  und  z  durch  x  aus- 
gedrückt ,  so  enthalten  jene  Gleichungen  die  drei  Yariabelen  |,  ij,  ^ 
und  x;  man  kann  aus  ihnen  zwei  neue  Gleichungen  bilden,  welche 
kein  x  enthalten  und  die  Forn^en 

^  =  9(Ö,         5  =  *(Ö 
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besitzen ;  sie  charakterisiren  den  geotnetrischen  Ort  der  Krümmangs- 
mittelpnnkte  der  uraprünglichen  Linie;  diese  nene  Curve  kann  niim 
sich  wie  Irüher  durch  Abwickelung  entstanden  denken  und  aie  dem- 
gemäas  eine  Evolute  der  gegebenen  Linie  nennen. 


alebe 


n  und  No 


I.    Die  Gleichung  einer  Fläche  kann 
entwickelten  Form 

1)  F  (»,  },  <)  =  0 

oder  in  der  entwickelten.  Form 

i)  »=/(.,,) 

angeben,  und  aie  enthält  derapach 

Fig.  24. 


3  entweder  in  der  un- 


i  unabhängige  Variabele  « 
und  y,  welche  in  Fig.  24 
durch  OM  und  MN  dar- 
gestellt werden  mögen, 
während  die  dritte  Varia- 
bele z  t^=  NP  iat.  Lassen 
wir  /  um  WAT  ^=  ^x  zu- 
nehmen, ohne  jedoch  y  zu 
ändern,  so  erhalten  wir 
einen  zweiten  Funkt  N' 
der  Ebene  «^,  welchem 
ein  zweiter  Punkt  /*  der 
Fläche  entspricht;  die  Co> 
ordinaten      des      letzteren 


+  (^)' 


und  hier  soll  (-j— )  -^^  einen  Zuwachs  des  i  bedeuten,  welcher 
durch  eine' alleinige  Aenderung  des  x  herrorgemfen  worden  ist,  so 
dass  also  (—r-)  einen  partiellen  Differenzenquotienten  des  2  be- 
zeichnet. Lassen  wir  umgekehrt  «  ungeändert,  und  geben  dem  y 
die  Zunahme  JVJV"  ^  .^y,  so  entspricht  dem  Punkte  I^"  ein  Pankt 
der  Fläche  mit  den  Coordinaten 


,  J  +  ^y 


■'  +  (^) 
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Durch  die  drei  Punkte  P^  P^  P*  legen  wir  eine  Ebene,  deren 
Gleichung 

3)  g  =  ^|  +  5i,  +  C 

sein  möge;  es  müssen  dann  die  Coordinaten  der  Punkte  P^  P ^  P* 

dieser  Gleichung  genügen,  mithin  die  drei  Bedingungen  stattfinden: 

4)  z  =  Ax-\'By'\'C 

'  +  (^)  "^y  =  Äx+B(y-{-^y)  +  C. 
Aus  diesen  erhält  man  sehr  leicht: 


^ = (^).  -  m 


Subtrahirt  man  ferner  Nro.  4)  von  Nro.  3)  und  setzt  fiir  A  und 
B  die  vorstehenden  Werthe,  so  ist 

die  Gleichung  der  Schnittebene.  Für  verschwindende  dx  und  jdy 
fallen  die  drei  Pimkte  P^  P^  P*  in  einander,  die  von  der  Ebene 
abgeschnittene  Kappe  zieht  sich  auf  einen  Punkt  zusammen,  die 
Schnittebene  wird  zur  berührenden  Ebene,  aus  den  partiellen  Difi^e- 
renzenquotienten  werden  die  partiellen  DifiTerenzialquotienten 

(dz\  "hz 

und  somit  ergiebt  sich 

5)  e_,  =  ii(i_.)  +  |£(,_y) 

als  Gleichung  der  Tangentialebene. 

n.  Eine  Senkrechte  auf  die  Tangentialebene  im  Berührungs- 
punkte der  letzteren  heisst  die  Normale  der  Fläche;  nennen  wir 
a,  /3,  y  die  Winkel,  welche  sie  mit  den  drei  Achsen  bildet,  und 
J,  1^1  S  die  Coordinaten  eines  Punktes  von  ihr,  so  sind  ihre  Glei- 
chungen : 

cosß 

cosa  ^'     .  '      "  cosa 

Um  die  rechter  Hand  vorkommenden  Quotienten  zu  bestimmen, 
braucht  man  nur  zu  bemerken,  dass  eine  im  Punkte  xyz  senkrecht 
auf  die  Normale  gelegte   Ebene  die   Tangentialebene  sein  müsste. 


6)  ,_y  =  £2i^(|_.),      g_.  =  ^(|_.). 


i 
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Die  Gleichung  dieser  Ebene  wäre  nach  ganz  ähnlichen  Betrachtun- 
gen wie  im  vorigen  Paragraphen: 

0  =  cosa  .  (f — x)  -f-  Ö05/S  .  (ij — y)  -|-  cosy  .  (J — z) 

_  -  cosa  ^  cosß  ,  . 

oder  g  — ^i  =  — — —  (I— ar)—  — ^(ij—y), 

cos y  cos y 

und  wenn  man  dies  mit  Nro.  5)  zusammenhält,  so  ergiebt  sich 

"hz  cosa       bz  cosß 


7) 

und  hieraus 


ba 


cosy '     3y 

1 

Tiz 

cosy 

1        cosß 
32  '    cosa 

2z' 

> 

"hx 

'hx 

cosy 
cosa 


Durch  Substitution  in  Nro  6)  erhält  man  jetzt  als  Gleichungen 
der  Normale : 

ij-y=-^(l-*) 

"ix 
8)  (  lt_ 

e— .  =  +  1^(1-*). 

"bx 

Unter  einer  besseren  Form  erhält  man  dieselben,  wenn  man  % 
al0  willkürliche  Coordinate  ansieht ;  d.  h.  mit  anderen  Worten,  wenn 
man  die  Normale  nicht  auf  die  Coordinatenebenen  ^1}  und  ${,  son- 
dern auf  die  Ebenen  ^  und  gl}  projizirt;  man  hat  dann 

als  Gleichungen  der  Normale. 

Will  man  die  Winkel  a^  ß^  y  selbst  bestimmen,  so  verbinde 
man  die  Gleichungen  7)  mit  der  folgenden: 

cos^  a  -f"  cos  ^ß  -f-  cos^  y  =  1; 

es  ergiebt  sich  dann  durch  gewöhnliche  Substitution  und  nachherige 
Wurzelausziehimg : 
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cosa 


3z 


10)        {cosß  =  /y  - 


1 


Die  in  unseren  Formeln  vorkommenden  partiellen  Differenzial- 
quotienten  entnimmt  man  entweder  der  Gleichung  2)  unmittelbar, 
oder  man  benutzt  dazu  die  unentwickelte  Gleichung  1);  im  letzte- 
ren Falle  hat  man,  wie  in  §.  7.,  Formel  9)  u.  s.  w.: 

T^F  IF 

"bz  ba       "bz  by 


bx  2£'   ^y  '^ 

bz  bz 

und  man  erhält  als  Gleichung  der  Tangentialebene: 

Die  Gleichungen  der  Normale  werden: 

bF  bF 

12)  g_ar  =  ^(e-.),    n-y  =  ^a-z\ 

bz  bz 

tind  zur  Bestimmung  der  Winkel  aj  ß^  y  hat  man  die  Formeln: 

bF  bF  bF 

^^^a^^m^mm^m  «^p»^^i^^^^^»  ^^^m^^^^^^^ 

b  tß  bli  b  z 

13)  cosa  =  -^,    cosß  =  -^,    cosf  =  ■-^,  ' 
Wobei  zur  Abkürzung 


»)  -=vm+m+m 


j      gesetzt  worden  ist     Passende  Beispiele  für  die  hier  entwickelten 
Formeln  bieten  -die  Flächen  zweiten  Grades  dar;  bei  den  Flächen 
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ohne  Mittelpunkt,  deren  Gleichungen  also  von  der  Form  z  =  px^ 
'{■'  qy^  sind,  wird  man  sich  der  Formeln  2)  bis  10)  bedienen;  bei 
den  Flächen  mit  Mittelpimkt,  deren  Gleichungen  in  dem  Schema 
Äx^  -(-  By^  -(-  Cz^  -|-  Z>  =  0  enthalten  sind,  ist  die  Anwendung 
der  Formeln  11)  bis  14)  bequemer,  weil  man  die  sonst  sich  ein- 
stellenden Wurzelzeichen  damit  vermeiden  kann.  So  findet  man 
z.  B.  fiir  das  dreiachsige  Ellipsoid,  dessen  Gleichung  ist: 

x^  v^  z^ 

f. 1   y. |_  s 1 0 

als  Gleichung  der  Tangentialebene: 


oder 


«2  (S-^)  +  -^(^"-2^)  +  -^(5-^)  =  o 


Nimmt  ma)i  darin  einmal  ^  =  0,  dann  1}  =  0,  so  erhält  man 
die  Gleichungen  der  1[)eiden  Durchschnittslinien ,  welche  die  berüh- 
rende Ebene  mit  den Coordinatenebenen  xy  und  xz  bilden;  dies  sind 
die  beiden  Spuren  der  Tangentialebene,  deren  Lagen  man  mittelst 
der  analytischen  Geometrie  der  Ebene  weiter  untersuchen  kann. 


§.  23. 
Die  Krümmungsverhältnisse  der  Flächen. 

Um  die  in  einem  bestimmten  Punkte  stattfindende  Krümmung 
einer  Fläche  kennen  zu  lernen,  ist  es  das  Natürlichste,  durch  jenen 
Punkt  eine  Normale  auf  die  Fläche,  durch  diese  Normale  eine  Reihe 
von  sonst  beliebigen  Ebenen  zu  legen  und  die  Krümmungen  zu  unter- 
suchen ,  welche  die  Durchschnitte  dieser  Ebenen  und  der  Fläche  be- 
sitzen. Dieser  Gedanke  lässt  sich  auf  folgende  Weise  ausfuhiten« 
Die  Gleichungen  der  Normale  im  Punkte  xyz  mögen  sein 

1)  S  — ^+1>(5  — -2)  =  0    und  iy— y+g(5  — ^?)  =  0, 

wobei  wir  zur  Abkürzung 

"bz  "hz 

gesetzt  haben;  die  Gleichung  einer  beliebigen  Ebene  sei 

3)  «S+/3i?+yS=i; 

soll  diese  Ebene  die  Normale  in  sich  enthalten,  so  muss  die  Glei' 
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chuDg  3)  auch  dann  noch  bestehen,  wenn  man  statt  |  nnd  fj  die  aus 
Nro.  1)  entnommenen  Werthe  einsetzt;  dies  giebt 

(y—ccp—ßq)  t+aof-^-ßy-j-^ap-^ßq)  z  =  l, 

und  diese  Gleichung  kann  für  jedes  ^  nur  dann  erfüllt  sein,  wenn 
gleichzeitig  die  Beziehungen 

4)  y  =zap-{-  ßq 

5)  ax  -\-  ßy  -\-  yz  =  1 

stattfinden.  Die  so  bestimmte  durch  die  Normale  gehende  Ebene 
bildet  mit  der  Fläche  eine  Durchachnittslinie ,  die  wir  einen  Nor- 
malschnitt nennen  wollen;  die  Gleichungen  desselben  würde  man 
dadurch  finden,  dass  man  erstlich  in  Nro.  3)  x^  y^  z  fiir  |,  i^^  S 
setzte,  wodurch  man  auf  die  Gleichung  5)  kommt,  und  dann  aus 
dieser  und  der  Gleichung  der  Fläche  z  =  /(a?,  y)  einmal  z^  das  an- 
dere Mal  y  eliminirte.  Für  die  Krümmung  des'  Schnittes  hätte  man, 
X  als  unabhängige  Yariabele  angesehen: 

ß.  1     _    {dy  d^z  —  <Py  dzy  +  {d^yy  +  jdUy 

^  Q^  (dx^  -f  dy^  +  dz^y 

femer  durch  Difi^erenziation  der  Gleichungen  der  Fläche  nnd  der 
Ebene : 

dz  =  -r —  dx  -(--- —  dy  =  p  dx  -{-  q  dy 

a  dx  -\-  ß  dy  -{^  y  dz  =  0^ 

und  durch  nochmalige  Differenziation : 

d^z  =  r  dx^  -\-  28  dx  dy  -{-  t  dy^  -{-  q  d^y 
ß  d'^y  -j-  y  dU  =  0, 

wobei  von  folgenden  Abkürzungen  Gebrauch  gemacht  worden  ist: 

2^^z  'h'^z  T^^z 


öa?2'  2^a^y'  dy^' 

Aus  den  obigen    Gleichungen   erhält  man  durch  gewöhnliche 
Elimination : 

dy    a'\-py      dz   pß-^-qa 

dx  ß^qy''     dx  ß-\-q'y  ' 

Setzt  man  ferner  zur  Abkürzung 

<o  findet  sich  fiür  die  zweiten  Difi^renzialquotienten : 
d^y  My  dU  Mß 


dx^  ß-^-qy'    dx^        ß-^-qy' 


um:  9^1 


—  ir"  —  g-^ _  iß—  g-^**^  —  **-  —  Tr^  — . .j J —  f«|« 


^  —  12'* 

7  =»« —  *i# 


r=  «rfc — ^Jt= ^ä 

^  o-t ^ifc w? 


-ir  *•- 


•r- 


i*#« 


T^r 


P 


-j^ ^^ja 
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JF^  ^=1  —  »^  —  |i- 


'^  i«f — nr; 


ti -'i;'t 

• 

Ifc -»ö 

-" 

OBBUllIia.  '^TUL   f    JMBä.  S' 

M* 

Lr^ 

f-ri^                 c^-^ 

J »fit 

-vJB* 


V^*  tC^ ^ -^ 


-r'ii 


r» 


:aiC   r 


C: 


r-r ?'C^  =   !■ ^«^^   f*»- 


[?• 


^-''-TT 


i  :'r  ^ .TT* 


,-»ij 


• »    * . .  *v,  S  *' 
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,  ß^  y^  d.  h.  von  der  Lage  des  Schnittes  gegen  die  Normale  oder 
gen  die  Tangentialebene,  nur  y*  enthält  a,  j3,  y;  denn  es  ist 

1  -j—  p  — j—  p  q 

'a-\-yp (^-\-(joLp-\- ßq)p '      a   ^ 

d  es  hängt  demnach  y*  ^  mithin  auch  die  Krümmung  des  Normal- 

Imittes.  von  dem  Verhältnisse  ■^-—  ab.     Aendert  man  dieses  fort- 

a 

Ihrend,  so  dreht  sich  die  Ebene  des  Normalschnittes  um  die  Nor- 
de ,  zugleich  erhalten  y*  und  —   andere  Werthe  und  man  kann 

mnach  die  Krümmung  als  Funktion  von  y*  ansehen.     Nach  dem 
leoreme  I.  des  §.  16.  nimmt  dieselbe  zu,  so  lange  der  Differenzial- 

otient    d  ( —  j  :  dy*  positiv  bleibt,  und  sie  ninmit  ab,  so  lange 


negativ  ist:  ein  Wechsel  der  Krümmung  findet  also  in  dem 
Jle  statt,  wo 


<t) 


^  =  0 

dy' 

rd;  durch  Ansfiihnmg  dieser  DifTerenziation  erhält  man  aU  Be- 
igung  dafür 

)  9  (»+«y)  =  Niy>-\-  ip+qy')  g]. 

Eliminirt  man  q  aus  dieser  und  der  Krümmungsgleichung,   so 

gt 

«H-'y*  pq+ii+q^)»' 

d  dnrch  Entwickelung  nach  Potenzen  von  y' : 
')       [.a+q')s—pqf]y'^  +  [(l  +  ^2)^_(l4_p2)i]y/ 

+  i?^r  — (l+;?2)^    =    0. 

Die  Auflösung  dieser  Gleichung  giebt  mm  diejenigen  Werthe 

►n  y',  mithin  auch  die  Werthe  des  Verhältnisses  -^ ,    für    welche 

n  Wechsel  der  Krümmung,  also  eine  grösste  oder  kleinste  Krüm- 
nng  stattfindet.  Vorausgesetzt  wird  dabei  nur,  dass  die  Difleren- 
alqnotienten  j?,  ^,  r,  «,  t  in  dem  Punkte  xyz  endliche  bestimmte 
Berthe  haben ,  dass  also  xy  z  keinen  ausgezeichneten  Punkt  (wie 
•  B.  eine  Spitze)  bedeutet.     Die  Gleichung  15)  zeigt  nun  die  Exi- 
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stenz  von  zwei  Hauptnormalschnitten,  deren  gegenseitige  Lage  mai^ 
dadurch  erfahren  kann,  dass  man  die  Gleichung  vereinfacht,  indem 
man  den  Punkt  xyz  zum  Anfangspunkte  der  Coordinaten  und  die 
Tangentialebene  im  Punkte  xyz  zur  Ebene  cßymxnmt.  £s  ist  in 
diesem  Falle  x  z=z  y  =  z  =  0^  femer  constant  5  =  0;  die  Glei- 
chung der  Tangentialebene  wird  pi-\-  (1^1  =■  0  und  diese  kann  für 
alle  71  und  ^  nur  bestehen,  wenn  p  ^  q  z=.  0  ist.  Die  Gleichung 
15)  verwandelt  sich  jetzt  in  die  folgende: 

y<2j^L:ily,_    1=0, 
8 

welche  immer  zwei  reelle  Wurzeln  besitzt.  Ist  nun  weiter  y=:a?  fem  o 

die  Gleichung  der  Spur,  welche  ein  Hauptnormalschnitt  mit  derCoor- 

dinatenebene  xy  (der  Tangentialebene)  bildet,  so  hat  man 

i        dy 
y'  =  --^   =  ton  0), 
dx 

mithin  statt  der  vorigen  Gleichung  die  folgende: 

!• i 

tan^G)  -J tan(0  —  1  =  0, 

8 

deren  Wurzeln  tanGti  und  tanto^  heissen  mögen;  für  diese  gelten  die 

beiden  Beziehungen 

f f 

tan  (Ol  tI"  tan  cj^  = 1     tow  ßh  tan  0)2  =  —  1 1 

deren  letztere  identisch  mit  der  Gleichung  co8(p\  —  02)  =  0  irt. 
Daraus  folgt  ©i  —  CO2  =  dl  5^9  oder  mit  anderen  Worten,  *dass  die 
Hauptnormalschnitte  auf  einander  senkrecht  stehen. 

Statt  der  Gleichung  15)  kann  man  auch  eine  quadratische  Glei- 
chung aufstellen,  deren  Wurzeln  der  grösste  und  kleinste  Krüm- 
mungshalbmesser selbst  sind;  sie  ergiebt  sich,  wenn  man  aus  den 
Gleichungen  13)  und  14)  nicht  9,  sondern  y*  eliminirt,  wobei  zur 
Abkürzung 

N  —  *" 
gesetzt  werden  möge.     Die  fraglichen  Gleichungen  sind  dann 

A  (r  +  2ay  +  <y'«)  =  1  -f-  y'«  +  (p+3y0* 
A  (s  +  «yO  =pq-\-  (1  +  ?«)  y', 
und  wenn  man  y*  aus  der  zweiten  Gleichung  in  die  erste  einsetzt, 
so  erhält  man  zunächst :  * 

XlrO^-\-q'^  —  Xty-\-28(l-\-q^—Xt){X8—pq)-{-tiX8—pqy'y 
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oder  durch  Bediiktion  auf  Null : 

Hier  kann  nun  der  erste  Faktor  nicht  =  0  sein,  weil  sonst  der 
vorhin  substituirte  Werth  von  J/',  nämlich 

Xa—pq 

nnendlich  oder  unbestimmt  (wenn  zugleich  der  Zähler  verschwände) 
werden  würde,  was  Beides  im  Allgemeinen  nicht  der  Fall  ist.  Es 
muss  daher  der  zweite  Faktor  =  0  gesetzt  werden  und  dies  giebt 
bei  Entwickelung  der  Potenzen  von  A : 

und  vermöge  des  Werthes  von  A  und  der  Bedeutung  von  N: 

Nennen  wir  Qi  und  ^2  ^^  Wurzeln  dieser  Gleichung,  so  finden 
zwischen  diesen  grössten  und  kleinsten  Krümmungshalbmessern  im 
Punkte  ayz  die  Beziehungen  statt: 

18)  QiQ2  = 


rt  —  «2 

Die 'Ebenen  der  beiden  Hauptnormalschnitte  standen  sowohl 
aufeinander  als  auch  auf  der  Tangentialebene  senkrecht ;  es  liegt  da- 
her nahe,  diese  drei  Ebenen  zu  Coordinatenebenen  zu  wählen,  so 
dass  nunmehr  die  vorhin  betrachteten  Winkel  (Oi  und  G)^  dieWerthe 
0>i  =  0  und  (02  =  1^  erhalten  müssen.     Die  Gleichung 

•                     r — * 
tan  Ol  -f-  tana}2  = 

P i 

wird  jetzt  oo  =  und  zeigt,  dass  für  diesen  Fall  8  =  0  sein 

miiBs ,  weil  im  Allgemeinen  r  und  t  endliche  Werthe  besitzen.     Die 
Formel  13)  wird  jetzt 

Q  1  +  y^' 

oder  wenn  y*  =  tanv  gesetzt  wird,  wo  v  die  Neigung  der  Ebene 
^gend  eines  Normalschnittes  gegen  die  Ebene  des  ersten  Haupt- 
*<^ttes  (^1)  bezeichnet: 

—  =  rco8^v  -4-  tsin^v. 
9  ^ 


•  ^ 
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Für  die  Hauptschnitte  ist  v  =  0  und  v  =  J«,  also 

J. _1 

mithin  durch  Substitution  in  die  vorhergehende  Gleichung: 

1  coa^v    ,    sin^v 

9   ~    Qi      ^      Q2 

Die  Gleichungen  17),  18)  und  19)  bestimmen  vollständig  die 
Krümmungen  der  verschiedenen  durch  einen  Punkt  xyz  gelegten 
Normalschnitte;  aus  17)  und  18)  erhält  man  die  Krümmungen  der 
Hauptschnitte,  aus  19)  die  Krümmung  eines  beliebigen  anderen  Nor- 
malschnittes ,  welcher  mit  dem  ersten  Hauptschnitte  den  Winkel  v 
bildet. 

Bemerkenswerth  ist  noch  der  spezielle  Fall,  in  welchem  man 
den  a^  y^  z  solche  Werthe  ertheilt,  dass 

20)  ^+^^  =  M—  ^+g^ 

rat 

wird;  es  wird  nämlich  unter  dieser  Voraussetzung 

(14-^2)  (1^  ^2)  ^  p^        (l+|>2)(l  +  g^)  ^  rl 
rt  5«    '  p^q^  ««  ' 

woraus  man  leicht  findet: 

Die  Gleichung  16)  verwandelt  sich  jetzt  in  die  folgende: 

8  8^ 

welche  die  gleichen  Wurzeln 

besitzt.     Aus  Nro.  19)  erkennt  man  weiter,  dass  jeder  Normal- 

schnitt  durch  diesen  Punkt  dieselbe  Krümmung  —  t=  —   besitst; 

der  fragliche  Punkt  heisst  dann  ein  Nabelpunkt  oder  Kr e is- 
punkt der  Fläche.  Durch  Verbindung  der  zwei  in  Nro.  20)  auf- 
gestellten Gleichungen  mit  der  Gleichung  der  Fläche  erhält  maa 
drei  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  drei  Unbekannten  x^  y,  z. 

Besitzen  die  Krümmungen  —  und  —  der  beiden  Hauptschnitt^^ 

dasselbe  Vorzeichen,  so  kommt  dieses  auch  der  Krümmung  —  jede  ^ 
anderen  durch  denselben  Punkt  gelegten  Normalschnittes  zu. 
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man  aus  Nro.  19)  angenblicklich  ersieht.  Dann  kehren  sämmtliche 
Normalschnitte  des  Punktes  ihre  convexen  Seiten  derselben  Gegend 
des  Raumes  zu  und  die  Berührungsebene  liegt  gänzlich  auf  der  ei- 
nen Seite  der  Fläche.  Wenn  dagegen  Qi  und  Q2  entgegengesetzte 
Vorzeichen  haben,  so  ist  (nach  derselben  Gegend  des  Raumes  hin) 
der  eine  Hauptschnitt  convex,  der  andere  concav,  und  die  Krümmung 
wechselt  zwischen  beiden  Schnitten  ihr  Zeichen;  die  Tangentialebene 
liegt  in  diesem  Falle  nicht  auf  einer  Seite  der  Fläche,  sondern  schnei- 
det dieselbe  in  ihrem  späteren  Verlaufe.  Derartige  Flächen  entste- 
hen z.  B.  durch  Umdrehung  einer  ebenen  Curve ,  die  der  Drehungs- 
achse ihre  convexe  Seite  zuwendet. 

Ausser  den  obigen  zwei  Gattungen  von  Flächen,  welche  die 
Namen  der  concav -concaven  und  der  convex -concaven  Flächen  füh- 
ren, giebt  es  noch  eine  dritte  Art,  welche  den  Uebergang  von  der 
einen  zur  anderen  Gattung  bilden ;  es  sind  dies  die  Flächen ,  an  de- 
nen der  eine  Hauptschnitt  in  jedem  Punkte  die  Krümmung  Null  be- 
sitzt, d.  h.  eine  gerade  Linie  bildet.  Da  in  jedem  Falle  die  Tan- 
gentialebene die  Tangenten  der  Normalschnitte,  also  auch  die  Tan- 
gente des  geradlinigen  Normalschnittes  enthält,  so  ist  unmittelbar 
klar,  dass  den  genannten  Flächen  die  Eigenschaft  zukommt,  von  ei- 
ner Ebene  nicht  nur  in  einem  Pimkte,   sondern  in  einer  Geraden 

1  . 

berührt  zu  werden.     Nennen  wir die    Krümmung    einer 

Fläche,  so  ist  für  diese  Flächen  die  Krümmung  gleich  Null;  als 
analytisches  Kennzeichen  dafür  ergiebt  sich  aus  Nro.  18)  rt  —  5^ 
=  0,  oder: 

^  ^  _  (jiiy  —  0 

Die  durch  diese  Gleichung  charakterisirten  Flächen  sind  übri- 
gens sämmtlich  abwickelbar,  und  hierin  unterscheiden  sie  sich 
geometrisch  von  den  vorigen  Flächenarten.  Weitere  Auseinander- 
setzungen hierüber  gehören  in  die  höhere  Geometrie. 


SchlOmilch,  Analysls. 


i 


Cap.  V. 
Die  vieldeutigen  Symbole. 

§.  24. 
Brüche    von    der    Form    §. 

Wenn  die  Funktionen  g)(a)  und  ^(a?)  für  einen  Spezialwerth 
von  a?,  etwa  für  a?  =  a,  gleichzeitig  Null  werden,  so  nimmt  der 

.       flp(^)  .       .  9^(0)         0 

Quotient -7-7-r  in  diesem  besonderen  Falle' die  Form  -r-rr  =  -;r  an, 

welche  bekanntlich  vieldeutig  ist.     um  aber  den  wahren  Werth  die- 

ses   Ausdruckes   zu   finden,   betrachten   wir  den    Quotienten   -T~rz 

als  die  Grenze,    welcher  sich  der  Quotient    .  ^     ,    o>^  für  verschwin- 

dende  d  nähert.     Nun  ist  wegen  der  Voraussetzung,  dass  q)(a)  =  0 
und  ^(a)  =  0  sei, 

y(«+^)  — y(q) 

y(q-f"^) y(a-|--^)  —  y(a) S 

^(g-j-fi)  ~  ^(fl+^)  — ^(q)~  ^(q^+^)  — y(g) 

g 

und  hieraus  folgt,  indem  man  d  zu  Null  werden  lässt: 

jPjCflQ        y  ^  (q) 

d.  h.  in  dem  besonderen  Falle  ar  =  a,  für  welchen  q)(a)  und  ^(«) 
verschwinden,  werden  die  sonst  sehr  verschiedenen  Quotienten 

einander  gleich.  —  Dieser  Satz  kann  unmittelbar  dienen,  um  dei^ 
wahren  Werth  der  Brüche  von  der  Form  §  zu  bestimmen,  wie  di 
folgenden  Beispiele  zeigen  werden. 


Cap.  V.    §.  24.    Brüche  von  der  Form  g.  99        "^ ' 

Ans  §.  6.  ist  folgende  Formel  bekannt: 

l-|-2j?-f-3a?2+4a?8+....  +  nÄ^-"^ 
_  1  — (n+l)j?^4-nj;^+^ 

Für  X  =  1  verwandelt  sich  der  rechter  Hand  befindliche  Bruch 
in  §;  differenzirt  man  Zähler  nnd  Nenner  für  sich,  so  ist  der 
Quotient : 

n(n+l)    —x^-^-\-a:^  _  ri(n+l)    ^__^ 
•    2  —(1-^)     ~         2         ^       ' 

welcher  für  a?  =  1   nicht  mehr  jene  unbestimmte  Form  annimmt; 
man  findet  so  für  a  =  l: 

1  +  2  +  3  +  4+.. ..+  «=iil!i±l), 

was  auch  sonst  schon  bekannt  ist. 

Es  kommt  bei  diesem   Verfahren   nicht   selten  vor,   dass  der 

neue  Bruch    .,^  ^  für  x  =  a  gleichfalls  verschwindet;   dann  muss 
^'  (x) 

man  auf  ihn  wiederum  dieselbe  Methode  anwenden.  Nehmen  wir  z.  B. 

y  (j?) X  —  sinx 

ip{x)  ^3       ' 

80  ist  der  Reihe  nach 

(p'(x)         l-^-coax     q)**(x) sinx      q>***(x)        cosx 

i;'(x)  ~  ""3^2     '    ^'' ix)  ~    ßx   '    ^'" (x)  ~     6    ' 

Für  x  =  0  verschwinden   q>(x)^  9>*(.^)^  ^'"C«)?  ^Wi  ^'(^X 

^      .        q>**'(x) 
^"(j?),  und  daher  giebt  erst  der  letzte  Quotient  ^^^  den  wahren 

Werth  I  des  in  Bede  stehenden  Bruches. 

Eine  allgemeinere  Ausführung  der  Art  ist  folgende.     Der  ge- 
gebene Bruch  sei 

f(c+h)—fic)-hfic) 

Ä2 

und  man  fragt  nach  dem  Werthe  desselben  für  A  =  0 ;  durch  Diffe- 
renziation  des  Zählers  und  Nenners  in  Beziehung  auf  h  erhält  man 

./'(c+A)-/'(c) 

*  h  ' 

f ür  Ä  =  0  wird  hieraus  l  f'(c)t  und  findet  also  die  Gleichung  statt: 

^obei  sich  das  Zeichen  Lim  auf  das  Verschwinden  von  h  bezieht, 
»^äre  femer  der  Bruch  gegeben : 
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so  gäbe  die  Differenziation  des  Zählers  und  Nenners: 

^f(c-\-h)-f'(c)-hr(c) 

und  nach  Nro.  2)  wird  hieraus  für  ä  =  0 ,  |  •  ^/'"  (c),  wie  man  so- 
gleich erkennt ,  wenn  man  sich  /'  statt  /  geschrieben  denkt ;  es  ist 
demnach : 

h  Ä2 

/"+')- /w-T/'W-7:?/-<"       /».(., 

^'         ^ P =  1.2.S- 

Man  wird  leicht  übersehen,  wie  man  auf  diesem  Wege  weiter 
gehen  kann;  bezeichnet  überhaupt  n  eine  beliebige  positive  ganze 
Ziahl,  so  findet  die  allgemeine  Gleichung  statt: 

h  h^  h^ — ^ 

4)  l^"" ^ 

/(«)(c) 


1 .  2  •  3 • .  ..TZ 


Will  man  das  Zeichen  Lim  vermeiden,  so  ist  zu  beachten,  dass 
die  vorstehende  Gleichung  für  kleine  h  näherungsweise  gelten  muss ; 
nennen  wir  q  den  begangenen  Fehler,  so  ist 

h  h^  hP~~^ 

/(c+A)-/(o)-y/(o)-^/'(c)  — -^3-^— f^/("-l)(c) 


+  9, 


1  .  2  .  •  71 

und  wenn  hier  Q  auch  nicht  näher  bekannt  ist,  so  weiss  man  doch, 
dass  es  mit  h  gleichzeitig  verschwindet.  Man  kann  übrigens  dem 
obigen  Theoreme  die  folgende  Form  geben: 

h  A2 

wobei  wir  späterer  Anwendungen  wegen  x  für  c  geschrieben  haben. 
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§.  25. 
Die  Symbole  f-,  0  .  oo ,  0»,   ooO  und  1°^. 

I.    Besitzen    die    Funktionen  f(jc)  und  F(ß)    die    gemeinsame 
Eigenschaft,    für  o?  =  a  unendlich   zu  werden,    so   stellt  sich  der 

Bruch    -zzTT  iii  diesem  Falle  unter  die  unbestimmte  Form  ^,  deren 
F{x)  * 

wahrer  Werth  q  auf  folgende  Weise  ermittelt  werden  kann.  Setzen  wir 

1 

fix)  _  Fix)  _  y  (g?) 

80  erhält  der  neue  Bruch  für  x  =  a  die  Form  §,  lässt  sich  also 
nach  der  Kegel  des  vorigen  Paragraphen  behandeln ;  es  ist  nun 

F'(x) 


/(«) 


2 


und  für  a?  =  a,  wo  nun  "L,.   ■   den  Werth  7  annimmt: 

~  -  ^'(">  5^  oder  ,  -   ^(''> 


/'(a)   ^  ^         F'(a) 

Man  erkennt  hieraus ,  dass  die  Begel  zur  Bestimmung  des  wah- 
ren Werthes  eines  vieldeutigen  Bruches  dieselbe  bleibt  für  die  Form 
2-,  wie  für  \.     So  wird  z.  B.  der  Bruch 


/(*) 


<-b) 


F(ß)  cotx 

für  a?  =  0  von  der  Form  ^  sein  Werth  ist  dann  einerlei  mit  dem 

Werthe  von 

M 

f(x)  X  Msin'^x         ,,  sinx 

=^;^  =  — --  = =  M sin  a?, 

F'{x)  1  X  X  ' 

sin^  X 
welcher  für  a?  =  0  in  iW.  1.0  =  0  übergeht. 

II.  Sind  zwei  Funktionen  vorhanden,  von  denen  die  eine  ^>(je) 
fiir  j?  =  a  verschwindet,  während  die  andere  f{x)  für  a?  =  a  un- 
endlich wird ,  so  nimmt  das  Produkt  (p  (je)  .  f(jjß)  für  x  =  a  die  un- 
bestimmte Form  0  .  00  an;  den  wahren  Betrag  desselben  kann  man 
auf  zweierlei  Weise  finden.     Entweder  man  setzt 


ä 
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und  schreibt  statt  des  Produktes  (p  (je)  .  f(jt)  den  Quotienten 

yW 

*(^)  ' 
so  besitzt  dieser  die  Eigenschaft,  fiir  j;  =  a  die  Form  ^  anzunehmen, 

deren  wahrer  Werth  nach  dem  Früheren  leicht  zu  ermitteln  ist. 

Man  kann  a^er  auch  setzen: 

1 
— —  =  FQe) 

q>(a!) 
und  substituirt  nun  für  fficc)  .  /(a)  den  Quotienten 

Fix)' 
welcher  die  Form  ^  annimmt,  und  sich  auf  gleiche  Weise  weiter 
behandeln  lässt. 

So  z.  B.  wird  man  an  die  Stelle  des  Produktes 


log  i2  —  -— )   .   tan 


2a  ' 
welches  für  o?  =  a  in  0  .  oo  übergeht,  den  Quotienten 


^^^\           aj 

q)(x) 

%a 
2a 
setzen,  welcher  ^  wird;  es  ist  dann 

1 

2a           2a 

g?'(a?)                   2  a — a 

ii>'(jjß)                 n      1 

%     2a  —  X 

2a  .  MX 
sin^ 
2a 

2 
und  hieraus  ergiebt  sich  —  als  wahrer  Werth  des  obigen  Produktes 

7t 

für  a;  =  a. 

Handelte  es  sich  um  das  Produkt 

tanx  .  l  (  —  j  für  a?  =  0, 

so  würde  es  vortheilhaft  sein,  demselben  die  Form 


coix 


zu  geben,  welche  in  ^  übergeht,  deren  wahrer  Werth  aber  schon 
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bekannt,  nämlich  =r  0  ist;  es  verschwindet  demnach  jenes  Produkt 
mit  X  gleichzeitig. 

m.  Wenn  ein  Ausdruck  von  der  Form  f(je)^^^^  für  d?  =  a 
eine  der  vieldeutigen  Gestalten  0^,  oo®,  1^  annimmt,  so  beachte 
man  zunächst  die  identische  Gleichung 

und  untersuche  nun  das  Produkt  Ifia) .  9?  (^) ;  ist  w  der  Werth  dessel- 
ben iiir  ar  =  0,  so  geht  die  gegebene  Potenz  in  e^  über. 
So  wird  z.  B.  fiir  Ä  =  0 

/  1  \tanx 

beachtet  man  aber,  dass  die  Gleichung 

stattfindet,  und  dass  nach  dem  Vorigen  l  (  —  j  ton  a?  für  a?  =  0 

schwindet,  so  ergiebt  sich  e^  =  1  als  wahrer  Werth  der  in  Bede 

stehenden  Potenz. 

Für  a  z=  a  verwandelt  sich  der  Ausdruck 

77  a: 


vern 


( 


2  _  £.>"-2« 


in  1^ ;  giebt  man  ihm  vorher  die  Form 


i'  -  t) 


7TX 

/12  —  — j   tan  -;—■ 
e\  al  2a 


2 
und    beachtet,    dass    der   Exponent   für    x  =  a  m  —    übergeht 


7C 


2_ 

(Nro.  n.),  so  erkennt  man  e^  als  wahren  Werth  jener  Potenz  für 
den  angegebenen  speziellen  Fall. 


i 


Cap.   VI. 
Maxima  und   Minima. 

§.   26. 
Maxima  und  Minima  der  Funktionen  einer  Variabelen. 

■  '  Wenn  eine  Funktion  f{x)  von  x  bald  steigt  bald  fällt,  so  muss 
eSrin  ihrem  Verlaufe,  vorausgesetzt,  dass  er  stetig  ist,  gewisse  Stel- 
len geben,  wo  die  Uebergänge  von  Wachsthum  zu  Abnahme  oder 
umgekehrt  von  Abnahme  zu  Wachsthum  stattfinden.  Tritt  nun  für 
a  =  a  ein  Uebergang  der  ersten  Art  ein ,  so  ist  /(a)  grösser  als 
seine  Naehbarwerthe  /(a —  h)  und  f(,a-\-h%  sobald  nur  h  hinreichend 
klein  genommen  wird,  und  dann  heisst  /(a)  ein  Maximum  der 
Funktion;  geschieht  dagegen  an  der  Stelle  a  =z  a  ein  Uebergang 
von  Abnahme  zu  Wachsthum ,  so  ist  /(a)  kleiner  als  seine  Naehbar- 
werthe f(a — h)  und  /(a-j-ZO?  und  heisst  in  diesem  Falle  ein  Mini- 
mum. Es  versteht  sich  nach  dieser  Erklärung  von  selbst,  dass  der- 
artige Maxima  und  Minima  nur  relativ  sind  und  nicht  immer  den 
absolut  grössten  oder  absolut  kleinsten  Weitli  der  Funktion  bedeuten. 
Für  welche  Werthe  von  a;  dergleichen  Maxima  oder  Minima 
eintreten,  das  entscheidet  sich  durch  ein  früheres  Theorem  (§.  16.), 
demzufolge  die  Funktion  f(ai)  steigt  oder  fällt,  je  nachdem  die  Deri- 
virte  /'  (x)  positiv  oder  negativ  ist.  Aendert  sich  nun  /'  (o?)  stetig, 
so  kann  der  Uebergang  von  negativen  Werthen  des  /'  (x)  zu  positi- 
ven Wertheu  dieser  Funktion,  oder  der  umgekehrte  Uebergang,  nur 
stattfinden,  wenn  dazwischen  /' (o?)  =  0  ist;  die  Werthe  von  a?,  wel- 
che f(x)  zu  einem  Maximum  oder  Minimiun  machen,  sind  also  Wur- 
zeln der  Gleichung  /'  (zp)  =  0.  Dies  bedeutet  geometrisch,  dass  bei 
einem  stetigen  Wechsel  von  Steigen  und  Fallen  einer  Curve  die 
Tangente  an  jeder  solchen  Wechselstelle  parallel  zur  Abscissen- 
achse  liegt. 
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Hat  man  die  Gleichung  /'  (je)  =  0  aufgelöst,  so  bedarf  es  noch 
der  Entscheidung,  ob  die  gefundenen  Werthe  von  x  einem  ]\£aximum 
oder  MiTiiTiiiim  entsprechen.     Betrachten  wir  zu  diesem  Zwecke  den 
Aasdruck 

f(a-lK)—/ia)  —  hfia) 

dessen  Grenzwerth  (für  verschwindende  K)  =  J  /"  (a)  ist  (Formel  2, 
§.  24.),  so  ist  in  unserem  Falle,  wenn  x  =  a  eine  Wurzel  der  Glei- 
chung f  (a)  =  0  bedeutet,  /'  (a)  =  0,  mithin 

und  ebenso  wäre  auch  bei  negativen  h 

Ist  nun  f'^iä)  positiv,  so  muss  f(a-\-Ji)  >  /(a)  und  fA>eoMO 
f{a  —  Ä)  I>/(a)  sein,  wenigstens  bei  hinreichend  kleinen  Ä,  wall 
sonst  der  Grenzwerth  nicht  positiv  ausfallen  könnte;  aus  diesen  Un- 
gleichungen folgt: 

/(a— /i)>/(a)</(a+Ä) 

und  68  ist  mithin  f(a)  ein  Minimum.  Wenn  dagegen  f"(a)  nega- 
tiv ausfällt,  so  muss  gleichzeitig  f(a-\-K)  <^  f(ä)  u.  f(a — ÄX/(a) 
oder 

/(a— Ä)</(a)>/(a+Ä) 

sein,  woraus  man  erkennt,  dass  /(a)  ein  Max  inj  um  ist.  Die  Ent- 
scheidung besteht  also  sehr  einfach  darin ,  dass  /(a)  ein  ISIinimum 
oder  >f<i.TiTnnTn  ist,  je  nachdem /"(a)  positiv  oder  negativ  ausfällt; 
geometrisch  heisst  dies :  ein  Minimum  kann  nur  auf  einem  gegen  die 
Abscissenachse  convexen  Bogen,  das  Maximum  nur  auf  einem  con- 
caven  Bogen  vorkommen. 

Es  wäre  aber  möglich,  dass  /''  (a)  weder  positiv  noch  negativ, 
sondern  selbst  der  Null  gleich  würde  (wie  z.  B.  wenn  an  einem  In- 
flexionspunkte  eine  horizontale  Tangente  vorkommt),  und  dann  giebt 
der  zweite  Difierenzialquotient  keine  Entscheidung;  man  muss  in 
diesem  Falle  die  höheren  Differenzialquotienten  zu  Rathe  ziehen,  imd 
zwar  auf  folgende  Weise.    Es  mögen  für  x  =  a  ausser  /'  (x)  auch 

noch /'' (ä), /'" (j?)... /('*~"^)(a?)  verschwinden  und  f^^^(x)  sei  der 
erste  nicht  verschwindende  Difierenzialquotient ;  benutzen  wir  jetzt 
das  Theorem  4)  in  §.  24.: 
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/(.+^)-/(^)-T/(-)-n/"(-)-  i.2!7-i/""'^^"^ 

Lxn 

/")  (x) 


1  •  2  .  •  •  tt 

für  0?  r=  0,  so  wird  sehr  einfach 

j^,,, /(^  +  ^)  - /(«)  ^      /^^(^) 
Ä^  1 .  2  . . .  n 

und  hier  unterscheiden  wir  die  beiden  Fälle  eines  ungeraden  und 
eines  geraden  n.    Im  ersten  Falle  ist 

j- .^^ /(« + ft)  - /(«)  _  I    /"H«) 


A"  1  .  2  . . .  n 

Ä"  1 .  2  . . .  n  ' 

•   nnäim  fttr  dn  positives  y^{<i) 

/(a  -f-  A)  >  /(a)  und  /(a)  >  /(a— Ä), 

dagegen  bei  negativen  /W(a) 

/(«  +  A)  < /(«)  und /(a)< /(a  —  A). 
Beide   Ungleichungen  stimmen  darin  überein,  dass  /(a)  weder  ein 
Minimum  noch  ein  Maximum  ist.    Wenn  dagegen  die  Zahl  n  gerade 
ist,  so  hat  man  gleichzeitig 


Ä'»  1  .  2  . .  .  n 


A^  ■     1  .  2  . .  .  n' 

folglich  bei  positiven  /  W  (a) 

/(a  +  Ä)  >  /(a)  und  /(a)  <  /(a  —  Ä), 

d.  h.  /(a)  ein  Minimum,  und  bei  negativen  /W  (a) 

/(a  +  Ä)< /(a)  und /(a)  > /(a— Ä), 

mithin  /(a)  ein  Maximum.  Nach  diesen  Erörterungen  dürfen  wir 
sagen,  dass  für  einen  aus  der  Gleichung  p(je)  =  0  bestimmten 
Werth  von  x  nur  dann  ein  Maximum  oder  Minimum  von  /(d?)  ein- 
treten kabn,  wenn  in  der  Reihe  der  Differenzialquotienten  yon  f[s) 
der  erste  für  jenen  Werth  nicht  verschwindende  Differenzialqaotient 
von  gerader  Ordnung  ist ;  und  zwar  findet  ein  Minimum  oder  Maxi- 
mum statt,  je  nachdem  dieser  Differenzialquotient  positiv  oder  nega- 
tiv ausfällt. 
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Den   Mechanieimis  der    Bechnong  werdea  folgende   Beispiele 
zeigen. 

I.    Handelt  es  sich  um  das  Maximum  oder  Minimum  der  Funk- 
tion f(x)  =  J!*«~*,  so  ist 

/"(*)  =  [a(a-l)  -  2a*  +  ^^^-^-'. 
Hier  wird  /'(«)  =  0  für  x  =  a;  dieser   Werth    giebt  /"(a) 
:=  —  o"«"",  also  ein  negatires  Resultat;    es  ist  mithin  /(u)  = 

(— )     das  Maximum   der  Punktion  a°e^*- 
n.    FUr/(«)  =  «^  findet  man 


/'  (jt)  verschwindet,  wenn  Ix  ^  1,  also  x  = 


e  ist ;  sengleich  wird 


und  mithin  ist  < '    das  Maximum  i 
Fig.  25. 


in.  Sind  aber  einer  Gera- 
den MN  (Fig.  25)  zwei  Punkt« 
A  und  B  gegeben ,  welche  mit 
einem  Punkte  P  der  Geraden  zu 
der  gebrochenen  Linie  ÄP-\-BP 
verbnnden  werden  sollen,  so 
kann  man  nach  dem  Minimum 
dienes  Weges  AP  '\-  BP  fra- 
gen. Für  MN  =  c,  MA  ^  a, 
NB  =  b,  MP  =  X  ist  derselbe 


^*  +  V  +  (c-a)'. 


4-x»*     V*' +  («—*)*'' 
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Au3  fix)  =  0  ergiebt  sich  zur  Bestimmung  von  a  die  Glei- 
chung 


X  c — X 


Der  aus  ihr  folgende  Werth  von  a  gehört  zu  einem  Minimum,  weil 
/"  (x)  immer  positiv  bleibt.  Geometrisch  bedeutet  übrigens  die  vor- 
stehende Gleichung  soviel  wie 

cos  MPÄ  =  cos  NPB  d.  i.  L  ^P^  =  L  ^P^ 
und  hiernach   ist  die  Construktion  leicht,  indem  man  MA*  =  MA 
nimmt  und  A' B  zieht,  welche.  Gerade  MN  in  P  schneidet  (Spiege- 
lungsgesetz). 

IV.  Um  ein  cylindrisches  Hohlmaass  von  gegebenem  cubi- 
schen  Inhalte  A  mit  dem  geringsten  Materialaufwande  herzustellen, 
muss  die  Oberfläche  desselben  ein  Minimum  werden ;  nennen  wir  x 
den  Halbmesser  der  Grundfläche  und  y  die  Höhe,  so  ist 

A  =  x'^Tty^  f(x)  z=  2x7Cy  -\-  x^Tt 

oder,  indem  man  den  Werth  von  y  aus  der  ersten  Gleichung  in  die 
zweite  setzt: 

/W   =        —  +  ^^^ 

aus  /'  (o?)  =  0  ergiebt  sich  für  x  der  Werth  ,  . 

^/A  •.     . 

für  welchen  f'(x)  positiv,  mithin  f{x)  ein  Minimum  wird,  "Zu  beach- 

Ax 

x^n 
Grundfläche  gleich  der  Höhe  des  Maas^ea  ißt. 

Besondere  Aufmerksamkeit  verdient  bei  allen  Untersuchimgen 
über  Maxima  und  Minima  noch  der  Ausnahmefall ,  wenn  /'  (a)  sein 
Vorzeichen  nicht  stetig  mittelst  Durchganges  durch  die  Null,  son- 
dern sprungweise  ändert,  denn  auch  derartige  Zeichenwechsel 
können  Maxima  und  Minima  anzeigen,  die  man  durch- das  vorige 
Verfahren  nicht  finden  würde.    Ist  z.  B. 


ten  ist  noch,  dass  jetzt  y  =  ^^^  =  a?,  mithin  der  Halbmesser  der 


f(x)  =  1  -  ^(1-xy,  also  f(x)=l 

Vi— .r 


I 
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so  bleibt  /'(^)  positiv  für  alle  .r  <;  1,  und  negativ  für  alle  o?  ^  1 ; 
der  Zeichenwechsel  geschieht  hier  aber  sprungweise,  denn  man  hat 

/'(l— 0)=+     QO,/'(1  +  0)=-* 

* 

und  mithin  erleidet  /'  (a)  eine  Unterbrechung  der  Continuität  an  der 
Stelle  a  =  1.  Abgesehen  davon  geht  aber  aus  den  Vorzeichen  von 
/'  (j3ß)  mit  Sicherheit  hervor ,  dass  /  Or)  wächst  von  a;  =  —  oo  bis 
X  =  1  und  abnimmt  von  a=  1  bis  a  =  -\-  (^  ^  dass  also  /(o?)  für 
a?  =  1  sein  Maximum  /(l)  =  1  erhalten  muss.  Man  wird  dies 
geometrisch  leicht  bestätigt  finden,  indem  man  die  Aufmerksamkeit 
auf  den  Berührungswinkel  r  richtet,  welcher  durch  die  Gleichung 
tanz  =  f  (x)  bestimmt  wird.  Derselbe  ist  spitz  für  j?  <^  1,  wächst 
mit  a  gleichzeitig,  wird  r=  l^  tc  für  .r  =  1  und  nachher  stumpf  für 
j?  ^  I  ;r;  an  der  Stelle  ^  =  1  besitzt  daher  die  Curve  eine  Spitze, 
von  welcher  beide  Theile  convex  gegen  die  Abscissenachse  ge- 
krümmt sind.  —  Aehnliche  Betrachtungen  gelten  für  alle  derartigen 
Ausnahmefälle,  und  zwar  entscheidet  sich  die  Beschaffenheit  einer 
Funktion  an  einer  solchen  besonderen  Stelle  immer  sehr  leicht  da- 
durch, dass  man  den  Lauf  der  Funktion  in  der  Nachbarschaft  jener 
Stellen  vorzugsweise  genauer  berücksichtigt. 

§.   27. 

Mfkxima  und  Minima  der  Funktionen  mehrerer 

Variabelen. 

Ist  i^(^,  y,  £;,  .  .  .)  eine  Funktion  der  unabhängigen  Variabelen 
'9  ^9  «^^  •  M  ^^  kann  es  ein  zusammengehörendes  System  spezieller 
Werthe  dieser  Variabelen  geben,  etwa  a;  =  a^  y  =  b^  z  =  c  u,a,  w., 
wodurch  F(a^  J,  c,  .  . . )  grösser  oder  kleiner  wird  als  alle  Nachbar- 
werthe  der  Funktion,  d.  h.  als  alle  die  Werthe,  welche  entstehen, 
wenn  man  für  x  irgend  einen  Werth  aus   dem  Intervalle  a  —  h  bis 
a-|-Ä,  für  y  einen  Werth  aus  dem  Intervalle  b  —  Ä;  bis  b-\-k  u.a,w. 
nimmt,  wobei  ä,  k  etc.  beliebig  kleine  Grössen  bezeichnen.    Ein  sol- 
cher besonderer  Werth  F(a^  5,  c,  . . .)  der  Funktion  i^(^,  y^  z^.  .  .), 
heisst  ein  Maximum  oder  Minimum,  je  nachdem  er  grösser   oder 
kleiner  als  seine  Nachbarn  ist.    Die  Aufgabe  wäre  jetzt,  das  System 
der  speziellen  Werthe  x  =  a^  y  =  b^  etc.  aufzufinden. 

Wenn  nun  überhaupt  beliebige  unabhängige  Variabelen  ar,  y,  2, . . . 
vorhanden  sind,  so  kann  man  sich  dieselben  als  ebensoviel  willkür- 
liche Funktionen  einer  neuen  unabhängigen  Variabelen  t  denken, 
denn  man  übersieht  auf  der  Stelle,  dass  für 
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^  =  9(0,  y  =  *(0,  ^  =  Z(0,  .  .  . 
sich  alle  möglichen  vorgeschriebenen  Werthe  von  «,  y,  ;s,  .  .  .  her- 
ausbringen lassen,  wenn  man  nur  t  und  die  Natur  der  Funktionen 
97,  ^,  %  etc.  danach  wählt;  so  würde  z.  B.  schon  die  einfache  An- 
nahme 0!  =  at,  y  =  ßt,  z  =  yt^ ...  wo  a,  /J,  y  völlig  willkürliche 
Faktoren  sind,  zu  diesem  Zwecke  hinreichen.  Durch  diese  Bemer- 
kung reduzirt  sich  die  Aufgabe,  F(x^  y,  xr,  .  .  .)  zu  einem  Maximum 
oder  Minimum  zu  machen,  auf  die  einfachere,  für  eine  Funktion  von 
nur  einer  unabhängigen  Yariabelen  die  grössten  und  kleinsten 
Werthe  aufzusuchen.    Soll  nun 

F(x,  y,  xr,  . . .)  =  Flq>(t%  ^(0,  X(0,  •  •  •] 
oder  kurz  i^ seinen  Maximal-  oder  Minimalwerth  erhalten,  so  muss 

dt 

sein;  diese  Gleichung  wird  in  unserem  Falle,  wo  a?,  y^  z^  .  .  als  ab- 
hängig von  t  erscheinen: 

^^  Ix    '    dt    '^    ly    '    dt    '^   Tiz    '    dt    '^ • 

Bei  der  gänzlichen  Willkürlichkeit  der  Funktionen  g?(0?  V'CO,  %(0? 
also  auch  ihrer  Differenzialquotienten 

dx  dv  dz 

(wie  z.  B.  im  obigen  speziellen  Falle  der  Faktoren  a,  /3,  y  .  .  .) 
kann  aber  die  Gleichung  1)  nur  bestehen,  wenn  die  Coeffizienten 
der  unbestimmten  Grössen  für  sich  Null  sind,  wenn  also  die  Glei- 
chungen stattfinden: 

2)       4£=o,Hl  =  o,|^  =  o,.... 

^x  oy  dz 

deren  Anzahl  mit  der  Anzahl  der  unabhängigen  Yariabelen  über- 
einkommt, so  dass  es  also  immer  möglich  ist,  die  obigen  Gleichun- 
gen nach  ^,  ^,  z,  . .  .  aufzulösen  und  so  die  Werthesysteme  x  =  o, 
y  =  h^  z  ==:  c  etc.  zu  bestimmen.  Ist  dies  geschehen ,  so  bedarf  es 
noch  einer  Discussion,  ob  das  gefundene  System  ein  Maximum  oder 
Minimum  von  F  bildet.     Diese  Entscheidung  wird  dadurch  herbei- 

d^F 
geführt,  dass  man  den  zweiten  Differenzialquotienten  -j-j-  entwickelt 

und  nachsieht,  ob  er  durch  Substitution  der  für  a?,  y,  £:,  .  .  .  gefun- 
denen Werthe  positiv  oder  negativ  ausfällt.     Wir  wollen  diese  Ün- 
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tersuchung  unter  der  Yoraussetzong ,  dass  F  eine  Funktion  von  nur 
zwei  unabhängigen  Yariabelen  x  und  y  ist,  näher  ausführen. 

Man  hat  zunächst  mit  Böcksicht  auf  die  Gleichungen  2) 

dt^  ~  »ar»  \dt)      •"       'bx  7iy     dt    dt    '     7iy^    \dt)  ' 

dx        dti 
oder  wenn    der    Quotient    — ; —  :  —7^  mit  q  bezeichnet  wird: 

dt .       dt 

^  dt^         LS^2  ^   ~       -bx-by    ^^   ly^\  \dtj 

Soll  dieser  zweite   Differenzialquotient  zu  einer  Entscheidung 
führen,  so  darf  er  nicht  verschwinden,  also  darf  nicht  zugleich 

Ti^F        ^      2^F  ^    Ti^F 

^  Ix^  '    Ix-hy  '    2)y2 

sein;  ist  diese  Yorbedingung  erfüllt,  so  muss  der  in  3)  verzeichnete 

dv 
Ausdruck,  worin  noch  die  ganz  unbestimmten  Grössen  q  und  —r^ 

vorkommen,  immer  gleiches  Yorzeichen  behalten,  von  welchem  nach- 
her noch  zu  entscheiden  ist,  ob  es  das  Plus-  oder  Minuszeichen  ist. 

d^F 
Das  Vorzeichen  von  -— -  hängt  nun  einzig   allein   von   dem  Aus- 

drucke 

ab ,  welcher  unter  der  Form  ccq^-\-2ßq'^y  enthalten  ist.  Hätte 
femer  die  quadratische  Gleichung  a^^+^jS^-j-y  =  0  eine  reelle 
Wurzel  qi ,  so  würde  der  Ausdruck  aq^  -\-2  ßq  -\-  y  sein  Yorzei- 
chen wechseln,  wenn  man  q  das  Intervall  qi  —  Ä  bis  ^1  -)-  d  durch- 
laufen Hesse,  wo  d  eine  beliebig  kleine  Grösse  bezeichnet.  Damit 
also  der  fragliche  Ausdruck  sein  Yorzeichen  nicht  wechsele,  ist  es 
nothwendig  und  hinreichend ,  dass  jene  quadratische  Gleichung  ima- 
ginäre Wurzeln  besitze,  folglich  ß^  —  ay  <  0  sein.  Die  Bedin- 
gung für  die  Unveränderlichkeit  des  Yorzeichens  in  Nro.  5)  besteht 
also  in  der  Ungleichung 

^  V^^  ^yj  2>a?2         2)y2     ^      ' 

sie  vertritt  zugleich  die  in  Nro.  4)  angegebene  Determination,  denn 
wenn  sie  erfüllt  ist,*  können  die  Gleichungen  4)  nicht  sämmtlich 
stattfinden.    Aus  der  Bedingung  6)  ersieht  man  femer,  dass 


i 


k4' 


•    » 
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.  -r-^r  und  -r^-- 

(nach  Substitution  der  f üi:  a  und  y  gefundenen  WerÜhe)  gleiche  Vor- 
zeichen besitzen  müssen,-  weil  axusserdem  die  Ungleiehiuig  '6).  die 
Summe  zweier  positiven  Grossen  als  negativ  angeben  würde.  Da 
ferner  nach  den  bisherigen  Bestimmungen  der  Ausdruck  in  5)  sein 
Vorzeichen  nicht  wechselt,  so  darf  man  auch  q  =  0  setzen,  ohne 
einen  solchen  Wechsel  befürchten  zu  müssen,  und  man  ersieht  dar- 

aus,  dass  jener  Ausdruck  dasselbe  Vorzeichen  besitzt  wie  rr—r-  oder 
nunmehr  lautet  die  Entscheidung : 


^y' 


Die  aus  den  Gleichungen  -r —  =  0  und  rr —  =  0  abgeleite- 
ten  Werthe  von  ^  und  y  müssen  zunächst  der  Bedingung 


genügen  und  geben  das  Maximum  oder  Minimum  der  Funktion 
F(ß^y\  je  nachdem  sie  die  Differenzialquotienten 

und  * 

(ia^  •  2^y^ 

gleichzeitig  negativ  oder  positiv  machen. 

Finden  die  Gleichungen  4)  zusammen  statt,  verschwindet  also 

d^F 

—r-r-  für  die  geftmdenen  Werthe  von  a  imd  y,  so  giebt  der  zweite 

Differenzialquotient  keine  Entscheidung  und  man  muss  sich  dann  an 
die  höheren  Differenzialquotienten  wenden,  was  jedoch  umständliche 
Rechnungen  erfordert.  Ebenso  wird  die  Sache  etwas  verwickelt, 
wenn  es  sich  um  eine  Funktion  von  drei  oder  mehr  Variabelen  han- 
delt. Man  wird  in  allen  solchen  Fällen  besser  thun,  aus  der  Natnr 
der  dargestellten  speziellen  Aufgabe  zu  entscheiden,  ob  überhaupt 
ein  Maximum  oder  Minimum  stattfindet. 

Als  Beispiel  hierzu  diene  die  Aufgabe,  die  kürzeste  Entfernung 
zweier  Geraden  zu  finden,  deren  Gleichungen 

l  Z    =   CiO!    -j-  Ci)  I Z    -=     C^X  -\-  C2 

gegeben  sind.  Nehmen  wir  auf  der  ersten  Geraden  einen  Punkt  Xi  yi  ri, 
auf  der  zweiten  einen  Punkt  ^2  ^2  ^^2  ^^^  ^  so  ist  die  Länge  der  ver- 
bindenden Geraden 

^)  .    Vc^i— ^2)2  +  (yi—y^y  +  (zi—z^y 
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und  wenn  diese  ein  Maximum  oder  Minimmw  wird,  so  erhält  offen- 
bar auch  ihr  Quadrat  seinen  grössten  oder  kleinsten  Werth;  wir  ha- 
ben uns  daher  nur  mit  dem  Ausdrucke 

zu  beschäftigen,  welcher  vermöge  der  Gleichungen  7)  die  Form 
F(x^ ,  a?a)  =  (x^  —  x^y  +  (ß^x^  —  B^X2'\'h  —  hV 

+  (Q  ^1  —  Q^2  4-  ^1  —  <^y 

annimmt  und  eine   Funktion  der   beiden    unabhängigen  Yariabeleii 
»i  und  x^  darstellt.    Man  hat  nun 
"hF 


2^F 
^^F 


=  2(l  +  5l2  4_Ci2) 

=  —  2(l+5iA  +  QQ) 


Setzt  man  die  ersten  Differenzialquotienten  der  Null  gleich,  so 
erhält  man  zwei  Gleichungen  ersten  Grades  zur  Bestimmung  von  Xi 
und  X2 ;  die  so  bestimmten  Werthe  entsprechen  einem  Minimum,  weil 
einerseits  die  Bedingung  6),  d.  h. 

S2JP  ,         2^F 

hier  erfüllt  und  -r — -  sowie  tt — -  positiv  ist.  Ans  Xi  und  x^  er- 
hält man  mittelst  der  Gleichungen  der  Geraden  die  Werthe  von  yi, 
Zi  und  ^2 )  ^  9  nach  Substitution  der  Werthe  von  Xi^  X2^  yi,  y^^  Zi 
und  z^  giebt  nun  der  unter  Nro.  8)  verzeichnete  Ausdruck  die 
kürzeste  Entfernung  der  beiden  Geraden.  Uebrigens  liegt  es  hier 
in  der  Natur  der  Aufgabe ,  dass  nur  ein  Minimum  stattfindet ,  und 
man  hätte  sich  daher  die  EntWickelung  der  zweiten  Differenzialquo- 
tienten von  i^nebst  den  angeknüpften  Bemerkungen  ersparen  können. 

§.  28. 
Maxima  und  Minima  mit  Nebenbedingungen. 

Die  Werthe,  durch  welche  eine  gegebene  Funktion  mehrerer 
Variabelen  zu   einem  Maximum  oder   Minimum  werden  soll,  sind 

StUOmlleh,  Analjsi«.  8 


■ä 
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häufig  noch  an  eine  oder  mehrere  Bedingungen  gebunden,  welche  in 
Gleichungen  ausgedrückt  werden.  Suchte  man  z.  B.  die  kürzeste 
Entfernung  eines  Punktes  ccßy  von  einer  Ebene,  deren  Gleichung 

Äx  -{-.By  -\-  Cz  -\-  D  =  0 

sein  möge,  so  wäre  der  Ausdruck 

y/(^a;  —  a)2  4-  (y—ß)^  +  (^  —  yy, 

welcher  den  Abstand  der  Punkte  ccßy  und  ayz  angiebt,  zu  einem 
Minimum  zu  machen,  jedoch  mit  der  besonderen  Rücksicht,  dass  die 
Werthe  von  .r,  y  und  z  der  Gleichung  der  Ebene  genügen  müs- 
sen. Das  natürlichste  Verfahren  wäre  nun  die  Herausschaflung 
der  abhängigen  Variabelen;  ist  z.  B.  nur  eine  Bedingungsgleichung 
g?  (.r,  y^  z^  =  0  gegeben,  so  könnte  man  sie  nach  z  auflösen  und  den 
so  gefundenen  Werth  von  z  in  die  Funktion  F(x^  y,  z)^  deren  Maxi- 
mum oder  Minimum  gesucht  wird,  substituiren ;  an  die  Stelle  einer 
Funktion  von  drei  Variabelen  tritt  nunmehr  eine  Funktion  zweier 
unabhängiger  Variabelen,  und  für  diese  gelten  die  Vorschriften  des 
vorigen  Paragraphen.  Sind  zwischen  drei  Variabelen  zwei  Bedin- 
gungsgleichungen g?  (a?,  y^  z)  =  0  und  ip  (^,  y^  z)  =  0  gegeben,  so 
kann  man  mittelst  derselben  y  und  z  durch  a;  ausdrücken  und  wenn 
man  diese  Werthe  substituirt,  so  enthält  jetzt  die  Funktion  i^C^r,  y,  z) 
nur  noch  eine  unabhängige  Variabele.  Diese  Eliminationen  sind 
aber  nicht  selten  sehr  umständlich  oder  unmöglich  und  man  muss  in 
solchen  Fällen  einen  anderen  Weg  einschlagen,  welcher  darin  be- 
steht, dass  man  nicht  die  abhängigen  Variabelen  selbst  aus  den  Be- 
dingungßgleichungen ,  sondern  die  Differenzialquotienten  der  abhän- 
gigen Variabelen  aus  den  Differenzialgleichungen  der  gegebenen 
Bedingungen  eliminirt.  Die  Ausführung  dieses  Gedankens  ist  fol- 
gende. 

Wenn  i^(^,  y)  zu  einem  Maximum  oder  IVIinimum  gemacht  und 
dabei  die  Bedingung  (pi^^y)  =  0  erfüllt  sein  soll,  so  ist  nur  eine 

unabhängige  Variabele  x  vorhanden  und  es  muss  daher  -r —  =  0 

sein;   dies  giebt  in  unserem  Falle,   wo  i^  ausser  js  noch  die  abhän- 
gige Variabele  y  enthält, 

T^F         T^F       dy 

+  "TT  '  "TT  =  ^• 


'bsc  ^y        dx 

Differenzirt  man  auch  die  Bedingungsgleichung  in  Beziehung  auf* 
als  unabhängige  Variabele,  so  ist 


^x  ^y       dx 


% 
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dv 
die  Elimination  von  -^  aus  beiden  Differenzialgleichungen  giebt 

IF       ^(p  "bF      bq)         ^ 

5d7         T^y  by        7ix 

und  wenn  man  diese  Gleichung  mit  der  Gleichung  g?(a?,  y)  =  0  ver- 
bindet, so  hat  man  zwei  Gleichungen  mit  zwei  Unbekannten  'x  und  y. 

Bei  drei  Variabelen  ^,  y,  z  und  zwei  Bedingungsgleichungen, 
also  wenn  das  Maximum  oder  Minimum  von  JF(^,  y,  z)  gesucht 
wird,  während  zugleich 

g?(ar,  y,  «)  =  0  und  ^(^,  y^  z)  =  0 

sein  soll,  ist  nur  eine  unabhängige  Yariabele  x  vorhanden,  von  wel- 

dF 
eher  y  und  z  abhängen.    Die  Gleichung  -r—  =  0  lautet  dann 

dx 

IF     ,      'dF       dy      ,      TiF       dz 

(ix  by        dx     ^      "bz        dx 

und  die  Differenzialgleichungen  der  Bedingungen  sind: 

bq)      ,       bq)        dy      .      btp        dz 
"hx       '       "by         dx      ^      bz         dx 

btif      .       bif;        dy      .      bil>        dz 

bx  by         dx      ^       bz  dx 

^  dv  dz 

Aus  diesen  drei  Gleichungen  lassen  sich  -—^  und  -^—  elimini- 

dx  dx 

ren,  es  bleibt  dann  eine  Gleichung  übrig,  welche  in  Verbindung  mit 

den  beiden  Bedingungen   (p  (o?,  y,  2;)  =  0  und  ^  (a?,  y,  «;)  =  0  zur 

Bestimmung  von  x^  y,  z  hinreicht. 

Sind  drei  Variabele  vorhanden  mit  nur  einer  Bedingungsglei- 
chung, so  kann  man  x  und  y  als  unabhängige  Yariabele,  z  als  ab- 
hängige Veränderliche  ansehen;  es  muss  dann  sein 

^^  =0,4^  =  0 


bx  by 

oder  wenn  man  beachtet,  dass  in  F  auch  z  als  Funktion  von  x  und  y 
vorkommt, 

bF     ,      bF        bz 

Sa?      '      bz         bx 

bF     ,      bF        bz 

+  TT"  •  "TT"  =  "• 


by  bz  by 

Andererseits  ist  aber   durch  partielle  Differenziation  der  Glei- 
chung q)(x,  y^  z)  =  0 
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— r —  H r •  — r =  0 

ox  dz  ox 

oy       '      oz  oy 

^z 
durch  Elimination  von  -r —  aus  der  ersten  und  dritten,  so  wie  von 

da 

-r —  aus  der  zweiten  und  vierten  Gleichung  folgt 
dy 

TiF  ^y  ^     7iF  2»y    

Sa?  "bz  "bz  bx 

bF  bcp  bF  Iq) 

by  bz  bz  "dy 

und  diese  Gleichungen  bestimmen  mit  y(a?,  y^  z)  =  0  vereinigt  die 
Unbekannten  a?,  y,  z.  —  Dieses  Verfahren  bleibt  immer  anwendbar, 
weil  es  stets  nur  Eliminationen  aus  Gleichungen  des  ersten  Grades 
erfordert.    Wir  geben  noch  einige  spezielle  Beispiele  dazu. 

I.  Aus  den  vier  Seiten  of,  /3,  y,  d  soll  das  Viereck  von  grösst- 
möglichem  Inhalte  construirt  werden.  Nennen  wir  x  den  von  a  und 
/J,  y  den  von  y  und  8  eingeschlossenen  Winkel,  so  ist  die  Fläche 
des  Vierecks 

^aßsinx-^lyd  siny 

und  wenn  diese,  also  auch  das  Doppelte  von  ihr,  ein  Maximum  wer- 
den soll,  so  ist 

F=  aß  sinx  -\-  yS  siny 

'  zu  setzen.     Berechnet  man  femer  die  Diagonale ,  welche  den  Win- 
keln X  und  y  gegenüberliegt,  so  hat  man 

«2  J^  ß2  _  2aß  cosx  =  y2  -|-  Ja  _  2yd  coay, 

mithin  als  Bedingungsgleichung 

'q)  =  a^-^ß2  —  y2  —  ^2  —  2aß  cosx -{-  2yd  cosy  =  0. 

Die  Differenzialgleichungen  werden  nun 

dF  a  i       Jt  dy 

-^  =  aß  cosx  +  yd  cosy  ^-^ 

dw  ^  ^  dy 

—2-  =  2 aß  sinx  —  2yo  siny  •  -r^  =  0. 
dx  dx 

Setzt  man  -r —  =  0  und  eliminirt  — r^,  so  folfft: 
dx  dx  ^  ^ 

2  aß  yd  (cosx  siny  -|-  sinx  cosy)  =  0, 
d.  h.  sinix  -|^  y)  =  0  oder  a?  -f-  y  =  0»,  oder  180»,  360»  u.  8.  w. 
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kk  aber  x  und  y  Winkel  eines  Yierecks  sind ,  so  kann  mir  «  -}-  y 
=  180«  oder  y  =  ISO» — x  sein. 

Hieraas  folgt  weiter  -^^  =  —  1,  mithin 

dx 

— —  ^^  aß  cosx  —  yo  eosy 

(PF  o    ■        1       >    .        dy 

-5-5  =  -«/».««* +  ya«ny-^ 

=  —  (a/3  einx  +  yÄ  siny) 

nd  da  dieser  Ansdmck  jedenfalls  negativ  bleibt  (wegen  x  <^  180^ 
nd  y  <  180<>),  so  entspricht  die  Bedingung  «  -f-  y  =  180^  einem 
laximum.  Zugleich  ergiebt  sich,  dass  das  gesuchte  Viereck  ein 
ehnenviereck  ist 

II.     Um  auch  die  im  Eingänge   erwähnte  Aufgabe  zu  losen, 
etzen  wir 

F=  (X  -  «)2  +  (y  — /J)2  -f  (z—  yy 

q>  =  Ax  -{-  By  -\-  Cz  -^  D  =  0 

nd  es  sind  dann  zwei  unabhängige  Variabele  x  und  y  vorhanden, 
rährend  z  eine  Funktion  von  x  und  y  ist.  Setzt  man  die  beiden 
artiellen  Differenzialquotienten  von  F  der  Null  gleich,  so  hat  man 
miaehst 

x  —  a-f(«  —  y)  -^  =  0 

y-^  +  Cir-y)  ^  =  0. 

'emer  ergiebt  sich  durch  partielle  Differenziation  der  Gleichung 
►  =  0: 

AA-C  -r—  =  0,    5  +  C-r—  =  0 

dx  oy 

nd  durch  Elimination  der  partiellen  Differenzialquotienten: 

A(js—Y)  —  C(x  —  d)  =  0 
BCz  —  Y)  —  C(y  —  ß)  =  0. 

Verbindet  man  diese  zwei  Gleichungen  mit  der  dritten  Ax'-\-By 
\-  Cr  -|-  2>  =  0,  so  findet  man  der  Reihe  nach  r,  y  und  x,  nämlich 

X  =  a  —  AK,  y  =  ß  —  BK,  z  =  y  —  CK, 
vobei  zur  Abkürzung 

Aa  +  Bß-j-CY-\-D 

.12  -}-  ^  4-  C* 

gesetzt  worden  ist.     Dass  diese  Werthe  nur  einem  Minimum  von 


ä 
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F  entsprechen  können,  folgt  aus  der  geometrischen  Bedeutung  unse- 
rer Aufgabe  von  selbst;  auch  sind  die  Werthe  für  ^,  y,  z  identisch 
mit  den  aus  de^  analytischen  Geometrie  bekannten  Coordinaten  des 
Fusspunktes  der  vom  Punkte  ccjSy  auf  die  Ebene  Ax  -\-  By  -f-  Cz 
-|-  i>  =  0  herabgelassenen  Senkrechten. 

m.  Um  kurz  sein  zu  können,  wollen  wir  im  Folgenden  unter 
Stellung  einer  Ebene  die  drei  Winkel  verstehen,  welche  eine 
auf  der  Ebene  errichtete  Senkrechte  mit  drei  rechtwinkligen  Coordi- 
natenachsen  bildet.  Ist  nun  s  die  Fläche  eines  ebenen  Polygones, 
welches  die  Stellung  f^ßy  besitzt,  so  sind  die  drei  Projektionen  von 
B  auf  die  Coordinatenebenen  xy^  xz^  yz  der  Reihe  nach 

a  =  5  .  coay^  h  =  s  .  cosß^  c  =  s  ,  cosa. 

Denken  wir  uns  eine  vierte  Ebene,  welche  mit  der  Ebene  von  a 
den  Winkel  ^  bildet,  so  ist  die  Projektion  von  s  auf  die  neue  Ebene 

p  z=z  s  .  cosd" 

oder  wenn  uvw  die  Stellung  der  vierten  Ebene  bezeichnet: 

p  =  s(cosa  cosu  -j-  cosß  cosv  -f-  coay  coaw) 
d.  i. 

p  :=z  a  cosu  -\-  b  cosv  -^  c  cosw. 

Diese  Formel  giebt  also  die  Projektion  p  von  s  auf  eine  belie- 
bige Ebene,  wenn  man  erst  die  Projektionen  von  s  auf  die  Coor- 
dinatenebenen und  die  Stellung  der  neuen  Ebene  kennt.  Für  meh- 
rere beliebig  liegende  Figuren  Si ,  s^  etc.  hat  man  entsprechend 

P  =  Äcosu  -|-  B  cosv  -\-  Ccosw^ 

wo  P  die  Projektionssumme  i?i  -f-  P2  "f"  ^tc.  bedeutet,  und  ebenso 
Ä^  jB,  C  die  Siunmen  der  auf  den  Coordinatenebenen  construirten 
Projektionen  sind.  Wir  suchen  nun  die  Ebene,  für  welche  P  sein 
Maximum  erreicht.  Dann  sind  wegen  der  immer  stattfindenden  Be- 
dingung 

cos'^u  -j-  cos^v  -f-  cos^w  —  1  =  0 

zwei  unabhängige  Variabele  u  und  v  vorhanden,  während  w  eine 
Funktion  von  u  und  v  ist.  Durch  partielle  Differenziation  von  P 
hat  man,  die  Differenzialquotienten  gleich  Null  gesetzt, 

A  sinu  +  Csinw  -r —  =  0 
'  du 

B sinv  +  C sinw  -r —  =  0. 

Die  partiellen  Differenzialquotienten  der  Bedingujagsgleichong  vixi^ 
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C08U  8inu  +  cosw  sinw  -r —  =  0 

'  du 

I  •  ^^  A 

C08V  8tnv  +  cosw  sinw  -r —  =  0. 

'  ÖV 

Durch  Elimination  der  partiellen  Differenzialquotienten  von  w 
ergeben  sich  hieraus  die  Gleichungen 

Acosw  =  Ccosu^  Bcosw  =  Ccosv^ 

welche  in  Verbindung  mit  der  Bedingungsgleichung  zur  Bestimmung 
von  u^  v^  w  führen;  man  erhält  nämlich 

cosu  cosv  cosw  1 

Ä     ""     B     ~     C     ~  V^2_j_j52^^ 

und  hierdurch  erfährt  man  die  Stellung  derjenigen  Ebene,  für  wel- 
che die  Summe  der  Projektionen  von  allen  Polygonen  ihren  gröss- 
ten  Werth  erreicht 


Die    Potenzenreihen. 


zwischen  einer  Fanktic 


I.  Wir  haben  bislier  immer  vorausgesetzt,  dass  die  Funktionen 
nnd  ihre  Differenz! alquotienten  stetig  verlaufen,  wenigstens  haben 
wir  gerade  den  Stellen ,  wo  eine  Discontinuität  eintritt,  noch  keine 
besondere  Aufmerksamkeit  geschenkt;  dies  eoU  jetzt  geschehen.  Be- 
trachten wir  die  Definition  des  Differenzialquotienten 
.  /(.,  +  8)  -  fix) 


/'W  = 


iim-i 


etwas  genauer,  so  finden  wir  im  Zähler  die  Differenz  zweier  Nach- 
barwerthe  /(a;  -f-  S)  und  /(«)  der  Funktion ;  eine  solche  Differenz 
TCrscbwindet  im  Allgemeinen  mit  &  zugleich,   aasgenommen,  wenn 

man  dem  x  einen  solchen  Spezialwerth  |  ertheilt,  für  welchen  /(«) 
eine  Unterbrechung  der  Continuität  erleidet.  Igt  dies  der  Fall,  so 
nähert  sich  f(ß  -(-  Ö)  —  /(^)  irgend  einer  endlichen  Grenze  c  und 


/■(i)  = 


^-7  =  »- 

Um  [dies  an  einem  ganz  ein&chen 
Beispiele  nachzuweisen,  denken  wir 
uns    eine  Funktion,    welche  von  x 

^=.  —  CO  bis  3:  ■=  ^  —  0  den  con- 
ätanten  Werth  k  und  von  i  =  |  -(-  0 
bis  x=-(-JC  den  ebenfalls  constan- 
ten  Werth  K'^k  besitzt,  deren  geo- 
metrisches Bild  also  ans  zwei  Geraden 
parallel  zur  Abscissenachse  (Fig.  26) 
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bestehen  würde.    Für  «?  <  |  iat  immer  /'  (a?)  =  0,  f  ür  ät  =  |  —  0 
hat  man 


endlich  für  ^  >  S  -f-  0  wiederum  /'  (x)  =  0.    Eine  ganz  ähnliche 

Betrachtung  gilt  für  jeden  anderen  Fall;  man  wird  sich  dadurch 
leicht  überzeugen,  dass  der  Differenzialquotient  endlich  ist  für  d?<& 
unendlich  für  x  =  ^  —  0  und  dann  wieder  endlich  für  x^  ^-{-  0; 

hieraus  erkennt  man  zugleich  die  Discontinuität  des  Differenzialquo- 
tienten,  zusammen  also  die  Richtigkeit  des  Satzes: 

Der  Differenzialquotient  einer  Funktion  wird  an  allen  den 
Stellen  unendlich  und  zugleich  discontinuirlich ,  an  welchen 
die  ursprüngliche   Funktion  eine  Unterbrechung  der  Stetig- 
keit erleidet. 
Setzen  wir  umgekehrt  den  Differenzialquotienten  als  endlich  und 
continuirlich  voraus,  so  kann  die  Funktion  nicht  aufhören  stetig  zu 
sein,  weil  ausserdem  der  Differenzialquotient  unendlich  und  discon- 
tinuirlich würde,  was  gegen  die  Voraussetzung  ist;  also: 

So  lange  der  Differenzialquotient  einer  Funktion  endlich  und 
stetig  bleibt,  verläuft  die  Funktion  selbst  continuirlich. 
Auch  hierin  liegt  eine  geometrische  Bedeutung ;  denken  wir  uns 
fOe)  als  Ordinate  zur  Abscisse  o?,  so  ist  f(x)  die  über  der  Abscisse 
X  stehende  Fläche,  ändern  sich  nun  die  Ordinaten  stetig  und  bleiben 
sie  dabei  unendlich,  so  erhellt  unmittelbar,  dass  auch  die  Aenderun- 
gen  der  Fläche  stetig  geschehen. 

H.  Bezeichnen  wir  mit  Ä  den  grössten  und  mit  B  den  klein- 
sten Werth,  welchen  die  derivirte  Funktion  i^(a?)  annimmt,  wenn 
a  das  Intervall  a  =  ahis  x  =  a-^  h  durchläuft,  und  setzen  wir  A 
und  JB  als  endliche  Grössen  voraus,  so  ist  innerhalb  der  genannten 
Grenzen 

F'ia)  —  Ä  negativ,  JP(a)  —  B  positiv 
oder  auch,  wenn  man  x  =i  a  -^  z  setzt,  wo  nun  z  das  Intervall  0 
hia  h  durchläuft;, 

1)  ^(a-f;e)  — ^<0 

2)  i?*(a-|- ^)  — -B>  0. 

'    Die  linkef'  Hand  stehenden  Ausdrücke  können  als  die  Differen- 
aialquotienten  der  Funktionen 

3)  FCa  +  z)  —  F{a)  —  Äz 
tmd 

4)  Fia  +  z)  —  Fia)  —  Bz 


ä 
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angesehen  werden,  und  es  folgt  aus  Nro.  1),  dass  der  Ausdruck  in 
3)  abnimmt  von  z  =  0  bis  z  =  h^  ebenso  aus  Nro.  2),  dass  die 
unter  4)  verzeichnete  Funktion  innerhalb  desselben  Intervalles 
wächst.  Da  ferner  F(a  -{-  z)  —  F(d)  —  Äz  für  z=zO  verschwin- 
det, so  kann  jene  Abnahme  nur  in  der  Weise  geschehen,  dass  der 
fragliche  Ausdruck  von  z  =  0  hiä  z  =3  h  negativ  bleibt,  also 

5)  Fda  -\-h)  —  Fdä)  —  ^Ä  <  0 

ist;  ebenso  kann  die  Funktion  FC^a-^- z)  —  F(id)  —  Bz^  weil  sie 
für  z  =  0  verschwindet,  nur  auf  der  positiven  Seite  wachsen,  wor- 
aus folgt: 

6)  F(a  +  Ä)  —  F(ä)  —  5Ä  >  0. 
Lassen  wir  nun  in  dem  Ausdrucke 

7)  Fia  +  Ä)  —  Fdä)  —  F{x)h 

X  von  a  bis  a-\-h  gehen,  so  erreicht  F  (je)  einmal  sein  Maximum  A 
und  ein  andermal  sein  Minimum  B;  im  ersten  Falle  wird  nach 
Nro.  5)  der  Ausdruck  negativ,  im  zweiten  Falle  positiv  (nach  Nro.  6). 
Dieser  Uebergang  vom  Negativen  zum  Positiven  ist  bei  einer  steti- 
gen Funktion  nur  möglich,  wenn  sie  dazwischen  den  Werth  Null 
angenommen  hat,  setzen  wir  also  Fix)  als  stetig  von  x  =  a  bis 
a?  :=:  a  -|-  Ä  voraus ,  so  muss  es  einen  Spezialwerth  ft  von  x  geben, 
für  welchen 

Fia  +  Ä)  —  F{a)  —  F(ii)h  =  0 
oder 

F(a-^h)  =  F(d)  +  hF(ii) 

wird ;  dieser  Spezialwerth  ft  liegt  irgendwo  zwischen  a  und  a  -(-  Ä, 
man  kann  ihn  daher  mit.  a  -^  d'h  bezeichnen,  wo  d*  einen  nicht  nä- 
her bekannten  positiven  echten  Bruch  bedeutet;  demnach  ist  jetzt 

8)  Fia  +  Ä)  =  F(ä)  J^hF(a-^ d'K), 

und  zwar  unter  der  Determination,  dass  jF(^)  endlich  und  stetig 
bleibt  von  x  =  a  bis  x  =  a  -\-  h.  Denkt  man  sich  F^x)  als  die 
über  der  Abscisse  x  stehende  Fläche ,  mithin  F  (x)  als  Ordinate  zur 
Abscisse  ^,  so  besitzt  der  obige  Satz  die  sehr  einfache  Bedeutung, 
dass  die  über  der  Strecke  h  der  Abscissenachse  stehende  Fläche  als 
ein  Rechteck  angesehen  werden  kann,  welches  h  zur  Basis  und  eine 
mittlere  Ordinate  zur  Höhe  hat. 

Für  a  -}-  Ä  :;=  5,  also  h  =  b  —  a  geht  die  Gleichung.  8)*  in 
die  folgende  über 

9)  Fib)  =  F(ä)  -\-.(b  —  ä)F'la-^d'(b  —  a)], 

bei  welcher  F'  (x)  stetig  und  endlich  bleiben  muss  von  a?  ==  a  bis 
a?  =  5. 
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§.  30. 
Die  endlichen  Fotenzenreihen. 

Bereits  in  §.  24.,  Formel  5)  haben  wir  gesehen,  dass  die  geän- 
rte  Funktion /(jy-f-Ä)  durch  eine  Reihe  ausgedrückt  werden  kann, 
lohe  nach  Potenzen  von  h  fortschreitet  und  die  Funktionen  /(x% 
x)^f"(ß)  etc.  als  Coeffizienten  enthält;  jene  Formel  gmlt  jedoch 
r  für  solche  h^  welche  die  Null  zur  Grenze  haben,  und  es  wäre 
her  die  Frage,  ob  sich  diese  Beschränkung  nicht  wegschaffen 
Bse.    Zu  diesem  Zwecke  versuchen  wir  die  Summirung  der  Reihe: 

L  welcher  wir  das  beliebige  h  =  a  —  x  setzen  können ,  ohne  der 
Igemeinheit  Eintrag  zu  thun.  Sei  Fix)  die  unbekannte  Summe 
»er  Reihe,  also 

Fix)  =  fix)  +  iL=f./'(x)_|_i^Z^  ///(x)  4- 


n— 1 


findet  man  zunächst  durch  beiderseitige  Differenziation  und  nach 
ibung  aller  negativen  Glieder 

p  u)  = (g-^r-^ („) 

"^^         1.2.3...  (n  — 1)''       ^^ 

Q  hieraus  F(je)  selbst  abzuleiten,  benutzen  wir  das  Theorem  9) 
s  vorigen  Paragraphen,  indem  wir  uns  x  an  die  Stelle  von  b  ge- 
zt  denken;  es  ist  dann 

s)^Fia)+ ix-ä)  ^7/;+^;"~;57>>(^+»  (*-«)) 

Fix)=Fia)-  f;73.^:~_!r)/"na+»(x-a)), 

bei  jedoch  vorausgesetzt  wird,  dass  P  (x)  stetig  und  endlich  bleibe, 
a  X  =  a  hls  X  =2  h  ==:  X,    Diese  Bedingung  ist,   wie  man  aus 

x>.  2)  abnehmen  kann,  erfüllt,  sobald  Z^'*)  (o?)  innerhalb  jenes  In- 
■valles  stetig  und  endlich  bleibt,  woraus  weiter  folgt,  dass  auch 

»— l)(jr),  /('^""^^(fl?),  . .  .  /'(a?),  fix)  Yonx  =  xhi3X  =  a  end- 
h  und  stetig  sind.  Die  Formel  3)  gäbe  nun  die  gesuchte  Summe 
[x\  wenn  der  spezielle  Werth  Fia)  derselben  bekannt  wäre;  die- 


ä 
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ser  findet  sich  aber  unmittelbar  au3  Nro.  1),  nämlich  F(a)  =  /(a), 
und  es  ist  nun  die  gesuchte  Summe: 

•'^^         1.2.3  ...(«— 1)-^      v«-r      ^  ;.' 

Setzen  wir  endlich  noch  a  —  x  =  h^  also  a  =  x  -\-  k,  und  1  —  ^ 
=  ö,  wo  nun  ö  -wiederum  einen  positiven  echten  Bruch  bezeich- 
net, so  haben  wir  die  Formeln 

und 

5)    /(^+Ä)=/(x)4-y/(ar)+y-^/'(x)  + 

deren  Gültigkeit  an  die  Bedingung  gebunden  ist ,  dass  /(«),  /'  («)i 
/"  (j?)  .  .  .  /(")  (or)  endlich  und  stetig  bleiben ,  während  x  das  Inter- 
vall X  bis  X  -^  h  durchläuft  Die  Gleichung  5)  heisst  das  Theorem 
von  Taylor,  das  letzte  Glied  rechter  Hand  der  Rest  der  Reihe. 

Nehmen  wir  speziell  x  =  0  und  setzen  nachträglich  x  an  die 
Stelle  von  A,  so  gehen  die  vorigen  Formeln  in  die  folgenden  über: 


-/(0)+^-«+YT  *+•••  + 1.2. .(«-!)* 


und 

7)   /(^)=/(0)+Ä\+/^a.2+ 

'    1.2..(n  — 1)  '     1.2...  (n  —  1)-'       ^      ^' 

zu  deren  Bestehen  erfordert  wird,  dass  f(x)^  f  (a?),  .  .  .  /W  (j?)  ste- 
tig und  endlich  bleiben,  während  x  von  0  bis  x  geht.  Die  Formel 
7)  heisst  das  Theorem  von  Mac  L aurin  und  kann  dazu  dienen, 
um  eine  gegebene  Funktion  /(ä),  welche  der  eben  ausgesprochenen 
Bedingung  genügt,  in  eine  sogenannte  Fotenzenreihe  zu  verwandeln- 
Um  dies  an  einem  Beispiele  zu  zeigen,  nehmen  wir 
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ist  dann  für  ein  positives  ganzes  k 

(1— ^r 

i  mithin  durch  Substitution  in  Nro.  7): 

,  (-i-)=i.+s..+...+-4..-.+ <ip^^. 

\1  —  x^  n — 1  (1  —  00?)^ 

Um  Grenzen  für  die  Gültigkeit  dieser  Formel  zu  em^itteln,  be- 
ff  es  nur  der  Erinnerung,  dass  im  vorliegenden  Falle  /(*),  /'  (x), . . 

)(«)  stetig  und  endlich  bleiben  einerseits  von  x=0  bis  x  =  —  oo  , 
lererseits  von  jj  =  Obisj?  =  -j-  1,  die  Grenzfälle  —  oo  und 
1  ausgeschlossen;  die  Formel  8)  gilt  demnach  für  —  oo  <:^j?<^-f~l- 
EIS  den  Best  der  Reihe  betrifil,  so  kann  man  bemerken,  dass  der 
üdruck 

(1  —  e)^-l 

(1  —  ®«)^ 

Funktion  von  &  betrachtet  abnimmt,  wenn  0  von  0  bis  1  geht, 

SS  mithin  der  Fall  @  =  0  das  Maximum,  und  ®  =  1  das  Mini- 

im  des  Bestes  giebt;  demzufolge  ist 

(i  —  0)^—1 

1  >}^ -^ >  0 

(1  —  05?)^ 

i  man  könnte  daher  den  Best  kiirz  mit  ®^a;^  bezeichnen,  wo  ®^ 

len  echten  positiven  Bruch  bedeutet. 

Die  unter  4)  und  6)  verzeichneten  Besultate  sind  noch  einer 
>dification  fähig,  welche  hauptsächlich  die  beliebige  Zahl  n  be- 
OFfc.  Lassen  wir  nämlich  n  fortwährend  wachsen,  so  werden  die 
shter  Hand  befindlichen  aus  n  Gliedern  bestehenden  endlichen  Bei- 
Q  EU  unendlichen  Beihen,  und  es  würden  die  Formeln  4)  und  6) 
die  folgenden  übergehen: 

/(*+Ä)-  Lm i.2.3...(»-l) 

(l_0)»-lx"/(»)(@^) 
/(x)  -  Lm i.2...(«-l) 

=  /(0)  +  -y-  ^+  -i72~  *'  +  TTäTä  *'  + 

Der  Betrag  eines  jeden  der  linker  Hand  angedeuteten  Grrenz- 
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werthe  lässt  sieh  im  Allgemeinen  nicht  angeben,  es  ist  aber  denk- 
bar, dass  unter  Umständen 

9)  ^.^(l-er-UvW(.+  0A)^ 

^  1.2.3....(n— 1) 

und  ebenso 

^^)  ^'"*         1.2.3....(«-1)        -  ^ 

werden  kann;  in  diesem  Falle  gehen  die  vorigen  Formeln  in  die  fol- 
genden über: 

11)  /(«+A)  =  /(«)  +  -^  /'(*)  +  j^  /"(x)  -f 

12)  /(*)=/(0)+^«  +^^x2  +  .... 

So  z,  B.  war  in  dem  unter  Nro.  8)  behandelten  Beispiele  der 

Rest  von  der  Form  ^f^a^  und  ®^  ein  echter  Bruch;   für  unendlich 

wachsende  n  ist  der  Grenzwerth  hiervon  im  Allgemeinen  nicht  be-» 
stimmt,  beschränkt  man  aber  x  auf  das  Intervall  —  1  bis  -[-  1,  setzt 

also  1  ^  ar  >  —  1  voraus ,  so  ist  Lira  (0^  x^)  entschieden  =  0  und 

man  gelangt  damit  zu  der  Formel: 

13)  '(^)  =  l*  +  i*^  +  l*«  + 

die  sich  vor  der  in  8)  verzeichneten  Formel  dadurch  auszeichnet, 
dass  sie  keine  nicht  näher  bekannte  Grösse  ®  enthält,  während  sie 
andererseits  spezieller  als  die  Formel  8)  ist,  insofern  in  ihr  x  einen 
weit  kleineren  Spielraum  hat. 

Jede  solche  Fortsetzung  der  endlichen  Reihen  zu  unendlichen 
Reihen  verlangt,  wie  wir  so  eben  sahen,  eine  besondere  Restunter- 
suchung, die  um  so  weitläufiger  ausfallen  "wird,  je  verwickelter  die 
Funktion  f(x)  ist;  es  muss  daher  unsere  Sorge  sein,  diese  Umständ- 
lichkeit so  viel  als  möglich  zu  vermeiden. 


§.  31. 
Die  unendlichen  Fotenzenreihen. 

Die  unendliche  Taylor 'sehe  Reihe  (Nro.  11.  des  vorigen  Pa- 
ragraphen) erfordert  vermöge  ihrer  Entstehung  aus  der  endlichen 
Taylor'schen  Reihe  (Nro.  5.)  zunächst  die  Stetigkeit  und  Endlich- 
keit von  f(je)  und  allen  Differenzialquotienten  dieser  Funktion.    Ui 
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zweitens  die  Grenzen  zu  finden,  innerhalb  deren  sich  h  bewegen  darf^ 
ist  nichts  einfacher,  als  die  Gleichimg 

fix-\-h)  =  /Cr)  4-  _  //(^)  +  ^— ^  //^Or)  +  .  .  .  . 

einer  Probe  zu  unterwerfen.    Setzen  wir  nämlich  h  =  a — j*,  so  wäre 

1)  /(a)  =/(.r)  +  ^  f'Cx)   +  ^^^  f"(,r)  +  .  .  .  . 

mithin  die  Summe  den  Reihe  eine  Constante ,  und  da  der  Difleren- 
zialquotient  einer  Constanten  die  Null  ist,  so  müsste  auch  der  Difie- 
renzialqi^tient  der  unendlichen  Reihe  verschwinden.  Die  obige  un- 
endliche Reihe  geht  nun  aus  der  endlichen  Reihe 

dadurch  hervor,  dass  die  Gliederzahl  n  in's  Unendliche  wächst;  auf 
gleiche  Weise  entsteht  der  Differenzialquotient  der  unendlichen  Reihe 
aus  dem  Differenzialquotienten  der  endlichen  Reihe ;  letzterer  ist  nach 
Formel  2)  §.  30.: 

1.2  ...  (n-1)-'       ^^' 
mithin  haben  wir  für  unendlich  wachsende  n 

dx 

~  1.2.5...(n— 1) 

nnd  wenn  dieser  Differenzialquotient  die  Null  sein  soll,  so  ist  die 
Bedingung 

Ca — ar)^— 1  f^^^M 

^>  ^     1.2.3...(n-l)    -^ 

^xforderlich ,  aus  welcher  sich  der  für  x  erlaubte  Spielraum  bestim- 
»leii  lässt. 

Fassen  wir  das  Bisherige  zusammen,  so  haben  wir  für  a  =  x-\-h 
folgendes  Theorem : 

A.  Bleiben  die  Funktionen  /(^),  /'(^),  /"(^)  etc.  endlich  und 
stetig  innerhalb  des  Intervalles  or  bis  ^  ~|-  A,  so  gilt  die 
Formel 

-      f(x-\-K)  =  fix)  +—/'(«)+  _  ///(^)  -I- 
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und  zwar  für  alle  x  und  A,  welche  der  Bedingniig 

1.2.3...(ii— 1)  ~ 
Genage  leisten. 

For  X  =  0,  und  wenn  nachher  x  für  h  geschrieben  wird,  er- 
giebt  sich  weiter: 

B.  Bleiben  die  P^mktionen  /(')) /'('), /"(')  etc.  endlich  und 
stetig  innerhalb  des  Interralles  0  bis  x  (d.  h.  innerhalb  eines 
die  Knll  dnseUieBsenden  Interralles),  so  ist 

und  zwar  für  alle  jr,  nielche  der  Bedingung 

l.Ä.S...(ii— 1)  ~ 
Genage  leistm« 

Dieser  Satz  ist  von  besonderer  Wichtigkeit,  da  in  ihm  die  lOt- 
tel  enthalten  sind,  um  eine  Funktion  in  eine  Potenzenreihe  an  ver- 
wandeln; man  kann  ihn  auch  folgendermassen  formuliren: 

C.  Wenn  die  Funktion  /(x)  nebst  ihren  sämmtlichen  Differen- 
zialquotienten  endlich  und  stetig  bleibt  innerhalb  eines  den 
Werth  X  =  0  einschliessenden  InterraUes,  so  ist  jederzeit 
eine  Beihenverwandlung  von  der  Form 

/(x)  =  Jo  4-  ^1'  +  ^''  +  ^JP*  + 

ausführbar  und  zwar  gilt  dieselbe  für  alle  x,  welche  der  Be- 
dingung 

Um  (nÄ^jip-^)  =  0 
genügen. 

Der  Sinn  der  beiden  Determinationen,  welche  hier  vorkommen, 
ist  einfjBUsh  folgender:  Die  Bedingung  der  Continuität  von  /(x),  /'(«), 
/"(x)  etc.  innerhalb  eines  die  Null  umüakssenden  Intervalles  scheidet 
die  Funktionen  ans,  welche  nicht  in  Potenzenreihen  verwandelbar 

sind  (wie  z.  B. ,  cotx  etc.),  die  zweite  Bedingung  um  («J^^jp'*""^) 

scheidet  die  Werthe  der  Yariabelen  x  aus,  für  die  jene  Ekit- 
wickelung  nicht  mehr  gilt.  Was  endlich  die  Coeffizienten  A^^  J}, 
A^  etc.  betriflt,  so  kann  man  sie  entweder  direkt  nadi  den  Formehi 

8)  4,=/(0),    .1,  =  J^ 

oder   indirekt   dadurch   bestimmen,    dass    man  mit  der  Gleichio^ 


^ 
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r)  =  ^  -f-  AiX  4"  ©tc.  weiter  rechnet,  wie  es  z.  B.  in  §.  6.  V, 
flchehen  ist ;  im  letztoren  Falle  bildet  der  Satz  C.  die  wissenscliaft- 
lie  Grandlage  der  sogenannten  Methode  der  unbestimmten 
^effizienten. 

Für  den  Gebrauch  des  gsnsnnten  Theorems  ist  es  übrigens  vor^ 

dlhaft,  der  Bedingung  Um  (nÄ^j/*"^^)    eine  etwas  andere  Form 

geben,  zu  welcher  man  auf  folgendem  Wege  gelangt.   Wenn  eine 

tnktion  ^(n)  von  n  die  Eigenschaft  besitzt,   dass  für  unendlich 

if  (n+l) 
ichsende  n  der  absolute  Werth  des  Quotieiiten  -rr: —  sich  ei- 

r  unter  der  Einheit  liegenden  Grenze  niliartf  wenn  also  die  Be- 
üiungen 

;tt  finden,  so  darf  man  für  irgend  ein 'endliwhes  n 


Ken,  wo  man  d  zwar  nicht  näher  kennt,  aber  wenigstens  weiss, 
18  es  bei  unendlich  wachsenden  n  die  Null  zur  Grenze  hat.  Da 
n  d  beliebig  klein  gemacht  werden  kann,  sobald  nur  n  hinreichend 
oss  genommen  wird,  so  lässt  sich  letzteres  auch  so  wählen,  dass 
<;  1  —  X  oder  A  -f"  ^  ^C  ^  wird  \md  bleibt,  wenn  n  noch  weiter 
nimmt.  Nennen  wir  k  den  jedenfalls  bestimmten  endlichen  Werth 
3  n,  von  welchem  ab  A  -[-  Ä  <C  1  bleibt,  so  haben  wir 

i>(k)       —*  +  *»<! 

d  durdi  Multiplikatioii  dieser  m  üngleichnngen 

Ffir  ife  -|-  m  ==  n,  also  m  ^  n  —  k,  erhält  man  hieraus 

Lassen  wir  jetzt  n  in's  Unendliche  wachsen  und  beachten,  dass 
SehUmiloh,  Asalysii.  9  ^ 


^(«)<T7™5a  +  Ä)"- 
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A  -|-  Ä  ein  echter  Bruch,  mithin  Lim  (X  -f-  Ä)"  =  0  ist,  und  dass 
es  sich  immer  nur  um  absolute  Werthe  handelt,  so  folgt  augenblicklich 

Lim  tlf(ny=  0. 
Wenn  also  eine  Funktion  ^(n)  für  unendlich  wachsende  n  die 
Null  zur  Grenze  haben  soll,  so  ist  dazu  nur  nöthig,  dass  der  abso- 
lute Werth  von  Lim /"      weniger  als  die  Einheit  betrage.  Wen- 

den  wir  dies  auf  den  Fall  ipCn)  =  nÄ^^a^^^^    an,    so    folgt,    das« 
Lim  (n  A^  a?**""^)  =  0  wird ,  wenn 

d.  h. 

-^1*4-1                                               '^n 
aLm  — ?-  <  1   oder   x  <^  Lim 

ist.    Dies  giebt  an  die  Stelle  von  C.  folgenden  Satz: 

D.  Wenn  die  Funktion  /(ar)  nebst  ihren  sänmitlichen  DiflTeren- 
zialquotienten  endlich  und  stetig  bleibt  innerhalb  eines  die 
Null  umfassenden  Intervalles,  so  ist  jederzeit  eine  Reihen- 
verwandlung  von  der  Form 

f(jß)  z=  Ä^  -\-  ÄiX  -\-  A^x'^  -\-  Ä^x^  •■{'*,.  . 

ausführbar  und  zwar  gilt  sie  für  alle  x,  deren  absoluter  Werth 
weniger  beträgt,  als  der  absolute  Werth  von 

Lim 


^n+1 

In  dieser  Form  werden  wir  das  Theorem  von  Mac  Laurin 
anwenden,    um    sowohl  die  einfachen  als   auch  zusammengesetzte 
Funktionen  in   Reihen  zu   verwandeln.      Diese  Reihen    sind  mei- 
stentheils    unendliche   und    bedürfen    ebendeswegen    einer    kleinen 
Voruntersuchung,  die  wir  sogleich  erledigen  wollen.     Wir  hatten 
nämlich  in  §.  6.  bemerkt,  dass  man  nicht  geradezu  sagen  dürfe,  „der 
Differenzialquotient  einer  Summe  unendlich  vieler  Sunmianden  ist  die 
Sunune  von  den  Differenzialquotienten  der  einzelnen  Theile^^,  und  es 
ist  daher  nöthig,  die  Frage  nach  dem  Differenzialquotienten  einer 
unendlichen  Fotenzenreihe  zu  diskutiren,  da  die  folgenden  Betradi- 
tungen  solche  Differenziationen  erheischen  werden.    Sind  nun  9^(^)1 
q>*'(x)  etc.  in  der  Nachbarschaft  der  Null  stetig  und  endlich,  so  kann 
man  f(x)  =  <p'  (a?)  setzen  und  hat 

4)  9)'(x)  =  9)'(0)  +  ^^  s  +  -5^^  *»  + 
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nnd  zwar  unter  der  Bedingung 

..  ,  ^     ,         T-    (n+2)y(H-l)(0) 

5)  voX  nvm  x  <ival  nwn  Ltm  — ' — ;  ;  ,^ ^• 

^  9(«+^)(0) 

Aus  der  Stetigkeit  und  Endlichkeit  von  fp*  (or),  9''  (je)  etc.  folgt 

andererseits  die  von  ^>(ß)^  nnd  indem  wir  das  Theorem  von  Mao 

L  aurin  auf  den  Fall  f{x)  =  fp(je)  anwenden 

6)  ^(,)  =  ^(0)+Ö,  +  ^),.  + 


(n  4- 1)  ©  W  (0) 
7)  val  num  x  <r  vcd  num  Lim   — '     ,\T • 

9j(M-l)(0) 
Differenzirt  man  aber  die  Gleichung  6),  so  erhält  man  Nro.  4), 
und  schreibt  man  in  Nro.  5)  m  für  n-|-l,  so  ist  jene  Bedingung  von 
der  in  7)  verzeichneten  nicht  verschieden ;  d.  h.  zusammen :  die  aus 
dem  Theoreme  von  Mac  Laurin  abgeleiteten  Gleichungen  dürfen 
auf  gewöhnliche  Weise  differenzirt  werden,  ohne  dass  das  Gültig« 
keitsintervall  der  Yariabelen  zu  ändern  wäre. 


§.  32. 

Die  Reihen  für  Potenz,  Logarithmus  und  Exponen- 

zialgrösse. 

I.  Da  wir  die  Entwickelung  des  Ausdrucks  (1-f-«)^  für  den 
Fall  eines  ganzen  positiven  ^  bereits  erledigt  haben,  so  setzen  wir 
im  Folgenden  immer  voraus,  dass  der  Exponent  keine  ganze  positive 

Zahl  sei.    Es  ist  nun  für  f(a)  =  (l-f-*)'* 

(1  -f-  ay'~f* 
wobei  die  zweite  Form  für  äj  ]>  fi  dient,  ein  Fall,   der  früher  oder 
später  immer  eintritt.     Sollen  nun  /(a?),  /'(a?),  /"(«)  etc.  endlich 
und  stetig  bleiben,  so  muss  x  zwischen  —  1  und  -f-  oo   liegen,  und 
dies  ist  die  erste  Bedingung  der  Entwickelung.    Femer  haben  wir 

1»Z...A/  l.^.ü....n7 

und  es  lautet  denmach  die  allgemeine  Binomialformel 

Um  noch  die  Grenzen  zu  bestimmen,  auf  welche  x  zu  beschrän- 
ken ist,  entwickeln  wir  den  Grenzwerth  von 
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llL  =2+1  =  -  1  — ^^; 


dieser  ist  —  1 ;  und  es  gilt  demnach  die  Formel  1)  für  alle  a^  deren 
absoluter  Werth  weniger  als  die  Einheit  beträgt,  d.  h.  kürzer  für 
1  >  Ä  >  —  1. 

Setzt  man  x  =  —  und  multiplizirt  beiderseits  mit  a^ ,    so  er- 

a 

hält  man  die  Formel: 

2)  (a+jy 

a 
die  unter  Anderem  zur  Ausziehung  beliebig  hoher  Wurzeln  benutzt 
werden  kann. 

n.     Für  /(ar)  =  Z  (1-f-a?)  hat  man 

(;fc)        ^  (-i)fc-l.i.2.3...(fe-l) 

und  man  erkennt  hieraus,  dass  /(^),  /'OOt  f**(ß)  etc.  endlich  und 
stetig  bleiben  für  —  1  <[  ä  <[  -f-  oo .     Ferner  ist 


A 


C-lf 


fiL  =Lim^^=Lm  fl  +  J-)  =  1, 


^n+1 

und  mithin  haben  wir  jetzt  die  Beihenentwickelung 
8)  i(i^a)  =  \x  — la^ -^10:^  —  10!^  + ..  . 

1  >  a?  >  —  1. 
Für  negative  zc  gilt  ganz  ähnlich  die  Formel: 
4)  1(1  — X)  =  —  io?  —  |ar2  —  la^  —  Ja?*  —  .  . 

1  >  ^  >  —  1, 
welche  mit  der  unter  Nro.  13)  des  vorigen  Paragraphen  gewonno- 
nen  Formel  übereinstimmt.    Die  Differenz  der  Formeln  8)  und  4) 
giebt: 

ö)     ^(lS)  =  2H^  +  l^^  +  l^'^  +  ...-] 

1  >  tf  >  —  1. 

g 1 

Für  a  =  — j— ,    wo  nun  z  jede  beliebige  positive  Zahl  sein 

Z-y-  1 

darf,  folgt  weiter 


) 


Logarithmus  nnd  Exponenzialgrössa  18S 

-^[iC-^)+!CT^)'+äeT-;)'+-]- 

3mit  das  Problem  gelöst  ist,  zu  jeder  positiven  Zahl  den  natürli» 
en  Logarithmus  zu  finden.  Für  z  =  2  erhält  man  z.  B.  eine  zur 
jrechnung  von  12  vortheilhafte  Formel. 

Aus  der  Bemerkung,  dass  l(a-\-b}  =  la  -\~  l  ll  -( j  ist, 

ükt  man  leicht  unter  Anwendung  von  Nro.  3): 

'<"+')  =  -  +  i  (t)  -  !  (tT  + 1  (t)' 

1  >  —  >-!, 
a 

d  diese  Formel  dient  zur  Berechnung  von  l(a-\-b)^  sobald  la  be- 

nnt  ist.     Ein  zu  demselben  Zwecke  noch  brauchbareres  Resultat 

det  sich  aus  der  identischen  Gleichung 


8 


1    — 


lern  man  den  zweiten  Theil  der  rechten  Seite  nach  Formel  5)  ent- 
ckelt;  es  ist  nämlich 

d  dies  gilt  für  alle  positiven  a  und  5,  weil  - — 1—7  unter  dieser 

2a-j-b 

>raassetzung  immer  ein  echter  Bruch  ist. 

Aus  den  obigen  nur  für  natürliche  Logarithmen  gültigen  Fer- 
kln kann  man  sehr  leicht  entsprechende  Formeln  für  künstliche 
»garithmen  ableiten;  es  ist  nämlich  immer 

z  =  e^'^    und    z  =  b^^'>9^\ 

[glich,  wenn  man  von  beiden  rechten  Seiten  die  natürlichen  Loga- 
hmen  nimmt, 

Iz  .  le  =  ^logz  .  Ib  oder  Iz  =.  ^logz  .  ZJ, 
oraus  umgekehrt  folgt: 

)  ^logz  =  -TT-  Iz  =:  Mi  .  Iz. 

lo 

Für  das  Brigg' sehe  System  ist  ^  =  10,  und  man  findet  nach 
en  obigen  Formeln: 

110  =  2,30258509  .  .  .,    Mio  =  0,434294482  .  .  • 


i 


^k  = 
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m.    Nehmen  wir  f(ß)  =  «^,  so  ist  f^^  (je)  =  «*  und  es  blei- 
ben /(«),  /'(«),  f^ix)  etc.  durchaus  stetig  und  endlich.    Ferner  hat 

man 

1 

1  .  2  .  3  .  .  .  jfe' 

Lim  — =  Lim  (n-f- 1)  =  oo  , 

und  so  gelangt  man  augenblicklich  zu  der  für  alle  x  geltenden 
Formel : 

.0)  ^=1  +  ^+^  +  -^  +  ..... 

Für  a?  =  1  findet  man  hieraus  den  Werth  von  e,  nämlich 

6  =  2,7182818284590... 

Setzt  man  ^  -=.  z  und  nimmt  beiderseits  die  Logarithmen  in 

irgend  einem  Systeme,  so  folgt  x  =  7^ — ,    mithin : 

log  e 

und  es  ist  damit  die  Aufgabe  gelöst,  die  Zahl  i  zu  finden,  wenn  ihr 
Logarithmus  gegeben  ist.  Am  einfachsten  gestaltet  sich  die  Formel, 
wenn  man  die  Logarithmen  als  natürliche  nimmt. 

Für  ein  negatives  oa  geht  die  Gleichung  10)  in  die  folgende 
über: 

m       .-'=1— ^  +  i-j^  + 

die  man  mit  jener  durch  Addition  und  Subtraktion  zu  neuen  Formeln 
verknüpfen  kann. 

§.   33. 
Die  trigonometrischen  Reihen. 

L     Da  sinx  und  cosx  durchaus  stetige  Funktionen  und  ihr® 
Dififerenzialquotienten  wiederum  Cosinus  oder  Sinus  sind,  so  erhellt 
zunächst  die  Möglichkeit  von  Potenzenreihen  für  die  genannten  Fmik- 
tionen.     Was  nun  den  Sinus  anbelangt,  so  hat  man 
/(0)=/n(0)=/iV(0)...  =  0, 
/i(0)  =  + 1,  /™(0)  =  -  1,  /V(0)  =  + 1  etc. 
und  mithin  folgende  Reihe 

.  X  j;3  ^5 

1)  «„^  =  _  ____  +  ____ 


.  .  .  •  • 
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um  die  Gültigkeitsgrenzen  derselben  an  bestimmen,  kann  man 

»merken,  dass  die  Entwickelung  von ^r —   nothwendig  zu  fol- 

indem  Resultate  geführt  haben  müsste: 

'~^T~  ~  ^  ~  l-^-3    '    1.2.. 5  "  1 .  2  . .  7  "^  •  '  • 
id  hier  wäre,  abgesehen  vom  Vorzeichen: 

Lm  — ^  =  Lim  [2n(2n+l)]  =  oo ; 

s  vorstehende  Beihe  gilt  demnach  für  alle  endlichen  zc,  dies  muss 
n  auch  bei  der  Formel  1)  der  Fall  sein.  Man  hätte  zu  diesem 
38ültate  unmittelbar  durch  die  Bemerkung  gelangen  können,  dass 
d  Bedingung 

X  <Z  Lim  -r aus  Lim ' <C  1 

rgeleitet  worden  ist,  und  dass  es  in  letzterer  nur  auf  den  Quo- 
nten  zweier  aufeinander  folgender  Glieder  ankommt. 

Behandelt  man  die  Funktion /(or)  =  cosx  auf  dieselbe  Weise, 
findet  man  ohne  Schwierigkeit  die  Beihe: 

dr2  ^4  a^        . 

"'""  =  ^  -  O  +  O^TI-OTTe  +  •  •  •  •' 

liehe  ebenfalls  für  jedes  endliche  x  gilt. 

II«  Was  die  Sekante  anbetrifit,  so  lässt  sich  aus  dem  Umstände, 
M  secx  und  die  Differenzialquotienten  davon  innerhalb  des  Inter- 

Ues r-  bis  -| — r-  endlich  und  stetig  bleiben,  die  Möglichkeit 

ler  Beihenverwandlung  schliessen ;  man  erkennt  dieselbe  aber  auch 
8  der  Gleichung 

1  1 

aecx  = = ' -, 

COBX  1 (1  —  C08X) 

enn  man  dieselbe  mittelst  des  aus  dem  Binomialtheoreme  folgen- 
)n  Satzes 

j-~— •  =1-|-M-|-„2-|-m8-J« ^      1>M>—  1 

^nsformirt.  Man  erhält  nämlich  unter  der  Voraussetzung,  dass 
-^cosx  ein  echter  Bruch,  mithin  cosx  positiv  und  also  x  zunächst 

^chen T-  und  -| r-  enthalten  ist: 


{ 
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««c  0?  =  1  -f-  (1  —  C08  ä)  -f-  (1  —  CO«  «)3  -|- 

und  wenn  man  sich  statt  cos  a  seinen  Werth  aus  Nro.  2)  gesetzt^  die 
angedeuteten  Fotenzirungen  ausgeführt  und  das  Gleichartige  verei- 
nigt denkt,  so  muss  offenbar  dieselbe  Reihe  zum  Vorschein  kommen, 
wie  bei  der  unmittelbaren  Anwendung  des  Theoremes  von  Mae 
Laurin.  Zugleich  erhellt,  dass  diese  Reihe  nur  gerade  Potenzen 
von  a  enthalten,  dass  also  eine  Gleichung  von  der  Form 

resultireii  wird.    Darin  ist  für  /(x)  =  secx 

T,  =  /n(0),     74  =  /iv(0),     2i  =  /^(O), 

Um  eine  Formel  zu  erhalten,  aus  welcher  sich  diese  CoefBzien- 
ten  berechnen  lassen,  setzen  wir  in  der  Gleichung  8)  des  §.  12. 
«  =  0  ;  es  ist  dann  : 

4)  T^  =  n2  r^_2  —  H  ^n— 4  +  H  "^n-^G  —  •  •  •  • 

und  indem  man  diese  Beziehung  für  n  =  2,  4,  6,  .  •  in  Ansprach 

nimmt,  wobei  To  ==  1  zu  setzen  ist ,  findet  man  successive : 

Ein  ganz  ähnliches  Verfahren  ist  auf  die  Tangente  anwendbar. 
Die  Möglichkeit  der  Entwickelung  erhellt  nämlich  daraus,  dass  tansB 
und  die  Differenzialquotienten  dieser  Funktion  endlich  und  stetig 
bleiben  für  ^tc  "^  x  "^  —  gjr;  man  würde  aber  dieselbe  Reihe  fin- 
den müssen,  wenn  man  die  Sekantenreihe  mit  der  Sinusreihe  multi- 
plizirte  und  die  letztere  Bemerkung  zeigt  auf  der  Stelle  die  Form 
des  Resultates  und  die  Grenzen  seiner  Gültigkeit,  nämlich: 

2    ^      -^  2 

Dabei  ist,  wenn  tanx  mit  f (je)  bezeichnet  wird, 

2i=/(0),     2'8=/m(0),     2i=/V(0),  .... 

Andererseits  ergiebt  sich  aus  der  Formel  9)  §.  12.  für  «  =  0: 

6)       7'„  =  «•«  ^  +  «2  r^2  -  «4  2;_4  +  nc  ^„„e 

und  mittelst  dieser  Formel  lassen  sich  die  Coeffizienten  Ti,  Ts,  Tö»  •  " 
berechnen,  indem  man  n  =  1,  3,  5,  .  .  .  setzt. 


I 
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Die  Formeln  4)  und  6)  unterscheiden  sich  nur  insofern,  als  in 
der  ersten  n  immer  gerade,  in  der  zweiten  ungerade  ist;  man  kann 
daher  als  allgemeine  Formel  für  alle  T  die  folgende  aufstellen : 

und  aus  dieser  ergeben  sich  für  n=l,  2,8,  4,  ...  wechselweise 
die  Tangenten-  und  Sekantenkoeffizienten,  nämlich: 

Ti  =  1,   T2  =  1,   T3  =  2,   n  =  5,  T5  =  16,  Ti  =  61,.... 

Aus  der  Bemerkung,  dass  aecx  -f-  Umx  =  tan(^it'-\^\a)y  zieht 
man  endlich  auch  das  bemerkenswerthe  Resultat: 

8)       ^(J^  +  |a.)=l+^  +  f^+l^  + 

|Ä>a?>  —  |jr, 
worin  die  sämmtlichen  mit  T  bezeichneten  Coeffizienten  vorkommen. 

m.  Die  Cosekante  lässt  sich  unmittelbar  nicht  in  eine  Poten- 
zenreihe der  bisherigen  Form  verwandeln;  man  hat  nämlich  unter 
Benutzung  der  Formel  1): 

11  1 

CO86C  äf  =  — — —  — —  —  .  ,       ,  — --, 

8ina  a  1  —  i^  "rm^^  —  •  •  • 

und  wenn  man  sich  die  Division  ausgeführt  denkt,  so  entsteht  eine 

Reihe,  welche  mit  —  anfangt.     Wir  versuchen  daher  die  Entwi- 

w 

ckelung  des  Produktes  sßcoaeca.     Es  ist  zunächst: 

X  1 

xcosecx  =  — : —  = 


stnx 


'-('-^) 


='+0-^)+('-^)'+ 


was  jedoch  voraussetzt ,  dass  1 ^    ein    echter    Bruch ,    also 

positiv,    folglich  X  zwischen   —  x  und  -j-  ä  enthalten  sei. 

X 

Denkt  man  sich  für  sinx  die  gleichgeltende  Reihe  substituirt,  die 

t)  sin  X 

"otenzirungen  von  1 ausgeführt  und  alles  Gleichartige  ver- 

X 

einigt,  so  entsteht  ein  Resultat  von  der  Form 


X coaeo 


'^—^+    1.2  +1.2.3.4*^ 
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9)  ,,,,,^  =  _+  _  +  ___+  __+.... 

5t  >  d?  >»  -7-  Jt, 

wo  es  sich  noch  um  das  Bildungsgesetz  der  mit  ü  bezeichneten 
Coeffizienten  handelt.  Wir  werden  dasselbe  gleich  nachher  erörtern. 
Aus  der  Cosekantenreihe  folgt  durch  Multiplikation  mit  der  Co- 
sinusreihe die  Cotangentenreihe ;  führt  man  die  kleine  Rechnung  aus^ 
so  erhält  man  eine  Gleichung  von  der  Form : 

1  Fl*  r,x»  V.x" 

10)  COtX  =  — -  —  ; — -  — 


t      • 


1.2        1.2.3.4         1 . 2 . . 6 

Ä  ;>•  j?  >  —  Ä, 

wo  noch  die  mit  V  bezeichneten  Coeffizienten  einer  näheren  Unter- 
suchung bedürfen. 

Die  in  den  Gleichungen  9)  und  10)  vorkommenden  Cöeffizien- 
ten  ü  und  V  sind  den  Tangentenkoeffizienten  sehr  nahe  verwandt; 
nach  einer  bekannten  Formel  ist  nämlich 

cotz  —  2  cof  2  2f  =  tan  z^ 
und  hier  lassen  sich  die  drei  vorkommenden  Funktionen  nach  den 
Formeln  10)  und  5)  entwickeln;  vergleicht  man  hierauf  die  Coeflfi- 

zienten  von  r^"^^  so  ist 

__   ^2n-l     I     ^  ^  ^2n— 1  rp 

2n      "^         2n         ~     2n-l 

und  hieraus  ergiebt  sich  für  V^^^^i  die  Formel: 

2n 
11)  ^2n-l  =  22n_i  ^2n-l- 

Femer  hat  man  den  bekannten  goniometrischen  Satz: 

2  coaec  2  z  —  cotz  =  tan z. 
Entwickelt  man  wiederum  die  drei  vorkommenden  Funktionen 

und  vergleicht  die  Coeffizienten  von  z^^~^^  so  findet  sich: 

^  ^      2n      —  ^2n-l- 

Hier  kann  man  den  Werth  von  l^^__i  aus  der  Formel  einsetzen 

und  nachher  auf  £72,, ^  als  Unbekannte  reduziren;  dies  giebt: 

2n_      2^^—  2 
22n  *  22^—1 

Da  man  die  Tangentenkoeffizienten  bereits  kennt,  so  hat  es  nach 
den  Formeln  11)  und  12)  nicht  die  mindeste  Schwierigkeit,  aus  ih 
nen  die  Cosekanten-  und  Cotangentenkoeffizienten  abzuleiten; 
findet  z.  B.  Z7i  =  |,   Us  =  ^  etfc.,   Vi  =  |,  F«  =  f^  etc. 


1'^)  ^2n-4  =  Z^  •  Tö:: 7  ^2n-l' 


CSap.  Vn.    f.  84.    Die  ojldometrischcii  Reihen.  189 

§.   34. 
Die  cyklometrischen  Reihen. 

I.     Bezeichnen  wir  Arcsina  mit  f(x)^  so  ist  nach  Formel  11) 
in  S.  12.: 

und  es  geht  hieraus  hervor,  dass  f^^^^(x)  zwischen  den  Grenzen 

—  1  und-|-  1  endlich  und  stetig  bleibt,  wenn /('*"l"^)(«)  und /(^)(d?) 
innerhalb  desselben  Intervalles  endlich  und  stetig  sind.  Da  nun  die 
beiden  ersten  Differenzialquotienten 

/'(«)  =  -J —  und  /"(ä)  =  * 


\/l— ««  (1— «»)V^1— a?« 

zwischen  —  1  und  -f~  1  endlich  und  stetig  bleiben ,  so  kommt  jetzt 
dieselbe  Eigenschaft  dem  nächsten  Differenzialquotienten  /'''  (x)  zu, 
dann  auch,  nach  derselben  Schlussweise,  dem  folgenden  /^(s)  u.  s.  w. 
Was  femer  die  Coeffizienten  Aq  ,  Äi  etc.  anbelangt,  so  bestimmen  sie 
sich,  indem  man  in  der  Formel  l)  x  =  0  und  für  n  die  Reihe  der 
natürlichen  Zahlen  setzt;  man  findet  zunächst: 

2)  /C'»+2)(0)  =  n2/W(0), 

und  da  unmittelbar 'die  Werthe 

/(0)  =  0,     /'(0)  =  0,     /"(0)  =  0 
bekannt  sind,  so  ergiebt  sich  weiter: 

/ra  (0)  =  13  .  /i  (X)  f  (0)  =  1»  ,        fTV  (0)  =  0 

/v  (0)  =  32  .  f^ix)  /m(0)  =  32  .  12      ,        /VI  (0)  =  0 
/vn(0)  =  5»  .  /v  (x)  P  (0)  =  5» .  33 .  l\        /vni(0)  =  0 

u.  s.  w.  u.  s.  w. 

und  folglich  mittelst  des  Theoremes  von  Mac  Laurin: 

8)  ATmnx  =  ^  +    1-|-+1|1|._|. 

Wie  weit  dieses  Resultat  gilt,   entscheidet  der  Grenzwerth  des 
Quotienten  zweier  aufeinander  folgenden  Glieder;  dieser  ist  nämlich 

^.     /2n— 1      2n— 1      \ 

•  ^""  l^^r  •  2-H^  ^V  =  "'' 

Und  wenn  dieser  weniger  als  die  Einheit  betragen  soll,  so  muss  x 
^'^vischen  —  1  und  -[-  1  enthalten  sein. 

Setzt  man  Aresin x  =  z^  mithin  umgekehrt  xzmsinz^  so  nimmt 
^e  Gleichung  8)  folgende  Gestalt  an: 
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■^         ^~~      '    Y"l     '"2.4    5    "^ 

l^r  >  £j  >  —  i;r. 

Wählt  man  den  Sinus  so,  dass  der  zugehörige  Bogen  einen 
aliquoten  Theil  des  Kreisumfanges  ausmacht,  so  können  diese  For- 
meln zur  Berechnung  der  Zahl  7t  dienen ;  för  sinz  =  ^  z.  B.  liefert 
die  Gleichung  4)  eine  Formel  zur  Berechnung  von  «  =  J  ä. 

Um  eine  Reihenentwickelung  för  Ärccos  x  zu  bekommen,  ist  nur 
die  Erinnerung  an  die  Formel 

Ärccos  a  =  -r Aresin  x 

nöthig;  man  hat  dann  ohne  Weiteres: 

^^  .  -  X  \    x^         \*Z     x^ 

5)  Arccosx  =  \%-—   -    y  —  -  ^-^  _  _  .  .  .  . 

1>^>-  1, 
oder  für  Ärccos  x  =  z^  und  umgekehrt  x  =  cosz: 

j  cosz  1  cos^z        1  •  3   cos^z 

6)  z  —  ^^TC —   —   j—  2TI'"5  

n.  Nehmen  wir  in  dem  Theoreme  von  Mac  Laurin  f(s) 
:=:  Arctanx^  und  erinnern  uns  an  die  Formel  10)  in  §.  12,  so  ist 
zunächst 

7)  /"+ 1)  (X)  =  -  2  n  ä>  /")  (^)  +  n  (n  -  1)  />»-  J)  (s)^ 

und  man  erkennt  hieraus,  dass  /v^+^)  (x)  für  alle  x  stetig  und  end- 
lich bleibt,  wenn  f^^\x)  und  /^'~^^  (x)  dieselbe  Eigenschaft  be- 
sitzen.    Da  nun 

1  2a? 

/W  =  rr-Ii  und/'(a?)  ==  — 


l-\-x^         "^   "^  ^  (l  +  a?2)2 

von  d?=  — Qobis  a?  =  -|-QO  endlich  und  stetig  bleiben,  so-  folgt 
hieraus  der  Reihe  nach  die  Stetigkeit  und  Endlichkeit  von  f*'  («), 
/^(x)  u.  s.  w.  innerhalb  desselben  Intervalles.  Man  hat  ferner  auf 
Nro.  7)  für  a?  =  0 : 

/^+1)(0)  =  _n(n-l)/^-l)(0), 

und  wenn  man  diese  Beziehung  mit  den  Werthen  /'(O)  =  1  un- 

/"  (0)  =  0  verbindet,  so  ergiebt  sich  successive : 

/ni(0)  =  — 2.1/(0)    =—2.1  ,    /iv(0)  =  0 

/V(0)  =—4. 3/ni(0)= +4.3.2.1,   /vi(0)=0 
/vn(0)=_6.5/V(0)  =  — 6.5...I  ,   /vni(0)  =  o 

U.  S.  W.  U.  8«  W. 


«3 


Gap«,  YK    f.  84.    Die  C7klomctriBoii«BrilMo.  141 

Das  Theorem  von  Mac  Lanrin  liefert  nun  nnmittelbar  die 
Formel : 

8)  Arctanx  =  — _— -f  — ^-j- 

Der  Grenzwerth  von  dem  Quotienten  zweier  Nachbarglieder 
ist,  abgesehen  vom  Vorzeichen: 

mid  wenn  dieser  weniger  als  die  Einheit  betragen  soll,  so  moss  x 
zwischen  —  1  und  -)-  1  enthalten  sein. 

Für  Arctanx  =  ^,  also  x  =  tanz  nimmt  die  Gleichung  8)  fol- 
gende Gestalt  an : 

^^  .  tanz  tan^z     .     tan^z 

9)  z  =  — _  +  ___.... 

Für  d;  ^  1  ist  die  Formel  8)  nicht  brauchbar ;  man  hilft  sich 
dann  auf  folgende  Weise.  Wenn  u  einen  Bogen  des  ersten  Quadran- 
ten bezeichnet,  und  x  seine  Cotangente,  so  hat  man  gleichzeitig 

1 
cotu  :^  X  und  tanu  =  — 

X 

oder  umgekehrt 

u  =  Ärccotx  und  u  =  Ärctan — . 

X 

Es  ergiebt  sich  hieraus,  dass  die  Funktionen  Arceotx  und 
Ärctan —  identisch  sind,  und  dass  man  denmach  an  die  Stelle  der 

X 

Gleichung 

Arctanx  -|-  Arceotx  =  -— 
^ch  die  folgende  setzen  kann: 

Arctanx  4-  Ärctan —  =  -rr-. 

X  / 

Für  d?  ]>•  1  ist  nun  —  <r  1 ,  und  man  wird  in  diesem  Falle 

X 

^e  Entwickelung  nach  der  Formel  8)  auf  Ärctan  —  anwenden ;  dies 

X 

Riebt  für  d?  >  1 : 
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und  für  Arctana  =  g^  woraus  —  =  cotz  folgt: 

11)  ,  =  ___-+_ 5-  +  ... 

4" 

Die  Formel  8),  von  welcher  die  übrigen  nur  Folgerungen  sind, 
liefert  Mittel  zur  Berechnung  der  L  u  d  o  1  p  h '  sehen  Zahl.  Zunächst 
kann  man  bemerken,  dass  die  Gleichung  8),  obwohl  sie  nur  für 
a?  <^  1  bewiesen  worden  ist,  doch  noch  fUr  a?  =  1  gelten  muss. 
Vereinigt  man  nämlich  die  Glieder  der  Reihe 

12)  \  —  J-  +  5  —  I  +  .  .  .  ., 
so  erhält  man  die  folgende  Reihe : 

1.3  +  5.7^9.11^ 

und  es  ist  immittelbar  klar,  dass  man  immer  grössere  Summen  be- 
kommt, wenn  man  successiv  zwei,  drei  u.  s.  f.  Glieder  dieser  neuen 

2  2  2 

Reihe  addirt.     Diese  Zunahme  der  Summen  t— r,    t"^  "f"  T""r  etc. 

1«3      1.8    '    5*7 

kann  aber  nicht  in's  Unendliche  fortgehen,  weil  man  der  Reihe  12), 

sobald  man  ihr  die  Form  giebt: 

2 2  2 

3.5        7.9        11-18 

sogleich  ansieht,  dass  ihre  Summe  weniger  als  die  Einheit  beträgt 

Es  muss  also  die  Summe  der  Reihe  12)  eine  endliche  Grösse  sein, 

und  wir  können  diese  Summe  als  den  Grenzwerth  betrachten,  den 

die  Summe  von 

1  3+5  7    +••• 

erreicht,  sobald  o;  in  1  übergeht,  woraus  weiter  folgt,  dass  dieser 

Grenzwerth  =  Ärctan  1  =  —r-  sein  muss.     Wir  haben  daher  die 

4 

merkwürdige  Formel: 

Dagegen  darf  man  in  Nro.  1 1)  o;  nicht  grösser  als  die  Einhext 
nehmen,  weil  sonst  die  Reihe  keine  bestimmte  Summe  mehr  besitst 

Die  Formel  13)  ist  zur  numerischen  Berechnung  von  sr  niclit 
brauchbar,  weil  man  eine  sehr  grosse  Menge  von  Gliedern  vereinigen 
müsste,  um  eine  nur  massige  Genauigkeit  zu  erzielen;  bessere  For- 


) 
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ein  erhält  man  dadurch,  dass  man  —  in  zwei  oder  mehrere  Theile 
iögen)  zerlegt  und  diese  einzeln  berechnet.     So  hat  man  z.  B. : 

—  =  Arctan  l  -{-  Arctan  \ 

—  =  Arctan  l  -\-  Arctan  l  -f-  Arctan  |, 

ie  man  mittelst  der  Formeln  fiir  tan  (u  -|-  v)  und  tan  (u  -^^  v -{- w) 
icht  prüfen  wird,  und  hier  kann  man  die  einzelnen  Bögen  in  rasch 
mehmende  Reihen  verwandeln. 

m.  Das  Verfahren,  dessen  wir  uns  zurEntwickelung  von  Aresin  x 
id  Arctan  a  bedient  haben,  ist  fast  wörtlich  auf  die  Funktionen 
n  (ji  Aresin  x)  und  cos  {[L  Aresin  x)  anwendbar.  Aus  den  Formeln 
2)  und  13)  des  §.  12.  erkennt  man  nämlich,  dass  jene  Funktionen 
3bst  allen  ihren  Differenzialquotienten  endlich  und  stetig  bleiben 
ir  alle  zwischen  —  1  und  -f- 1  enthaltene  «;  bestimmt  man  femer, 
5n/(0),  /(O)  und/'(0)  ausgehend,  /"(O),  f^(0)  etc.  nach  den 
Bnannten  Formeln,  so  findet  man  für  f(je)  =  sin  ([i,  Aresina)  mittelst 
es  Theoremes  von  Mac  L aurin: 


4)  sin  QiArcsinai)  =  -^  x  — ^ ^    — -^  x^ 

1  1  .  X  •  o 


1.2.3.4.5 


x^  —  ... 


od  zwar  gültig  für  1  >  j?  >  —  1 ,  weil  der  Grenzwerth  zweier 
af  einander  folgender  Coeffizienten  die  Einheit  ist.  Gewöhnlich 
ieUt  man  diese  Gleichung  in  folgender  Form  dar : 

5)  8in{i,z  =  -^  sinz  —  \^    — -^  stn^z 

^(^8— P)(ft8  — 32)      . 

1.2.3.4.5      «"  ^  -  •  •  • 

Durch  Differenziation  in  Beziehung  auf  z  erhält  man  noch: 

fix  (  /t^  —  1^ 

o)  cosfi^z  =  cosz  il  —  i-- — —  sin^z 

'  {  1  .  ^ 

+      1.2.3.4       «»*'  —  '■ 

Ist  ^l  eine  ungerade  Zahl,  so  brechen  die  Reihen  ab  und  gelten 
"^•j-eies  z  der  linken  Seite  gleich,  wie  man  leicht  aus  der  Bemer- 
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kung  schliessen  wird,  daas  beiderseits  die  Periodizität  der  Funktio- 
nen dieselbe  ist. 

Nimmt  man/(/p)  =  coadiArcsma)^  so  findet  sieh: 

p2(^2_22) 


cos 


(aArcsinx)  =  1 ^L.  ^2  J-  (U^ ^  oH^  —  .  .  . 

^  ^  1.2'^     1.2.3.4 


und  zwar  unter  der  Bedingung  1  >  a?  }>  —  1.     Man  schreibt  da- 
für gewöhnlich: 

17)  coayLz  =  1  —-f-;  sin^z-\-^.\    ,     .  ^  wi*;?  —  .  .  . 

l*iS  l.z.t5*4 

|;r,>i;>— 1«. 
Durch  Differenziation  erhält  man  daraus: 

18)  atniJLz  =  co«^;  J-^  sinz  — '^  —  sin^z  -|- 

(1  1  •  i6  •  3 


iar  >►  Ä  >  —  lar. 


Ist  ft  eine  gerade  Zahl,  so  werden  die  Reihen  in  17)  und  18) 
endliche  und  gelten  für  jedes  z  der  linken  Seiten  gleich. 

Man  kann  die  obigen  Formeln  auf  verschiedene  Weise  spe- 
zialisiren,  namentlich  dadurch,  dass  man  f(  in  Null  übergehen 
lässt  Dividirt  man  z.  B.  beide  Seiten  der  Gleichung  15)  durch  (t 
und  setzt  dann  ^  =  0,  so  kommt  man  auf  die  Formel  4)  zurück; 
die  Gleichung  16)  giebt  für  ft  =  0: 

1  =  casz  1 1  -)-  5  ««'-»  -f-  ^r-7  ^n^z  -|-  .  .  .  •  {, 

was  man  auch  unmittelbar  aus  der  Beziehung 

1  =  coBi  (1  —  sin^z) — 5 
durch  Anwendung  des  binomischen  Satzes  finden  kann. 

Subtrahirt  man  beide  Seiten  der  Gleichung  17)  von  der  Ein- 
heit, dividirt  darauf  mit  ft^  und  lässt  nachher  ft  zu  Null  werden,  so 
ergiebt  sich  das  bemerkenswerthe  Resultat: 

1«)  5*—     2+3     4     +8^56     + 

Durch  beiderseitige  Division  mit  fA  in  die  Gleichung  18)  und 

nachherige  Nullifizirung  von  ft  findet  sich  endlich  noch: 

(  .         I     2     .  ,     ,    2.4    .  ,      ,  I 

z  =  C08Z  \sin  «  +  "T  sm^z-^-  ^—7  sm^z  -f-  ....  \ 

\  3  o  •  0  ' 

oder  auch,  wenn  man  cobz  und  sinz  durch  ianz  ausdrückt: 

9m     _      to^^       ii     I     2       ton^g        ,    2.4  (     tan^z    V  ,        ► 

^^^  ^-l  +  ton^J^  +  T  l  +  ton2.  +  dTb  \l  +  tanuj  '^'"9 

|«>  x;>  —  I«, 
woraus  sich  wiederum  verschiedene  Reihen  für  x  ableiten  HMuen« 
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§.  35. 

Beihenentwickelungen  für  Funktionen  .mehrerer 

Variabelen. 

Wenn  in  der  Funktion  f(x^  y)  zweier  Variabelen  x  und  y  die 
Zunahmen  h  und  h  erhalten,  so  kann  /(jf-j-Ä,  y-\-lc)  nach  Potenzen 
von  h  und  h  entwickelt  werden ;  es  genügt  hierzu  der  einfache  Kunst- 
griff, dass  man  Ä  =  if  und  h=^t7i  setzt,  nunmehr /(df-|-^|,  y-\-t7i) 
als  Funktion  von  t  betrachtet,  und  auf  diese  neue  Funktion  das 
Theorem  von  Mac  Laurin  anwendet.     Aus 

folgt  nun  durch  successive  Diflferenziation :  "  * 

u.  s.  fl, 

wie  man  leicht  finden  wird,  indem  man  provisorisch  x-^^t  mit  u, 
y-^-^t  mit  V  bezeichnet  und  dabei  u  und  v  als  Funktionen  von  < 
betrachtet     Für  t  =0  erhält  man: 

u.  s.  w. 
Das  Theorem  von  Mac  L  aar  in  giebt  jetzt: 

oder  fennöge  der  Wertlie  |t  =  ä  und  ijt  =  i: 


+  ■ 

1 

1 

•—  ^—      m 

1 
12 

-L.  - 

1 
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2)    /(*+A,y+*)=/(«,  y) 

(■lf«+  ^0 

'       +  •  • 

Das  Bildungsgesetz  dieses  Ausdruckes  ist  sehr  leicht  zu  über- 
sehen; der  CoefQzient  von  - — ^ ist  nämlich  das  vollständige 

1    •    2    •   •   •   71 

Differenzial  der  nten  Ordnung,   wenn  man  sich  in  demselben  h  statt 
dx  und  k  für  dy  gesetzt  denkt;  man  könnte  demgemäss  auch  schreiben: 

>••••; 

was  wenigstens  sehr  tibersichtlich  ist.    Aehnliche  Formeln  gelten  für 

Funktionen  mehrerer  Variabelen  und  sind  leicht  genug  zu  entwickeln. 

Um  die  Gültigkeitsbedingungen  zu  finden,  muss  man  auf  den  Satz 

von  Mac  Laurin  zurückgehen,  indem  man  .sich  J^  für  /  und  £  für  jr 

geschrieben  denkt;  es  ergiebt  sich  daraus,  dass  erstens  die  Funktion 

/(o?,  y)  nebst  allen  ihren  Differenzialquotienten  stetig  und  endlich 

bleiben  muss,    während  a  bis  a!-\-h  und  y  bis  y -\- k  zunehmen; 

zweitens  muss  die  Determination 

Lim T^ <r  1    oder  Lim -p-^ <r'  1 

^n  (n-H)i?<^)(0)^ 

erfüllt  sein;  aus  dieser  folgt,  indem  man  fUr  F^^\0)  und  iK**-f"l)(0) 
ihre  Werthe  substituirt,  eine  Bedingung,  welcher  die  |  und  rj  genfi- 
gen müssen ;  und  wenn  man  in  dieser  ^t  =  h  und  rit  =z  k  setzt,  so 
erhält  man  die  Bedingung  für  h  und  k. 

Für  Ä  =  0 ,  y  =  0 ,  und  wenn  man  nachher  x  für  h  sowie  jf 
fiir  k  schreibt,  geht  die  Formel  3)  in  die  folgende  über: 

4)    /(.,  y)  =/(o,  0)  ^[(±  k  +^ k)  m- 


^y    /    1  J(o) 


(0) 


•    '1 


•^ 
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'orln  die  angehangenen  Nullen  bezeichnen  sollen,  dass  nach  Aus- 
ihmng  der  angedeuteten  Differenziationen  x  =  0  und  y  =  0  zu 
itzen  ist.  Die  nöthigen  Determinationen  folgen  aus  den  bei  Nr.  3) 
emachten  Bemerkungen. 

Bricht  man  die  Reihen  ab,  so  müssen  die  nöthigen  Reste  hin- 
agefugt  werden;  ihren  Betrag  findet  man  aus  den  früheren  For- 
leln,  indem  man  wiederum  von  F(t)  ausgeht. 

§.  86. 
Das  Unendlich-Kleine. 

In  allen  Untersuchungen  dieses  Capitels  kam  es  darauf  an,  mit* 
»Ist  der  Differenzialquotienten  einer  Funktion  eine  Reihe  für  die 
tinktion  zu  bilden;  es  kann  aber  auch  imigekehrt  das  Theorem  von 
'ajlor  zur  Entwickelung  der  Differenzialquotienten  dienen,  wenn 
ie  Reihe  im  Voraus  bekannt  ist.     Wäre  z.  B. 

)  /(«  +  Ä)  =  afo  +  XlÄ  +  X2Ä2  ^  jrgÄ»  +  .  .  ., 

''^  Zo  9  Xi )  ^2 )  *  *  *  bekannte ,  von  a  abhängige  CoefHzienten  bedeu- 
m  mögen,  so  würde  die  Vergleichung  mit  dem  Taylor 'sehen  Satze 

^gleich  zu  erkennen  geben,  dass 

r&re,  und  man  erhielte  so  die  Differenzialquotienten  von  /(a).  Es 
Lesse  sich  übrigens  selbst  die  Kenntniss  des  Taylor'schen  Satzes  un- 
erdrücken  und  man  könnte  zu  den  Gleichungen  3)  auch  dadurch 
gelangen,  dass  man  das  frühere  Theorem 

4)    Lim ^ 

A" 

1.2.3...71 
in  Anwendung  brächte.     Aus  der   Gleichung  1)  folgt  nämlich  für 

^d  durch  Subtraktion  dieser  Gleichung  von  Nro.  1)  und  Division 

mit  Ä: 

6)       f±±aLiim^^,^^,HJt-iuh^  +  ..-, 
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woraus  sich  iiSi;  verschwindende  h  auf  der  Stelle  ergiebt : 
7)  fix)  =l.Xi. 

Setzt  man  für  Xo  "^^^  Xi  ^^^®  Werthe  in  Nro.  1),  so  folgt  weiter: 

8)  p =  a:!i  4-Z8Ä  +  . .., 

mithin  für  verschwindende  h  unter  Anwendung  der  Gleichung  4): 

Wie  sich  dieses  Verfahren  fortsetzen  lässt,  übersieht  man  so- 
gleich, und  es  bedarf -dasselbe  keiner  besonderen  Auseinandersetzung, 
wohl  aber  ist  eine  solche  hinsichtlich  der  Gleichungen  6)  und  8) 
nicht  überflüssig.  Vergleicht  man  nämlich  Formel  6)  mit  dem  «ob 
ihr  abgeleiteten  Resultate  in  7),  so  erkennt  man  auf  der  Stelle,  dass 
in  Nro.  6)  das  Hinschreiben  der  Glieder  %^h.^  ^sÄ^  etc.  eine  über- 
flüssige Mühe  war,  da  sie  für  ä  =  0  verschwinden;  ebenso  war  es 
in  Nro.  8)  unnöthig,  die  Glieder  Jj^h.^  i^h*^  etc.  hinzusetzen,  weil 
sie  fär  ä  =  0  aus  der  Rechnung  herausfallen. 

Diese  für  die  Praxis  wichtigen  Bemerkungen  kann  man  leicht 
zu  einer  Regel  zusammenfassen,  indem  man  bemerkt,  dass  A  der 
Zuwachs  des  x^  also  =  jd x  ist;  man  wird  nämlich  sagen: 

Bei  der  Entwickelung  eines  Differenzialquotienten  oder  einer 
Differenzialgleichung  hat  man    die    Glieder    wegzidass^ 
welche  höhere  Potenzen  von  jda  enthalten,  als  die  Ordmuig 
der  Diflerenzialgleichung  beträgt. 
Kennt  man  z.  B.  den  binomischen  Satz  für  ganze  positive  Ex- 
ponenten, der  in  der  That  auch  ohne  Differenzialrechnung  beweisbar 
ist,  so  hat  man  zur  Entwickelung  des  ersten  Differenzialquotienten: 

10)  {x-yJxT'  =  a;»»  +  -j-  x"^"^  Jx  +  etc- 

oder 

^i — !■ ~ =  maP^     ^  4-  etc., 

^x  ' 

und  hieraus  sogleich  für  ^x=0  den  Differenzialquotienten  wä**^  ? 
will  man  die  Differenzialgleichung,  so  gebe  man  der  Gleichung  1^) 
.die  Form 

(x-^Jx)^  —  x^  =  mx^—^  ^x-j-etc. 

oder  zi(a?^')  =  mx"*'^^  .^a?-f-etc.. 


i 
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ehreibe  d  statt  ^  und  lasse  f,etc.'*  i^^gi  dann  wird  richtig 

Vielleicht  ist  ein  geometrisches  Beispiel  nicht  fiberfiässig.     Be- 
Fjg.  27,  deutet  /(«)  die  über  der  Ahsciase  «  stehende 

I  Fläche  BOMP,  z  die  Ordinate  HP,  x  den 
I  BerQhmnggwiiikel    ÜPT,  nnd  -dx  die  Zu- 
I  natune  M^  der  Abscisse  OM^=a  (Fig.  27), 
I  so  ist 
I  Fläche  BOM'P'  =  Fläche  SOJirP 

+  Eechteek  MM'  ÜP 
-\-  Dreieck    UPT 
-f-  Abschnitt  TPi* 
der  in  den  obigen  Zeichen  ausgedruckt  und  mit  Rdcksicht  darauf, 
aas  der  Abschnitt  einen  Bmchtheil  des  Dreiecks  27/* 2*  bildet: 
/(«-f-^j!)  =/ia!)  -\-  tJa  -\-\tanz  .  ^x^ 

-j-  ß  .  \tattr.^x\ 
■o  1  >  ^  >  0  ist;  hieraus  folgt: 
f(x  +  ^x)  ~  fix) 
^x 


-'  =  .  +  J^*(l+/J)(a«r, 


üthin  für  tdx  ^  0,  f{x)  =  z\  hier  sieht  man  gleich,  d.-iss  die 
Genauigkeit,  welche  dos  Dreieck  UPT  nad  den  Abschnitt  TPP'  in 
Rechnung  zog,  am  unrechten  Platze  angebracht  war;  man  hätte 
Orzer  sagen  können:  je  kleiner  ^dx  ist,  desto  eher  darf  man  den 
Inwachs  MPP'M'  der  Fläche,  also  ^/(i),  für  ein  Rechteck  an- 
«hen;  man  hat  also  näherungsweise  ^ f{x)  =  z  ^x,  und  genau 
l/(ß)  =  z  dx. 

Ganz  dieselben  Bemerkungen  knüpfen  sich  an  das  Taylor'sche 
Iheorem  fär  zwei  oder  mehrere  Yariabele;  so  kann  man  z.  B.  bei 
der  Entwickelting  von  d^f(x,  y)  alle  die  Grössen  weglassen,  welche 
von  höherer  Dimension  als  der  zweiten  sind,  also  z.  B,  ^x^^y, 
^»^y»,  ^JT*,  jdy^  etc. 

Nicht  selten  nennt  man  Orösseu,  welche  die  Null  zur  Grenze 
''■ben,  unendlich  klein  werdende,  oder  kürzer,  unendlich  kleine 
urdssen;  in  diesem  Sinne  sind  die  Differenziale  da,  dy  etc.  uneud- 
'ich  kleine  Grössen,  nnd  zwar  der  ersten  Ordnung;  Produkte  von 
i*  «wei  solchen  Difierenzialen ,  wie  z.  B.  d**,  dx  dy,  dy»,  heissen 
zusprechend  ünendlichkleine  der  zweiten  Ordnung,  und  man  kann 
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in  dieser   Weise  fortgehend  Unendlichkleine  beliebiger  Ordnungen 
bilden.     Als  Regel  gilt  dann: 

Bei  der  Bildung  einer  Differenzialgleichung  sind  alle  un- 
endlich kleinen  Grössen  wegzulassen,  deren  Ordnungen  die 
Ordnung  der  gesuchten  Differenzialgleichung  übersteigen, 
und  man  vergegenwärtige  sich,  dass  eine  Ungenauigkeit  hierbei  des- 
wegen nicht  entstehen  kann,  weil  es  sich  immer  nur  am-Grens- 
w^cthe  handelt,  und  weil  bei  jedem  solchen  Grenzübergange  die 
Grössen,  welche  der  Einfachheit  wegen  im  Von^  weggelaMen 
worden  sind,  auch  in  der  That  verschwinden.  '  .     '      • 


Cap.  VIII. 
Die  Convergenz  und  Divergenz  der  unendlichen  Reihen. 

§.  37. 
Einfachste   Fälle    der    Convergenz    und   Divergenz. 

Dem  Probleme  der  Reihenentwickelung  gegebener  Funk- 
ionen, womit  wir  uns  im  vorigen  Capitel  beschäfitigten,  steht  das 
umgekehrte  Problem  der  Reihensummirung  gegenüber ;  dort  war 
Üe  Funktion  gegeben  und  es  wurde  die  Reihe  gesucht,  hier  ist  umge- 
:ehrt  die  Reihe  vorgelegt  und  man  sucht  die  Funktion,  von  der  sie 
Lie  Entwickelung  bildet,  oder  kürzer  ihre  Summe.  Im  Allgemeinen 
^hört  dieses  Problem  der  Integralrechnung  an ,  aber  schon  die 
dosse  Kenntniss  derartiger  Aufgaben  nöthigt  zu  einer  Voruntersu- 
ihong,  welche  hier  erledigt  werden  kann.  Es  ist  nämlich  die  erste 
Trage,  ob  eine  solche  Summe  überhaupt  existirt  oder  nicht,  und  es 
'ersteht  sich  von  selbst,  dass  diese  Frage  beantwortet  sein  muss,  be- 
ror  man  einen  Versuch  zur  wirklichen  Summirung  macht;  so  wird 
nan  »ch  z.  B«  sehr  leicht  überzeugen,  dass  die  Summe  der  Reihe 

anter  allen  Umständen  unendlich  gross  ist,  womit  zugleich  alle  et- 
v^aigen  Sumnurungsversuche  abgewiesen  sind. 

Denken  wir  uns  unter  tio,  % ,  t^,  .  . .  .  beliebige,  nach  irgend 
emem  bestimmten  Gresetze  gebildete  Grössen  und  nennen  S^  die 
Siomme  der  n  ersten  unter  ihnen,  also 

l)  'Sf^  =  «0  +  "1  +  "2  +  •  •  •  •  +  «'n— 1 ' 

80  wird  die  rechter  Hand  stehende  ngliedrige  Reihe  unendlich,  wenn 

n  in's  Unendliche  zunimmt ,    die  Summe  der  unendlichen  Reihe  ist 

dann  =3  Lim  S^  und  hier  sind  zwei   Fälle  denkbar;    entweder  ist 

^^  S^  eine  bestimmte   angebbare   endliche  Grösse   S  oder  nicht. 

Iro  ersten  Falle  heisst  die  endliche  Reihe  «o  -|-  m,  -|-  etc.  conver- 
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f  ent  und  S  ihre  Summe,  im  zweiten  Falle  nennt  man  die  Belhe 
divergent  und  sie  besitzt  dann  keine  Summe. 

Nehmen  wir  sämmtliche  Beihenglieder  als  positiv  an,  so  wird 
zur  Convergenz  vor  allen  Dingen  erfordert,  dass  die  Grössen  tiQ,  Ui, 
«2  ••  fortwährend,  und  zwar  in's  Unendliche  abnehmen  [d.  h.  Umu^ 
=  0  für  n  =  Qo  ] ;  denn  betrüge  jedes  Beihenglied  mehr  als  irgend 
eine  Zahl  6 ,  so  würde  die  Summe  der  unendlichen  Reihe  mehr  als 
s  -{^  6  "{-...  in  inf,  ausmachen,  d. h.  in's  Unendliche  wachsen.  Die- 
ses Kennzeichen  der  Convergenz  ist  aber  nicht  ausreichend,  wie  man 
z.  B.  an  der  Reihe 


\/l  yjl  \ß     "    •  •  •    '     yj^ 

sehen  kann,  deren  Summe  mehr  als 


^n  \/n  V^  V^ 

=  n  — 7=-  =  \n 

betragt,  und  also  mit  n  gleichzeitig  unendlich  wird,  obschon  die 
Reihenglieder  die  Null  zur  Grenze  haben;  man  mnss  daher  eine  ge- 
nauere  Untersuchung  vornehmen,  deren  Prinzip  darin  besteht,  dass 
man  zwei  Reihen  vergleicht,  von  deren  einer  die  Convergenz  oder 
Divergenz  bereits  festgestellt  ist. 

Es  seien  zwei  unendliche  Reihen  mit  positiven  Gliedern  vor- 
handen 

™^  %  +  «l  +  «2  +  «8+  •   •   •   • 

und  es  möge  darin  auf  folgende  Weise  bezeichnet  werden : 

!^ 

so  findet  man  sehr  leicht 

=  t^il  '\'\  +  K  h  +  h  h  h  + ). 

Bezeichnet  man  in  ganz  entsprechender  Weise  wie  folgt: 

^m+1  _         «jw-f  2  ^m+Z 

"i»  "i»+l  "i»+2 

so  ist  analog 

^)  "w  +  «m+1   +  «m+2   +  *^m+8  +  •  •  • 

=  «*III  (1   +  f*l   +  /*1   f*2   +  f*l   f*2   /^   + ). 


t+1  .       ^m4-2 .      ^m+8         - 


% 
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Finden  nun  zwischen  den  mit  X  und  fjL  bezeichneten  Quotienten  fol* 
gende  Beziehungen  statt: 

so  ist  auch  Ih  (h  <C.  ^i  ^2^  ih  (h  Ih  <i  ^i  ^2  h  etc.,  ebenso 

<C  1  ~f"  ^1   "I     ^1  ^3   "T"  ^1  ^2  ^3   "T"  •  •  • 

d.  i.  vermöge  dfer  Gleichungen  2)  und  3) 
•   1 

-7-  (^m  +  «^m+1  +  Wm4-2  +  "m+3  4" ) 

m 

^Y^   Om  +  *m+l  +  'm+2  +  'm+3  +  •••.)• 

Vorausgesetzt,  dass  die  Beihe  <b  "i"  *i  "4"  ^2  -f~  etc.  convergirt, 
also  eine  endliche  Summe  hat,  ist  auch  die  Summe  von  t^^  ^-f-i)  ^^c* 
eine  endliche  (und  zwar  kleinere)  Grösse;  der  blosse  Anblick  der 
vorstehenden  Ungleichung  lehrt  aber,  dass  die  linke  Seite  eine  end- 
liche  Grösse  ist,  es  muss  folglich   die  Beihe  u^  -f-  w^_j_i  -f-  etc. 

convergiren,  und  wenn  man  ihre  Summe  mit  der  jedenfalls  endlichen 
Summe  Uq  -{"  ^1  ~h  •  •  •  ~I~  **»?»  vereinigt )  so  kommt  noth wendig  wie- 
der eine  endliche  Grösse  als  Summe  von  t^  -|-  Wi  -f-  etc.  zum  Vor- 
schein; die  letztere  Beihe  convergirt  also  unter  den  gemachten 
Bedingungen.  Diese  bestanden  in  den  Ungleichungen  fh  <C  ^i? 
fi2  <^  A]  etc.,  d.  h. 

Tind  wir  können  denmach  folgendes  Theorem  aufstellen : 

Die  Gonvergenz  der  unendlichen  Beihe  ^-f-^i-)~  ^^^*  bedingt 
die  Convergenz  der  anderweiten  Beihe  Wo-f-t/i  etc.,  sobald  der 

Quotient  — -^  von  irgend  einer  bestimmten  Stelle  (n  =  w) 
n 

an  kleiner  bleibt  als  der  entsprechende  Quotient  — -^ — . 

Durch  ganz  ähnliche  Schlüsse,  die  auf  einer  blossen  Vertau- 
%chung  der  Zeichen  <^  und  ]>>  beruhen,  ergiebt  sich  das  analoge 
iTheorem : 

Aus  der  Divergenz  der  unendlichen  Beihe  <o  ~h  ^1  H~  ^^* 
folgt  die  Divergenz  der  anderweiten  Beihe  Uo  -f"  **i  4"  ®*^*» 


•  •  •  • 
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sobald  von  irgend  einer  bestimmten  Stelle  an  — -J—    grösser 

bleibt  als   — ^^. 

Die  Anwendungen    dieses    Theoremes  giebt  d%F  folgende  Pa- 
ragraph. 

§.  38. 

Convergenzbedingungen  bei   positiven    Reihen- 
gliedern. 

I.    Wenn  wir  an  der  Stelle  der  Reihe  ^  -(-  *i  -f-  etc.  des  vo- 
rigen Paragraphen  eine  geometrische  Progression  setzen  wollen 

so  ist  zunächst  die  Frage,  untei^  welchen  Umständen  diese  conver- 
girt ;  aus  der  Bemerkung,  dass  die  Summe  der  n  ersten  Progressions- 
glieder durch 

1  —  g^ 
1  —  fl 

ausgedrückt  wird ,  erkennt  man  aber,  leicht  die  Convergenz  für  den 
Fall  fl  <^  1  und  die  Divergenz  für  a  ^  1.  Demnach  convergirt  die 
Reihe  %  -f-  Wi  -f-  «2  -|-  etc.,  wenn  von  einer  gewissen  Stelle  an 

--^i^^ti  <-  i! und  a  <  1 

ist ;  die  divergirt  dagegen,  wenn  die  umgekehrten  Bedingungen  statt- 
finden; statt  dessen  kann  man  auch  sagen: 

Die  unendliche  Reihe  Wo  ^-  «x  -4-  «2  -|-  etc.  convergirt  oder' 

w^  Li 

divergirt,  je  nachdem  der  Grenzwerth  von  — -i-—  für  onend- 

lieh  wachsende  n  weniger  oder  mehr  als  die  Einheit  beträgt^^ 

denn  wenn  sich U-  einer  Grenze  flf  <r  1  nähert,  so  ist  für  hin.^ — 

reichend  grosse  n  dieser  Quotient  nur  wenig  von  g  verschieden,  als  "^^> 
gewiss  kleiner  als  eine  beliebige  zwischen  g  und  1   eingeschaltet:^^  * 

Zalil  a;  ebenso  würde  für  g  ^  1  früher  x)der  später  — -^—  nahe  ii^b^o 

g  bleiben  und  mithin  immer  mehr  betragen,  als  eine  zwischen  1  uKTxd 
g  eingelegte  Zahl  a. 


wäre  z 
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Mittelst  des  oben  ausgesprochenen  Theoremes  ist  meistentheils 
die  Entscheidung  über  die  Convepgenz  nicht  schwer;  für  die  Reihe 

^  1  +  2      3    "^   2 . 4     5    +  2.4.6     7    +  '  '  ' ' 

.  B.  für  t^o  =  ö?  wi  =  —T-  u.  8.  w. 

Wn  V     2n(2n  +  l)  / 

und  mithin  convergirt  die  Reihe  für  a<^l  und  divergirt  für  a:  ^  1. 
Wenden  wir  überhaupt  das  obige  Theorem  auf  eine  Potenzen- 
reihe an 

i^o  -|-  ^1  a:  -f-  ^  «2  -|_  ^g  -p3  -f-  .  .  . , 

so  ergiebt  sich,  das  letztere  convergirt  oder  divergirt,  je  nachdem 

Ueiner  oder  grösser  als  die  Einheit  ist,  und  beachten  wir  die  früher 
für  das  Theorem  von  Mac  Laurin  aufgestellte  ganz  gleiche  Be- 
dingung, so  folgt,  dass  dieses  Theorem,  richtig  angewandt,  inuner 
convergirende  Reihen  liefert,  wie  sich  von  selbst  versteht. 

II.    So  sicher  die  vorige  Entscheidung  ist,  wenn  der  Grenz- 

werth  von  — -i—  mehr  oder  weniger  als  die  Einheit  beträgt,  so  un- 

sicher  wird  sie  in  dem  Falle,  wo  jene  Grenze  der  Einheit  gleich  ist; 
der  gegebene  Beweis  hört  dann  auf  anwendbar  zu  sein,  und  man 
Qiuss  sich  folglich  nach  einem  anderweiten  Kennzeichen  der  Conver- 
genz  umsehen.  Wir  gehen  zu  diesem  Zwecke  von  einer  anderen 
Reihe  aus. 

Durch  gewöhnliche  Subtraktion  überzeugt  man  sich  leicht  von 
der  Richtigkeit  der  Gleichung 

1  .  2  .  3  ...  771  1  .  2  .  3  ....  77?.  (in  -\-  \) 

a(a+l)(a-f-2)..(a-f-77i— l)~a(a4-l)(a-f  2)..(a-f77t~~l)(a+7n) 

a  —  1  1.2.3 m 

~~      a      '  (a4-l)  (a4-2)(a-f3)..  .  (a-fw)' 

Setzt  man  in  derselben  tm  =  1,  2,  3,  .  .  .  n  und  addirt  alle  so  ent- 
stehenden neuen  Gleichungen,  so  ergiebt  sich  nach  gehöriger  He- 
l>ung: 


/ 
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^      a         a(a+l)  (a-{-2)  ....  (a-f  n—  1)  (a-fn) 

_a— ir     1  1.2 1.2.3 

""     a     La+l"'"(a+l)(a-f2)'+"(a+l)(a+2)(a+3)  "^ 

I  1.2.3....n  1 

"•"  (a4-l)(a+2)(a4-3)...(a+«)i 

Für  unendlich  wachsende  n  wird  die  eingeklammerte  Keihe  unend- 
lich und  sie  conyergirt  oder  divergirt,  je  nachdem  die  linke  Seite 
eine  endliche  Grenze  hat  oder  nicht,  wobei  es  nur  auf  den  Ausdruck 
^>i  12  3  n  n-fl 

a      a-\-l      a-\-2  a-\-n — 1      a-j-n 

ankommt,  weil  er  allein  n  enthält.  Ist  nun  a  positiv  und  ^  1,  so 
ist  a  -(-  1  }>  2,  a  -|-  2  >  3  etc.,  d.  h.  alle  vorhandenen  Faktoren 
sind  positive  echte  Brüche;  je  mehr  solcher  Brüche  multiplizirt  wer- 
den, desto  kleiner  wird  das  Produkt,  es  nimmt  also  der  Werth  des 
Ausdruckes  3)  fortwährend  ab,  wenn  n  wächst.  Andererseits  kann 
aber  das  Produkt  nicht  negativ  werden  und  es  bleibt  daher  nichts 
Anderes  übrig ,  als  dass  sich  jenes  Produkt  einer  festen  Grenze  nä- 
hert, die  entweder  die  Null  oder  zwischen  0  und  —  enthalten,  je- 
denfalls aber  eine  bestimmte  Grösse  ist.  Hieraus  folgt  nach  dem 
Früheren,  dass  die  unendliche  Reihe 

_JL .  1.2 1.2.3 , 

a+1  +  (a+  1)  (a4-2)  +  (a-f  1)  (a-f  2)(a+3)  +  "  '  " 
für  a  >  1  convergirt.     Vergleichen  wir    dieselbe    mit   der  Reihe 
M()-|-Wi-fwj-ftis-f  etc.,  so  ergiebt  sich  die  Convergenz  der  letz- 
teren, sobald  von  einer  bestimmten  Stelle  ab 

— J —  <;  — j —  und  a  >  1 


n 


a-fn 


ist;   diese  beiden  Ungleichungen  lassen  sich  in  folgende  Beziehung 
zusammenfassen : 


^«n+ 1  / 


>a>l 

.'+  "       . 

und  aus  dieser  entspringt  nach  ähnlichen  Schlüssen  wie  in  I.  das 

Theorem : 

Die  unendliche  Reihe  Uo  -f  Wi  -f  t^  -f  etc.  convergirt,  wenn 
für  unendlich  werdende  n  der  Grenzwerth  des  Ausdruckes 

"(—-0 

\«n+l  / 

mehr  als  die  Einheit  beträgt. 
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In  der  Anwendung  auf  die  Reihe  3)  ist  z.  B.  für  x  =  1 

6_i 
n(6n— 1)  n  6  3-^, 


(-7) 


mithin  convergirt  nach  allem  Bisherigen  die  Reihe  3)  für  x  <^  1 
sowie  für  x  =  1,  sie  divergirt  dagegen  für  j?  ]>>  1,  womit  die  Ent- 
scheidung Yollständig  gegeben  ist. 

§.  39. 

Convergenzbedingungen  für  Reihen  mit  positiven 

und  negativen  Gliedern. 

Wenn  in  einer  unendlichen  Reihe  die  Vorzeichen  auf  irgend  eine 
Weise  wechseln,  so  kann  man  zunächst  eine  neue  Reihe  bilden,  wel- 
^e  dieselben  Glieder  mit  durchaus  positiven  Zeichen  enthält;  con- 
vergirt nun  die  letztere,  so  convergirt  ganz  sicher  auch  die  erste, 
und  zwar  ist  ihre  Summe  kleiner  als  die  Summe  der  Hülfsreihe,  wie 
man  durch  äusserst  einfache  Schlüsse  leicht  finden  wird. 

Wechselt  das  Vorzeichen  von  Glied  zu  Glied,  wie  z.  B.  in 

1)  Mo  —  Wi  -f.  ti2  —  «3  -f-  •  •  •  • » 

so  convergirt  diese  Reihe,  wenn  dies  mit  der  folgenden  der  Fall  ist 

2)  l^  +  Wl   +  «2   +  Ug  -j-  .   .   . , 

also  z.  B.  unter  der  Bedingung 

"n4-l 
3)  Lim  -^^ti  <;  i. 

Will  man  dieses  Kennzeichen  auf  die  Reihe  1)  unmittelbar  an- 
wenden, so  hat  man  zu  beachten,  dass  der  Quotient  zweier  benach- 
barten gleichstelligen  Glieder  in  1)  und  2)  der  Grösse  nach  der- 
selbe und  nur  dem   Vorzeichen  nach  verschieden  ist;  man  braucht 

M„4_l 
dann  nur  den  absoluten  Werth  von  ' — ,   aus  Nro.   1)  genommen, 

in  Betracht  zu  ziehen. 

Meistentheils  kann  man  sich  diese  Untersuchung  ersparen  und 
^del  rascher  unmittelbar  über  die  Convergenz  entscheiden.    Ist  näm- 
lich wie  immer  t^  >  «i  >  Wj  etc.,  endlich  Lim  u^^  =  0 ,  und  be- 
zeichnen wir  die  Summe  der  n  ersten  Glieder  der  Reihe  1)  mit  Snt 
80  gelten  folgende  Schlüsse.    !ßs  ist 


i 
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Si  =  Uq 

Ss   =tlQ   —  Oll  —  Mg) 

^^ö  =  Wo  —  («1  —  W2)  —  Oh  —  W4) 

II.  s.  w., 
und  da  die  Differenzen  Ui  —  u^  ,1/3  —  W4  etc.  sämmtlich  positiv  sind, 
80   folgt  aus  den  vorstehenden  Gleichungen:  /Si  ^  /S3  ^  S^   etc., 
also  eine  fortwährende  Abnahme  der  Summen  von  ungeraden  Glie- 
dermengen.   Andererseits  hat  man 

aS2  =  Wo  —  ^1 

S^  =  uo  —  ui  -f-  (wj  _  M3) 

^^e  =  «0  —  wi  +  (^  —  «3)  +  ("4  —  Mö) 

U.  8.  W. 

und  dies  lässt  erkennen,  dass  die  Summen  82^  S^^  Sq  etc.  fortwäh- 
rend wachsen.  Endlich  hat  man  für  ein  beliebiges  positives  unend- 
lich werdendes  k 

Lim  (S2i^i  —  ^2k+2)  =  ^^^  ^k-\-l  =  ^» 
mithin  nähern  sich  /S2jt-|-i  und  'S2jc-i^2  ci^^ör  und  derselben 
Grenze;  diese  kann  aber  nur  eine  endliche  Grösse  sein,  weil  sonst 
durch  die  Abnahme  der  inuner  positiven  Summen  «Si,  /S3,  etc.  eine 
unendliche  positive  Zahl  herauskonunen  müsste.  £s  folgt  hieraus 
der  wichtige  Satz: 

Eine  unendliche  Keihe  mit  alternirenden  Vorzeichen  conver- 
girt  immer,  sobald  ihre  Glieder  die  Null  zur  Grenze  haben. 
Mittelst  dieses  Kennzeichens  ergiebt  sich  z.  B.,  dass  die  Reihe 

v/l  \/2    ~  \/3  v/I         \/5 

convergirt  und  dass  ihre  Summen  zwischen 

und 


v/T        v/^      v/2 
1  1,1,1  1,1  1 

v/l  \^'l         v/3  v/l  \/'2         y/3         y/I 

u.  s.  w. 
enthalten  ist;  dagegen  würde  diese  Reihe  mit  positiven  Gliedern  ge 
nommen,  divergiren. 

§.  40. 
Grenzenübergänge  an  unendlichen  Reihen. 

I.    Es  kommt  sehr  häufig  bei  Reihenentwickelungen  der  Fi 
vor,  dass  eine  Gleichung  von  der  Form 

/(x)  =  Jo  -f"  ^1  *  "~f~  -^2  ^^  "f"  •  •  •  • 
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r  alle  a?  bewiesen  wird,  die  zwischen  —  a  und  -|-  a  enthalten 
id,  ohne  dass  man  erfährt,  ob  sie  auch  für  ^  r=  a  noch  gilt  oder 
ßht.  Man  hilft  sich  dann  mittelst  eines  sehr  einfachen  Satzes,  wel- 
er  folgendermassen  lautet:  sind  zwei  continuirliche  Funktionen 
r)  und  (p(a)  identisch  für  alle  «  <^  a  und  bleiben  beide  Funktio- 
n  für  a  z=  a  noch  stetig,  so  muss  nothwendig  auch  f(a)  =  (p(a) 
in;  denn  wäre  dies  nicht  der  Fall,  so  müssten  die  beiden  Fonktio- 
n  entweder  schon  vor  der  Stelle  x  z=  a  aufgehört  haben  gleich 
sein,  was  der  ersten  Voraussetzung  f(x)  =  ^>(ß)i  für  alle 
<^  o,  widerspräche,  oder  es  müssten  die  Funktionen  an  der  Stelle 
=  a  plötzlich  verschiedene  Werthe  annehmen,  was  nur  mittelst 
ler  Discontinuität  möglich  wäre  und  wiederum  gegen  die  Voraus- 
bzungen  streiten  würde.  Um  von  diesem  Satze  Gebrauch  zu.ma- 
en,  muss  man  bemerken,  dass  die  Summe  einer  convergenten  Po- 
izenreihe  eine  Funktion  q>  (a)  von  o;  ist,  in  welcher  zu  jedem  a 
n  ganz  bestimmter  endlicher  Werth  von  (pQß)  gehört,  dass||[folg- 
th  eine  solche  Summe  jederzeit  eine  stetige  Funktion  von  a  ist 
d  es  bleibt  so  lange  die  Convergenz  dauert.  Wir  können  dem- 
ch  den  Satz  aufstellen: 

Findet  eine  Gleichung  zwischen  einer  Funktion  und  einer 
Reihe  für  alle  x  <^  a  statt,  so  gilt  diese  Gleichung  noch  für 
dj  =  a,  wenn  in  diesem  Spezialfälle  die  Reihe  ihre  Conver- 
genz imd  die  Funktion  ihre  Continuität  behält. 

So  gilt  z.  B.  für  alle  a:  "<  1  die  Formel 

Arcsmx  =  _+_  —  +  ^_j_  + ; 

r  df  =  1  convergirt  die  Reihe  noch,  also  ist 
Ü—  i-l-l   1     .1.3    1^    , 

p  d?  >  1  divergirt  die  Reihe,  mithin  kann  nunmehr  keine  Glei- 
iing  zwischen  ihr  und  Aresin  x  bestehen,  in  der  That  entspricht 
cjh  einem  Sinus  ^  1  kein  reeller  Bogen.  —  Ein  anderes  bemer- 
[iswerthes  Beispiel  bietet  die  binomische  Reihe  dar;  dieselbe  gilt 
r  alle  fi,  wenn  x  zwischen  —  1  und  -|-  1  liegt,  sie  bleibt  richtig 
r  a?  =  -|-  1,  liefert  also  die  Formel 

^^-^-r  i+TT^-H .1.2.3 !"•••' 

)iin  die  Reihe  convj^rgirt,  und  man  yrird  nach  den  Entwickelungen 
r  vorigen  Paragraphen  finden,  dass  dies  für  oo  >  /t  >  —  1  der 
kll  ist ;  sie  gilt  femer  für  «  == . —  1,  giebt  also 
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und  zwar  für  oo  >>  ft  >>  0;  sie  hört  ÖAgegea  auf  im  eonivergir^ 
wenn  die  genannten  Bedingungen  nicht  erfüllt  sind,  oder  a  die  Ein- 
heit übersteigt,  und  es  gilt  dann  auch  das  Binomialtheorem  mcht 
mehr. 

IE.  Eine  zweite  wichtige  Frage,  die  sich  mittelst  der  Unter- 
suchung über  die  Conyergenz  der  Reihen  beantworten  lässt,  ist  die 
nach  dem  Differenzialquotienten  einer  unendlichen  Reihe.  Für  den 
Fall  einer  Potenzenreihe  haben  wir  dieselbe  bereits  erledigt,  es  bleibt 
nun  noch  die  allgemeinere  Untersuchung  übrig,  wenn  nämlich 

1)  /(«)  =  yiW  +  92(^)  +  ^(^^  + 

gesetzt  wird,  wo  9?i,  ^j,  ^8  ®*^«  ganz  beliebige  Funktionen  be- 
zeichnen. Zunächst  müssen  wir  die  Convergenz  der  Reihe  9>i(i) 
-(-  9?2  (*)  "f"  ®*<5.  älanehmen,  weil  es  keinen  Sinn  haben  würde,  eine 
divergente  Reihe  einer  bestimmten  Grösse  f(a)  gleich  zu  setzen. 
Lassen  wir  s:  um  jda  wachsen,  ohne  dass  dadurch  das  Intervall  der 
Convergenz  überschritten  wird,  so  findet  sich  leicht 

^.a?  ^x         ■       jdx        "^      ^x       1^  •  •  •  • 

und  hier  convergirt  die  Reihe  rechter  Hand  wiederum.  Man  kann 
aber  überhaupt 

J(p(x)  _  d(p(a)    . 

^x  dx      'i'  ^ 

setzen,  wo  Q  eine  nicht  näher  bekannte  Grösse  bezeichnet,  von  der 
wir  jedoch  wissen,  dass  sie  mit  /!lx  gleichzeitig  verschwindet;  dem- 
gemäss  wird 

'  ^fjx)  _  d(pi(x)        d(p^(x)    ,    dtpzjx)    , 

^x  dx  dx  dx        •"  '  '  * 

und  hier  sind  die  beiden  Fälle  zu  unterscheiden ,  ob  die  Reihe  der 
Differenzialquotienten  divergirt  öder  convergirt.  Fände  das  Erste 
statt,  so  ipuss  die  Reihe  ^i  +  pa  -f"  ®*^"  gleichfalls  divergiren,  denn 
im  Gegenfalle  würde  der  Widerspruch  zum  Vorschein  kommen,  dass 
eine  divergente  Reihe  mit  einer  convergenten  Reihe  vereinigt  ein© 
bestimmte  Summe  gäbe..  Sobald  aber  die  Reihe  9i  -j-  9»  -|-  etc. 
divergirt ,  lässt  sich  schlechterdings  nicht  angeben ,  was  aus  ih^ 
wird,  wenn  ^dx  und  alle  Q  kleiner  und  kleiner  werden. 

Convergirt  dagegen  die  Reihe   der   Differenzialquotienten,   so 
muss  auch  die  Reihe  d^  Q  convergiren  und  hier   lässt  sich  leicIm'C^ 
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zeigen,  dasa  für  verschwindende  /iJx  auch  Lim  (jf^  -{-  ^s  -f-  ^s  "f*  *  *) 
=  0  wird. 

Wären  nämlich  alle  Q  positiv  und  r  ihre  Summe,  also 

Pi  +  92  +  Ps  +  ••..  =  r, 

wo  nun  r  jedenfalls  endlich  ist,  so  lasse  man  jdx  kleiner  werden; 
es  vermindern  sich  alle  Q  nnd  erhalten  etwa  die  geringeren  Werthe 
9*1^  Q'%  ßte.,  wobei 

P'i  +  P's  +  9'3  + =  r* 

sein  möge  und  r*  <^r  ist.  Da  nun  sämmtliche  Q  der  Null  beliebig 
nahe  gebracht  werden  können,  so  ist  es  auch  möglich,  sie  beliebig 
vielmal  kleiner  als  ihre  ursprünglichen  Werthe  zu  machen ;  es  kann 
also,  unter  m  eine  willkürliche  positive  Zahl  verstanden, 

werden,  woraus  auf  der  Stelle  folgt 

Lassen  wir  m  in's  Unendliche  wachsen  und  beachten,  dass  r  eine 
endliche  Grösse  ist,  so  folgt  hieraus  die  unbegrenzte  Abnahme  des 
H,  d.  h.  Lim  r'  =  0;  entspricht  also  dem  ursprünglichen  Werthe 
von  ^x  die  Summe  r,  so  entspricht  dem  Werthe  ^a  =^  0  der 
Werth  r'  =  0.  Diese  Schlüsse  bleiben  im  Wesentlichen  dieselben, 
wenn  auch  die  Grössen  ^i,  92  ^^^*  theils  positiv  theils  negativ  sein 
sollten;  man  kann  in  diesem  Falle  jedes  positive  Glied  der  Reihe 
Pi  -|-  p2  -(-  etc.  mit  einem  negativen  Gliede  vereinigen  und  da^ 
durch  eine  Reihe  von  Differenzen  bilden,  welche  durchaus  gleiche 
Vorzeichen  besitzen;  nennen  wir  di,  d^,  etc^  diese  Differenzen, 
80  ist 

9l  +  92  +  ••••  =  i  (*1  +  *2  +  •••  •) 

und  jetzt  gilt  von  den  ö  wörtlich   dasselbe  was  früher  von  den  Q 
bemerkt  wurde.    Nach  diesen  Erörterungen  dürfen  wir  sagen: 

Der  Differenzialquotient  von  der   Summe  einer  unendlichen 
Reihe  ist  die  Summe  von  den  Differenzialquotienten  der  ein- 
zelnen Glieder,  jedoch  nur  dann,  wenn  sowohl  die  ursprüng- 
liche als  die  abgeleitete  Reihe  convergirt. 
Dass  in  der  That  dieses  Theorem  zu  gelten  aufhört,  wenn  die 
Reihe  der  Differenzialquotienten  divergirt,  kann  man  u.  A.  an  fol- 
gendem Beispiele  sehen.     Es  sei 

cos:6     i    co82x    .    cosBa    .    cos4:a    . 

/(*)  =  -^  +  -j-  +  -3 — I — 4-  + . . . , 

SohUmileh,  Analytis.  11 


4 
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80  convergirt  die  Reihe  z.  B.  für  «  =  |  ar  und  giebt  /(  — -  j  =  —  | 

-f-  I  —  J  -[-  .  .  =  —  |/2;  wollte  man  nun 

/'(4f)  =  —  sinx  —  sm2ßs  —  sin^x  —  sin^x  —  .... 

setzen,  so  würde  für  x  =  \n  folgen  f*\~^)  == —  1  "f~  1  —  1 "{~  1  ®te. 

nnd  diese  Reihe  hat  keine  bestimmte  Summe,  divergirt  also.  Dem- 
nach hätte  die  Tangente  an  dem  Punkte  der  Curve,  dessen  Abscisse 

X  :=\  X  und  dessen  Ordinate  y  =  /f  •—  j  ist,  keine  bestimmte  Lage 

gegen  die  Abscissenachse ,  was  offenbar  keinen  Sinn  hat.  Der  rich- 
tige Werth  von  /'  (x)  findet  sich  hier  nicht  durch  Differenziation  der 
Reihe,  sondern  dadurch,  dass  man  erst  die  ursprüngliche  Reihe  sum- 
mirt  und  die  so  erhaltene  Smnme  f(x)  direkt  differenzirt 


Cap.  IX. 
Die  imaginären  Funktionen. 

§.  41. 
Die  algebraischen  Funktionen  complexer  Zahlen. 

Man  hat  sich  aus  Gründen,  die  im  Verlaufe  dieses  Capitels 
von  selbst  hervortreten  werden,  genöthigt  gesehen,  die  Betrachtung 
der  Funktionen  auch  auf  den  Fall  auszudehnen,  wo  die  Yariabele 
eine  Zahl  von  der  Form  ay-j-yylir  ist;  man  nennt  solche  Zahlen, 
die  aus  einem  reellen  und  einem  imaginären  Theile  bestehen,  com- 
plexe  Zahlen  und  bezeichnet  zur  Abkürzung  yCIi  gewöhnlich  mit 
t,  so  dass  die  Gleichungen 

(  i^  =z  —  a,      2^  =  -j-  I,      i^  ==  —  a,     i»  =  -|-  t,  .  ,  . 

stattfinden. 

Was  nun  die  Rechnung  mit  derartigen  Zahlen  betrifft,  so  heis- 
sen  zwei  complexe  Zahlen  gleich ,  wenn  die  reellen  und  imaginären 
Theile,  einzeln  verglichen,  gleich  sind;  also  Ä?-|-yi  =  |-|-ij2, 
Wenn  «  =  |  imd  y  =  ij.  Man  versteht  ferner  unter  der  Summe 
C"«?+yO -f- (l~f-^0  den  Ausdruck  (^-f-|) -f- 0^-|-^)«9  so  dass 
^e  Addition  complexer  Zahlen  auf  dieselbe  Weise  geschieht,  als 
Wenn  i  ein  reeller  Faktor  wäre.  Da  die  Subtraktion  das  Umgekehrte 
der  Addition  ist,  so  folgt  leicht,  dass  auch  für  die  Subtraktion  com- 
plexer Zahlen  das  Verfahren  dasselbe  bleibt,  wie  bei  reellen  Zahlen, 
aUo  (X+  Fl)  —  ix+yi)  =  (X— ^)  +  (iY-y)i. 

Unter  dem  Produkte  der  complexen  Faktoren  a!~\-yi  undi-f"fl' 
^^Tsteht  man  den  Ausdruck 

(a^  —  yri)  +  («?^  +  yÖ^ 

Welcher  auf  dieselbe  Weise  gebildet  ist,  als  wenn  man  jene  Faktoren 

11» 
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nach  gewöhnlicher  Art  multiplizirt  und  1*2  =  —  1  setzt.     Zur  Aus- 
führung der  Division  sei: 

T-     -  =  M  -+-  VI, 

X-f  Yi  ^      ' 

so  folgt,  vermöge  des  hier  beibehaltenen  Begriffes  der  Division: 

or  +  yi  =  iX-{-Yi)  (w-fvO  =  (Xu  —  Yv)  +  (Xt;+Yu)t, 

mithin 

X  =  Xu  —  Yv  und  y  =  Xv  -\-  Yu. 

Bestimmt  man  die  Werthe  von  u  und  v  aus  diesen  Gleichun- 
gen, so  ist: 

ä:-{-yi  _  Xx-{-Yy        Xy  —  Yx  , 
X-^Y'i  —  2:2  4-  Y2    I    ^2  _|_  y2  ^• 

Dasselbe  würde  man  auch  erhalten,  wenn  man  Zähler  und  Nen- 
ner linker  Hand  mit  X  —  Yi  multiplizirte  und  beachtete ,  dass 
(X+  Yi )  (-T—  Yi)  =  -X'2  -f  Y2  ist. 

Eine  andere  Art,  die  Multiplikation  und  Division  auszuführen, 
beruht  auf  der  Bemerkung,  dass  jede  complexe  Zahl  x-\-yi  auf  die 
Form  rico8u-\-isinu)  gebracht  werden  kann.     Aus 

2)  ar-f-y «  =  r  (coäm  -}-  i  sinu)  =  r  cosu  -|-  irainu 

folgen  nämlich  die  Gleichungen  x  =  rcosu  und  y  =  rsinu,  vol^ 
diese  geben: 

8)  «^  +  y^  =  ^^    also    r  =  \/a!^-\-y^^ 

4)  -*^  =  tanu.  mithin  u  =  Ärctan  -^ — h  kn. 

X  X 

wo  h  eine  beliebige  ganze  positive  Zahl  bedeutet;  von  den  so  be- 
stimmten Grössen  r  und  u  nennt  man  die  erste  den  Modulus,  die 
zweite  das  Argument  der  complexen  Zahl a-^yi.  Man  kann  jetzt 
die  Betrachtung  der  Zahlen  von  der  Form  x-^yi  verlassen  imd  statt 
deren  immer  Ausdilicke  von  der  Form  r  (cos  u  -^  i  sin  ü)  behandeln. 

Bei  der  Multiplikation  findet  man  leicht 

r (cosu -^i sin ü)  .  r* (cos u'-]-i sinu') 

=1  rr*  [j(cos  u  cos  u*  —  sin  u  sin  u')  -f-  (cos  u  «n  m'  -|-  «m  m  cos  «')  *  J 

=  rr'  [cos  (u  -\-  u')  -j-  i  sin  (u  -\-  m')]  . 

Durch  mehrmalige  Anwendung  desselben  Theoremes  gelang* 
man  leicht  zu  der  allgemeineren  Formel: 

5)  ri(cosui-\-isinui)  .  r2(co«t^-(-««2»t^)...r^(co«M^-}-2«nt/^ 
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Ganz  ähnlich  verhalt  es  sich  mit  der  Division;  wenn  man  näm- 
lich Zähler  und  Nenner  des  Quotienten 

r(co8u  -f-  isinu) 
r'  (co8u'  -\-  i  sinu*') 

1  '  .      . 

mit  — •  (coÄ  tt'-|- 2  «wm')  multiplizirt,  so  geht  der  Nenner  in  dieEin- 
r 

heit  über  und  man  erhält 

—  [(co«w  C08U*  -|-  sinu  sinu')  -f-  (sinu  cosu*  —  cosu  «tnu')  i  ], 

d.  i.  nach  bekannten  goniometrischen  Formeln: 

r (cos u-\- isinu)  r    _      ,         ^    .    .   .    .         ^-. 

^  r*  (cosu' -f-i  sin  u')  r'  '  -^ 

So  wie  man  bei  ganzem  positiven  m  unter  z"^  das  Produkt  ver- 
steht, welches  aus  dem  Produkte  ZiZ2».  .  z^  für  Zi  =  Z2  .  .  .  =  z^^^ 
hervorgeht,  so  möge 

[r  (cosu  -f-  t  sinu^Y* 

dasjenige  bezeichnen,  was  aus  dem  Produkte  in  Nro.  5)  wird,  sobald 
sämmtliche  r  und  u  gleich  werden;  man  hat  dann: 

7)  [r  (cosu  -f-  isinu)Y^  =  r"^  (cosmu  -\-  isinmu). 

Diese  Formel  führt  den  Namen  des  Mo i  vre' scheu  Theoremes; 
sie  lässt  sich  auch  auf  den  Fall  eines  beliebigen  Exponenten  m  aus- 
dehnen, was  jedoch  für  unsere  Zwecke  nicht  nöthig  ist. 

Eine  brauchbare  Anwendung  der  Formel  7)  ist  folgende.  Man 
setze  r  =  1,  wende  auf  die  linke  Seite  das  Binomialtheorem  an  und 
vergleiche  die  reellen  und  imaginären  Theile;  man  findet  dann 

8)  cosmu  =z  niQ cos^ u  —  m^ cos'"*    ^ u sir?  u 

-|-  m^  cos^    *  u  sin^  u  — 

9)  sinmu  =  mi  cos"^    ^  usinu  —  m^ cos^      u sin^  u 

-|-  miCos"*'~^U8in^u  — 

ein  paar  sehr  brauchbare  goniometrische  Formeln. 


§.  42. 
Die  binomischen  Gleichungen. 

I.    Dem  Mo ivre' scheu  Satze  zufolge  ist  für  ein  gafizes  posi- 
tives k : 


( 


2k7t   .            2h7c\^  ,  , 

cos ±  i  sin )    =  co« 2 fcÄ  x  <  **« 2 fcÄ  =  -|-  1, 
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und  hierin  liegt  nnmittelbar  die  Auflösung  der  Gleichung  a^  =  1^ 

denn  man  braucht  nur 

'2k7C   ,    .    .     2kn 

a  =  cos "t-  I  8tn 

n  »i 

zu  setzen  und  dem  k  irgend  einen  positiven  ganzen  Werth  zu  geben, 

am  sogleich  eine  Wurzel  der  obigen  Gleichung  zu  haben. 

Für  ein  gerades  n  findet  sich  nun,    indem  man  ib  =  0,  1,  2, 

3,  .  .  .  |n  setzt,   dass  die  Wurzeln  der  Gleichung  a^  =  -]-  1   fol- 
gende sind: 

2,2  2  2 

cos  —  n  -4-  i  sin  —  7t ,        cos  —  ar  —  t  sin  —  ar , 

n  n  n  n 

4  4  4  4 

cos  —  7C  -\-  i  sin  —  7C ,         cos  —  yt  —  i  sin  —  7C , 
.  n  n  n  n 

^    ^    i     '    •      ^    ^  ^  .    •      6 

cos  —  ar  +  t  5171  —  üt ,        cos  —  jr  —  i  stn  —  ar , 

n  n  n  n 


n—2        .     .    .    n— 2  n— 2  .    .    n—2 

cos 7C  -\-  t  sin n ,        cos ar  —  %  sin sc» 

n  '  n  n  n 

Wollte  man  dem  k  grössere  Werthe  ertheilen,  so  würde  man 
keine  neuen  Wurzeln  erhalten. 

Für  ein  ungerades  n  ergiebt  sich,  indem  man  n  =  0,  1,  2,  3, 
.  .  .  \(n  —  1)  setzt,  dass  die  Gleichung  a?**  =  -f-  1  folgende  Wur- 
zeln besitzt: 

2  ...      2  2  .    .      2 

cos  —  7t  -f-  t  sin  —  7C ,  cos  —  7C  —  t  sin  —  ä  , 

n  '  n  n  n 

4  ...      4  4  .    .      4 

cos  —  7C  -4-  i  sin  —  Ä ,  cos  —  7t  —  i  sin  —  7t , 

n  n  n  n 

cos  —  7t  -{-  i  sm  —  7t  ^  'COS  —  7t  —  i  sin 7t , 

n  n  n  n 


n — 1         ,     .    .    n — 1  n — 1             .    .    n — 1 

cos 7t  -\-  t  sin 7t  ^         cos 7t  —  i  sm 7t, 

n                            n  n                           n 

n.    Zufolge  des  Mo ivre' sehen  Theoremes  hat  man  auch 

^^^^(2^-^_^.^^^^ 

imd  darin  liegt,  indem  man 

a  =  cos  1    t  sin ' 

n  n 


% 
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setzt,  die  Auflösung  der  Gleichung  x^  =  —  1.  Hier  sind  wiederum 
die  Fälle  eines  geraden  und  ungeraden  n  zu  unterscheiden. 

Für  ein  gerades  n  ergeben  sich  f  ür  fc  =  0,  1,  2, ....  J  n  —  1 
folgende  Wurzeln  unserer  Gleichung: 

C08  —  Ä  +  I  «I»  —  3r,  C08  —  7C  —  i  8in  —  ar, 

n  n  n  n 

3    ^    ,     .    .      3  3  .    .      8 

CO»  —  %  ~\-  i  sin  —  jr,  cos  —  ar  —  i  sin  —  jr, 

n  '  n  n  n 

cos  —  %  -\-  t  sin  —  7t,  cos  —  n  —  i  sin  —  ar, 

n  n  n  n 


n — 1        ,     .    .    n — 1  n — 1  .    .    n — 1 

cos 7C  -\-  %  sin Ä,         cos  n  —  %  sin ä, 

n  ^  n  n  n 

welche  sämmtlich  imaginär  sind,  wie  sich  erwarten  liess,  da  jede 
gerade  Potenz  einer  reellen  Zahl  positiv  sein  muss. 

Bei  ungeradem  n  setze  man  A;  =  0,  1,  2,  .  .  •\(n  —  1)  und 
man  bekommt  folgende  Wurzeln  unserer  Gleichung: 

—  1, 

cos  Ä  +  »  ««  

R  n 

COS  —  Ä  +  t  «w  — 
n  '  n 

cos  —  n  -\-  %  sm  —  ar,  cos  —  ar  —  t  sm  —  jt, 

n  '  n  n  n 


1 

1 

«1 

cos 

n 
3 

n 

% 

sin 

n 
3 

ar. 

Ä, 

cos 

n 

7C 

% 

sin 

n 

«, 

n— 2        ,     .    .    n— 2  n— 2  .    .    n— 2 

CO« n  -{'  %  sin n ,        co« n  —  %  sin n, 

n  ^  n  n  n 

In  allen  Fällen,  wo  sich  die  Theilung  der  Elreisperipherie  in 
2n  Theile  ausführen  lässt,  kann  man  die  Werthe  der  einzelnen  Co- 
sinus und  Sinus  näher  angeben ;  so  sind  z.  fi.  die  Wurzeln  der  Glei- 
chung x^  =.  —  1 : 

_i    1-lVL,-      i_v1,-. 

ebenso  findet  man,  dass  die  Ausdrücke 

1  +  1         1— t        — l-ft        —1—2 

VT'    VT'      Vi    '      V2" 

^e  Wurzeln  der  Gleichung  a:*  =  —  1  darstellen. 


1G8     Cap.  IX.    §.  43.    Die  Exponenzialgrössen  mit  complexen  Variabelen. 


§.  43. 
Die  Exponenzialgrössen  mit  complexen  Variabelen. 

Unter   der   Zahl    e   wurde    der    Grenzwerth    des    Ausdruckes 

/  1  \  w 

(  1  -j j    für  unendlich  wachsende  o  verstanden;  demgemäss  ist 

^  =  ^^[0+^)1' 

oder,  wenn  mz  mit  m  bezeichnet  wird,  woraus  —  =  —  folgt: 

1)  ^=Li.[{l^j^J\ 

und  hier  bezieht  sich  das  Zeichen  Lim  auf  das  unendliche  Wachs- 
thum  von  m.  Behalten  wir  die  vorstehende  Gleichung  als  Definition 
von  ^  für  alle  Fälle  bei,  so  ist  auch: 

Der  angedeutete  Grenzwerth  lässt  sich  näher  angeben;  setzen 
wir  nämlich 

1  +  ^JbLi  =   1  -L  -^  -L  X  i  =  p  (coa^^iainlSf), 

so  folgt: 

[,    2  a?     .    a?2  -4-  v^l  2 


4)  ton  'ö'  =   , 

i  +  - 

'      m 


und  die  Gleichung  2)  geht  unter  Anwendung  des  Moivre'scben 
Theoremes  in  die  folgende  über: 

5)  e^+y^  =  Lim  Iq^  (cosmd'  -f  isin  wO«)]. 

Darin  ist  für  q^  zu  setzen: 


/^i  4_  2^    I  f!+y!V^ 


wobei  man  beachten  mac:,  dass  der  Ausdruck  —  h -^ —  di® 
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Null  zur  Grenze  hat.    Bezeichnen  wir  denselben  mit  — ,    so  ist   u 
eine  unendlich  warchsende  Zahl  und  man  kann  jetzt 


[(■ + tJ] 


setzen,  woraus  hervorgeht,  dass  q^  für  unendlich  wachsende  m 
und  fi  gegen  die  Grenze  6^  convergirt.  —  Was  femer  md"  anbe- 
langt, so  ist  offenbar 

a.         ^  ^  y 

m^  :=  - — -  mtan^  = 


Ü 


tan  ^  tan  ^      ^     ^      a?  ' 

'      m 

bei  unendlich  wachsenden  m  hat  d*  die  Null  und —    die    Einheit 

tan  V 

zur  Grenze,  mithin  geht  md'  m  y  über;  statt  der  Gleichung  5)  kommt 

nunmehr  die  folgende 

6)  ö^+J'*  =  e^  (co«y+i«ny), 

and  sie  enthält  die  Definition  der  Expoi^enzialgrösse  mit  complexer 
Variabelen. 

Für  X  =  0  'Verwandelt  sich  die  Gleichung  6)  in  die  einfachere 

7)  ey^  =  cosy  -|-  i  «ny, 

welche  man  leicht  mittelst  der  Reihen  für  6^,  cosz  und  sinz  prüfen 
kann. 

Setzt  man  in  Nro.  6)  x  =:  k^  und  y  =  krjy  so  ist 

^kQ  +  rii)  _  ^k^  (^coskri  +  t  8ink^) 

^nd  man  erkennt  daraus,  dass  die  bekannte  Eigenschaft  («^*^  =  «** 
^ch  für  complexe  z  gilt.     Nimmt  man  A;  =  Za,  so  folgt  einerseits 

andererseits 

^/a  .  (1  +  ^0  _  ^/a  .  I  (coÄ(Za.ij)-f  2«nGa.ij)) 

=  a^  [cos  (ij  lä)  -j-  isin  (i^  Id)"] , 

^'id  wenn  man  dies  mit  dem  Ersten  vergleicht,  so  hat  man  als  De- 
fiiiition  der  Exponenzialgröise  mit  beliebiger  Basis : 

S)  a^  +  '»*  =  a^  [co«(ij  la)  +  t  «n(iy  Za)]. 
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Eine  brauchbare  Anwendung  dieser  Theoreme  ist  folgende. 
Die  Gleichung  7)  giebt,  wenn  man  einmal  y  =^  u^  das  andere  Mal 
iy  =  —  u  setzt: 

e^^  z=.  C08U  -\-  i  8inu^       e     ***  =  coau  —  imtu^ 

mithin  durch  Addition  und  Subtraktion 

'2i8inu  =  (c^**  —  «—"'*). 

Durch  beiderseitige  Erhebung  auf  die  mte  Potenz  unter  Anwen- 
dung des  binomischen  Satzes  folgt  hieraus: 

10)  V^{^si'nr'u=  moe^'*«''*  —  mic('»-2)ui  ^  ^  g(m-4)m  _  .  . .. 

Hier  kann  man  jede  Exponenzialgrösse  wieder  in  Cosinus  und 
Sinus  umsetzen,  und  nachher  die  reellen,  sowie  die  imaginären  Theile 
beiderseits  vergleichen.    Aus  Nro.  9)  erhält  man  auf  diese  Weise : 

2*^*  cos^u  =  m^^cosmu  -\-  miC08(m — 2)w  -|-  m^C08(m — 4)tt-|-.... 

Dabei  lassen  sich  die  Fälle  eines  geraden  und  eines  ungeraden m 
imterscheiden.  Für  m  =  2w  giebt  es  einen  mittelsten  Binomial- 
coeffizienten  (2  ii)^  und  jeder  andere  Coeffizient  kommt  zweimal  vor, 
weil  immer  mj^.  =  m,^_;t  ist;  vereinigt  man  daher  die  Glieder  mit 
gleichen  CoefBzienten  und  dividirt  nachher  durch  2,  so  findet  sich 

11)  22'^-^  coÄ^'^M 

=  (2n)oC05  2n«-(-(2w)iC05(2n— 2)w-|-(2n)2C05(2n — 4)M-f-- 
.  .  .  +  (2w),,    1  cos  2u -\~  li'in)^. 

Für  ein  ungerades  m  dagegen  erhält  man: 

12)  22^co*2'*+lw 
=  (2n4-l)oCOfi(2n+l)M  +  (2n-f  l)i  co5(2n— -  l)u 

+  (2n4-l)2  co*(2n— 3)w  + 
...-(-  i^n-^-  l\^i  cosSu  -|-  (2n4-l)n  <^ö«w. 

In  ähnlicher  Weise  kann  man  in  Nro.  10)  die  Fälle  eines  g^ 
raden  und  ungeraden  m  unterscheiden  und  gelangt  dadurch  zu  fol- 
genden zwei  Formeln: 
23)  ( 1)'*  22'*— 1  /.n<»2n 


.  •• 


•  •  • 


cos      w 


=  (2  w)o  cos  2  n  M  —  (2  n)i  cos  (2n— 2)  u  +  (2  n).2  cos  (2n— 4)  u 

...  +  (-  1)^-1  (2n)^i  C082u  +  (—ir  K2n)n; 


I 
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14)  (_l)n  22n  gin^n+l  ^ 

=  (2n-fl)o  «m(2w+l)M  —  (2n-f  l)i  «m(2n— 1)« 

-f  (2n-f  l)a  «m(2n— 3)m— ... 
...  +  (—  1)**"^  (2 n 4-  l)„_i 5i„3 w^(_l)^ (2n+l)^«nt/. 

Die  hier  entwickelten  Gleichungen  bilden  gewissermassen  die 
Umkehrungen  der  unter  Nro.  8)  und  9)  in  §.  41.  gewonnenen  Be- 
ziehungen. 

§.  44. 
Complexe  Logarithmen. 

Behalten  wir  die  Definition  der  Logarithmen,  derzufolge  i  =  lz 
ist,  wenn  e^  =  z  war,  unverändert  bei,  so  zieht  die  Gleichung 

gX-j-yi  __  ^  (cosy  -f-  isiny) 
die  folgende  nach  sich : 

X'-\-yi  =  Z  [ö^  (cosy  -f-  i  siny)']. 

Hier  kann  man  6^  ==  r,  also  a  =  Ir  setzen  und  y  durch  u  er- 
setzen; es  ist  dann  bei  umgekehrter  Anordnung: 

1)  l  [r  (co8u  -(-  i  sinu)']  =  Zr  -|-  uu 

Da  sich  jede  Zahl  auf  die  Form  r  (cosu  -f-  t  «m«)  bringen 
lägst,  Bo  kann  man  mittelst  dieser  Formel  auch  den  Logarithmus  je- 
der reellen  oder  complexen  Zahl  finden.  So  ergiebt  sich  z.  B.  für 
»•  =  -|-  1  und  m  =  +2ä;ä,  wofc  eine  beliebige  ganze  positive 
Zahl  bedeutet : 

2)  Z(-f  1)  =  ±  2Ä;Ät, 
und  für  r  =  1,  M  =  ±(2ib-f  1)  n: 

5)  l(—l)  =  ±(2k-\-l)7CU 

Zu  bemerken  ist  noch,  dass  auch  für  complexe  Logarithmen  die 
Formel  logz  -^  hgz'  =  log(zz')  richtig  bleiben  muss;    denn  es  ist 

^ese  Eigenschaft  der  Logarithmen  eine  Folge  der  Gleichung  c^ .  er' 
2-2  0*1*';  letztere  bleibt,  wie  man  leicht  finden  wird,  bei  complexen 
*  ^gestört  und  also  muss  es  auch  die  Folgerung  von  ihr  bleiben. 

Verbindet  man  nach  dieser  Bemerkung  die  Gleichung  2)  mit 
'i^r  folgenden 

l  [r  (cosu  —  i  sinu)']  =  Ir  —  ui 
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durch  Subtraktion,  so  erhält  man 

,  (coBU  +  i  Binu\        ^     , 

l\ ^    .     .       )  =  2Mt, 

\COBU  —  i  8inu/ 

oder 
-*  2»       V  1  —  itanuj 

gefundenen  Reihen  verifiziren,  jedoch  nur  unter  der  besonderen  Vor- 
aussetzung ,  dass  tan  u  ein  echter  Bruch  ist. 


Dies  kann  man  auch  durch  die  für  l  ( — )  und    Ar(^an  x 


§.  45. 

Goniometrische  und  cyklometrische  Funktionen 
mit  complexen  Variabelen. 

L    Die  in  §.  43.  entwickelten  Gleichungen 


1)  C08U  =  — . — ,     sinu 

können  wir  als  die  allgemeinen  Definitionen  von  cos  u  und  sin  u  an- 
sehen, weil  sie  in  der  That  zu  denselben  Reihen  führen,  wie  das 
Theorem  von  Mac  Laurin  bei  seiner  unmittelbaren  Anwendung 
auf  cosu  und  sinu.  Behalten  wir  diese  Definitionen  auch  für  den 
Fall  eines  complexen  u  bei,  so  ist  z.  B.: 

2)  cos(vi)  = j: =  -—II , 


3)  «n(üO  =-  .^^.  —  2 

und  überhaupt  allgemein: 

cos(a!-^yi)  =  ^ = L ^ 

sin(a-4-yi)  = — : = — • 

Mittelst  einer  kleinen  Reduktion  und  unter  Rücksicht  auf  die  GI0*' 
chungen  1)  kann  man  diesen  Formeln  die  folgenden  Gestalten  v©^* 


I   ^V«   W\  ^«w» 
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^  ^  e-y         ,     «y  —  e-y 

4)  8in(x-j-yi)  = sin  x  -\-  i cosx^ 

^  A-  e-y  «y  —  e-y 

5)  co9(x-\-y%)  = cos  X  —  i sinx. 

Behält  man  für  die   übrigen    goniometrischen  Funktionen  die 

gewöhnlichen  Definitionen  bei  (z.  B.  ton  2  = u.  8.  w.)»  «)  lassen 

cosz 

sich  nunmehr  alle  goniometrischen  Funktionen  des  complexen  Bo- 

gens  x-\-yi  auf  die  Form  lJ-\-  Vi  bringen. 

IE.  Für  die  cyklometrischen  Funktionen  benutzen  wir  ebenfalls 
die  gewöhnlichen  Definitionen  ungeändert;  so  verstehen  wir  z.  B. 
unter  Aresin  (yi)  den  mit  y  gleichzeitig  verschwindenden  reellen 
oder  complexen  Bogen,  dessen  Sinus  =  yi  ist.     Setzen  wir 

6)  Aresin  (yi)  =27+  Vi, 
80  folgt  nach  dieser  Erklärung: 

yi  =  sin  (ü-j-Vi) 

= : stn  u  -j-  t : eas  ü. 

Diese  Gleichung  kann  nur  dadurch  erfüllt  werden,  dass«tn27=0, 
mithin  coj  27  =  1  und  zugleich 

2 =  » 

ist;  aas  diesen  Bedingungen  ergiebt  sich  erstens,  dass  U •=  -^^kic 
sein  muss,  wo  k  eine  positive  ganze  Zahl  bezeichnet,  und  dass  zwei- 
tens 

ist.   Durch  Substitution  in  Nro.  6)  hat  man  nun  weiter 

Aresin  (yi)  =±  2ibÄ-|-  iHy  ±\Jl+y^)\ 

Wenn  aber  Aresin  (y  t)  mit  y  gleichzeitig  verschwinden  soll,  so  muss 
*  =  0  sein  und  es  darf  nur  das  positive  Zeichen  der  Wurzel  ge- 
braucht werden;  demnach  ist: 

^  Aresin  (yi)  =  i  l  (y  +  \/l  +  y^). 

Eine  ganz  ähnliche  Behandlung  gestatten  die  allgemeineren 
^^drücke  Aresin  (x-\-yi),  Arctan  (X'-\-yi)  etc.,  nur  fallen  die 
*^erthe  von  ü  und  V  etwas  verwickelter  aus. 


i 
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§.  46. 
Beihen  mit  imaginären  Yariabelen 

Einer  der  grossen  Vortheile,  den  die  Benutzung  complexer 
Zahlen  bietet ,  liegt  darin ,  dass  man  aus  jeder  Beihenentwickelung 
eine  neue  ableiten  kann,  indem  man  die  Variabele  imaginär  werden 
lässt.     Gehen  wir  z.  B.  von  den  beiden  Formeln  aus: 

z)  sinx—    1    ~  OTS"^  1.2..5  ~  1.2..7'^'"' 

so  bemerken  wir  zunächst,  dass  dieselben  nicht  nur  für  reelle,  son- 
dern auch  für  imaginäre  x  gelten;   denn  man  erhält  für  x  =  vi: 

v^  v^  v^ 

("•■^  =  ^  +  TTi  + 172771  +  172776 +  ••  • 


COS 


sin  (vi) 


1    "^  1.2.3  "*"  1.2. ..5  "^ J*' 


und  wenn  man  sich  an  die  für  e^  und  e"'^  geltenden  Beihenentwi- 
ckelungen  erinnert,  so  wird  man  bald  finden,  dass  die  erste  Beihe 
i  (e^  -\-  e~~^)  und  die  zweite  |  (e^  —  e~^ )  zur  Summe  hat ;  hier- 
mit gelangt  man  zu  den  in  §.  45.  unter  2)  und  3)  verzeichneten 
Formeln.  Wenn  nun  aber  die  Formeln  1)  und  2)  für  reelle  und 
imaginäre  x  gleichförmig  gelten,  so  müssen  auch  die  aus  ihnen  ab- 
geleiteten Gleichungen  dieselbe  Eigenschaft  besitzen.  Die  Sekanten- 
reihe z.  B.  ist  nichts  Anderes  als  das  Besultat  einer  Division  mit  der 
Cosinusreihe  in  die  Einheit,  welche  Division  für  imaginäre  Zahlen 
auf  dieselbe  Weise,  wie  bei  reellen  Zahlen  geschieht;  es  muss  daher 
auch  die  Formel 

1  TT 

8)  SeCX  =  =    l  -L^x^  -^   —rr^X^^-  .... 

^  C08X  '    1.2         '     1.2..  4         ' 

für  X  =  vi  gültig  bleiben ;  man  erhält  so  auf  sehr  kurzem  Weg« 
das  Besultat: 

4^  ^^         ^  1        ^^^'     I        ^^^'  ^«^'       I      . 

^       ^»^^-v  1.2^1.2.3.4        1.2...6~" 

Dasselbe  bleibt  offenbar  so  lange  richtig,  als  die  Beihe  ein^ 
bestinmite  Summe  besitzt,  d.  h.  convergirt ;  da  nun  die  Beihe  nur  in  den 
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Vorzeichen  von  der  Reihe  3)  differirt  und  diese  fürjÄ]>'a?}>  —  ^x 
gilt,  so  kann  die  Richtigkeit  der  Formel  4)  ebenfaUs  nur  unter  der 
Bedingung 

verbürgt  werden. 

Dieselbe  Substitution  x  •=  vi  giebt ,  auf  die  Tangentenreihe 
angewendet: 

^  e^  J^e-''~     1  1 .  2  .  3  *^   1 .  2  . .  5 

statt  der  linken  Seite  Hesse  sich  auch 

62«^  —  1  _  ^  _         2 


7) 


«2t;  ^1  e^^'  +  l 

schreiben ;  setzt  man  nachher  2v=u  und  dividirt  beiderseits  mit  2, 
so  findet  sich  leicht: 

1        _  J_  _    Tiu  TaM« ^5^5  , 

ti^l~2         1.22"'    1.2.3.24        1.2..5.2«    '   ••* 

Aus  der  Cosekantenreihe  folgt  nach  derselben  Methode : 

^  ««'_e-''~v         1.2  "•"  1.2.3.4 

Ä  ^  ü  ^  —  ;r, 
endlich  aus  der  Cotangentenreihe : 

e»^  4-  «-«>  _  1    ,    ^  _       Fat;«        , 
^  «t'  _  e~«'  ~  V  "*"  1 . 2        1.2.3.4"' 

Die  linke  Seite  lässt  sich  hier  in  folgender  Form  darstellen: 

2t'    j^  1  2 


.2t;  1  ~^  ^2v  ' 


+ 


e'^''  _  1  e^^  —  1 

^rid  wenn  man  darin  2v  =  u  setzt,  so  wird : 

^  gti_i—  M         2^1.2.22        1.2.3.4.24^**"' 

2ä>>m>>  —  2ä. 

Die  Coeffizienten  i  T^,  ^\  T^  etc.  führen  den  Namen  der  B er- 
^  o  Ulli 'sehen  Zahlen,  indem  man  bezeichnet: 
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in  ^2n^i l!L— T         —n 

Die  Formel  10)  nimiDt  dann,  a  für  u  geschrieben,  die  folgende 
Fonaan: 

^^^  TZTl  =^~T  +  7T7~  1.2.3.4  ^"•••- 

Ganz  ähnliche  Ableitungen  neuer  Formeln  aus  früheren'  gestat- 
ten unter  Anderm  die  Resultate  des  §.  34.  m.,  indem  man  die  dort 
vorkommende  willkürliche  Grösse  ft  imaginär  werden  und  zugleich 
an  die  Stellen  von  sinfiz  und  cosfiz  ihre  neuen  Bedeutungen  treten 
lässt 


*    « 


-••♦  ^ 


n    h    a   n    g. 


Die  höheren  Differenzialquotienten  zusammengesetzter 

Funktionen. 

I.    Allgemeine  Formeln. 

Die  Lehren  des  §.  12.  enhalten  insofern  eine  Lücke,  als  nicht 
nachgewiesen  wurde,  auf  welche  Weise  die  höheren  Differenzialquo« 
lenten  einer  zusammengesetzten  Funktion  von  der  Form  z  =  /(y), 
^oy  =:  q)  (x)  ist,  entwickelt  werden  können,  vorausgesetzt,  dass  die 
^ifferenzialquotienten  von  /(y)  in  Beziehung  auf  y  und  die  von  qp  (»J 
ti  Beziehung  auf  a:  genommen,  bekannt  sind.  Wir  tragen  nun  das* 
Q  neuerer  Zeit  über  dieses  wichtige  aber  nicht  leichte  Problem  Oe* 
listete  nach,  und  zwar  erst  an  dieser  Stelle,  weil  einerseits  dic^  ge- 
ebenen  Entwickelungen  für  die  gewöhnlichen  Fälle  aaareichen,  an- 
drerseits weil  die  folgenden  Untersuchungen  erst  dann  fruchtbar  wer- 
^Qi  wenn  man  die  Theorie  der  complexen  Beziehungen  damit  ver- 
Jiupft. 

Wir  gehen  von  der  Gleichung 

da  dx 

'^j  in  welcher /' (y)  den  Differenzialquotienten  bedeutet,  der  da- 
[*J'ch  entsteht,  dass  man /(y)  so  differenzirt ,  als  wenn  y  unabhän- 
^^6  Variabele  wäre.  Wendet  man  dieselbe  Begel  mehrmals  nach 
^nder  an  und  berücksichtigt  dabei  die  Formel  zur  Differenziation 
'^  Produkte,  so  gelangt  man  ohne  Mühe  zu  folgenden  Gleichungen. 

u.  s.  w. 

Behlömllch,  Analyalf.  12 
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Aus  ihnen  geht  hervor,  dass  man  überhaupt  setzen  darf 

f^=f(y)  Yi  +/"(y)  r,  +  . . .  H-z^Cy)  r„ 

wo  Ii,  I2)  •  •  ^n  S^^^^t  noch  nicht  näher  bekannte  variabele 
Coeffizienten  bezeichnen ,  die  von  der  Natur  der  Funktion  /  unab- 
hängig sind.    Nehmen  wir  überhaupt 

y    ^ 

X*  Xä  •  O  •  •  •  iC 

WO  nun  P^.  eben  so  unbekannt  wie  TJ^  ist,  so  stellt  sich  die  obige 
Gleichung  in  die  für  das  Folgende  bequemere  Form 

:>  ^  =  ^^«  +  ^r«  +  ...  +  ^/"'(.). 

Da  Yjf.  mithin  auch  Pj^  nicht  von  der  Natur  der  Funktion  /  ab- 
hängt, so  kann  man  für  f(y)  irgend  eine  speziellere  Funktion  wäh- 
len, wenn  man  auf  eine  Bestimmung  jener  unbekannten  ausgeht 
Nehmen  wir  f(y)  =  yf*^  so  wird  aus  Nro.  1)  unter  Benutzung  der 
bekannten  Symbole  für  die  Binomialcoeffizienten 

^^  =  (HP^yf-^  +  (hP.yf-^  +  ■'•  +  Pn-P„y^— * 

oder  durch  Diviaion  mit  y" ; 

yf*     da»  y  y^  y^    ' 

Setzen  wir  voraus,  dass  sich  die  linker  Hand  angedeutete  Differenzia- 
tion  ausführen  lasse,  was  in  vielen  Fällen  (wie  z.  B.  y  =  «*)  sehr 
leicht  ist,  so  haben  wir  linker  Hand  eine  bekannte  Grösse,   die  wir 

P      P 

mit  Ä,,  bezeichnen  wollen;  rechter  Hand  können  wir  — ^,  —--  etc.  als 

^  y    y^ 

neue  Unbekannte  ansehen  und  dafür  die  Buchstaben  Qi,  Qg  etc. 
brauchen;  für 


ist  denmach 

^^  =  f*i  Qi  +  f*2  Q2  + +  f*n  ^• 

Um  die  mit  Q  bezeichneten  n  Unbekannten  zu  finden,  setzen  wir 
für  ft  der  Reihe  nach  1 ,  2,  3 ,  .  .  .  n  und  haben  so  die  n  Glei- 
chungen 
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Äi  =  li  Qi 

^  =  2i  Qi  +  22  Q2 

^8  =  3i  Qi  -f-  82  Q2  +  83  Qa 


^n  =  ^1  Qi  +  ^  Q2  +  «8  Q3  +  •  •  +  «n  ^• 

Aus  diesen  könnte  man  der  Reihe  nach  Qi,  Q29  ••  •  entwickeln, 
indem  man  den  Werth  jeder  Unbekannten  in  alle  folgenden  Glei- 
chungen einsetzte;  kürzer  ist  folgendes  Verfahren.  Man  denke  sich 
die  ersten  k  Gleichungen  von  den  obigen  n  hingeschrieben,  wobei 
ib  <  n  ist,  multiplizire  sie  der  Reihe  nach  mit  Ä^i ,  —  ÄJ2 ,  -f-  äjjj  ^^* 
und  vereinige  darauf  Alles,  so  wird 

4)                  kl  Äi—k2  Ä2-^h  A  —  .  .  .-\-  (—  l)^+^ifcx;  ^Jfc 
=  (li  Ä;i  —  2i  fcj  4-  3i  Ä^  — )  Qi 

(22  ÄJ2  32  Ä^  +  42  ÄJ4  —  ....)  Q2 

+  (38  ^  —  h  h  -^  ^s  h  —  .  .  .  0  Qs 


+  (-  1)^  ((*^-%-1*ä:-1  -  *ä:-1  ^fc)  Qjfc-1 

Die  allgemeine  Form  der  in  Parenthesen  stehenden  Reihen  ist 
hh  -  (Ä+  1)ä  *ä+1  +  (ä  +  2)ä  fcA+2  - , 

oder  wenn  man  ^/^-Li»  ^äH-2»  ^ä+3  •  •  •  <^iirch  ä;;^  ausdrückt  und 
statt  Äo»  (Ä~f"^)ii  (Ä"f"l)2  6tc.  ihre  Werthe  setzt 

,  r.         ^  — Ä    ,    (k—h)ik  —  h—l) 
hj\l  -  -J-  + j;72 

(jb  — A)  (fc  — A— l)(fe  — A— 2)    ,         1 
1.2.3  r----J- 

Für  ib  >  Ä  ist  dies  so  viel  wie 

h  (1  —  1)^""*  =  ö- 

In  der  Gleichung  4)  verschwinden  demnach  alle  Reihen,  für 
-welche  h  <^  k  ist,  d.  h.  die  Coef&zienten  von  Qi,  Q2» ...  Qjc—l  ^^^ 
demnach  bleibt  rechter  Hand  nur  (—1)^+^%  übrig;  man  findet 
liieraus  sogleich 

oder  Termöge  der  Werthe  von  Q  und  Ä  aus  Nro.  3) : 


4 
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Kann  man  also  überhaupt  den  Differenzialquotienten 

für  ein  ganzes  positives  f&  entwickeln,  so  ist  jetzt  P^  vollständig  be« 
stimmt  und  nach  Formel  1)  lässt  sich  nunmehr  auch  der  nte  Diffe- 
renzialquotient  von  f{y)  ableiten.  Spezielle  Anwendungen  hiervon 
geben  die  nächsten  Abschnitte. 

n.     Entwickelung  von  — . 

dx"" 

Nehmen  wir  in  dem  allgemeinen  durch  die  Gleichungen  1)  und 

6)  ansgedröckten  Theoreme  y  =  a?*,  so  ist 

ds^  daP 

=  1  .  2  .  3  .  .  .  n  .  (ftl)^  a?."*--^ 
und  folglich  wird 

P;fc= (  -  1)«=+ 1 1 . 2 . .  n  [fci  A„  -  fc^  (2  A)„ + fcg  (3  i)„  - . . .]  «**-"■ 

Bezeichnen  wir  den  von  x  unabhängigen  Theil  dieses  Ausdfuckea 
mit  J5Jjj.,  setzen  also 

so  haben  wir  die  sehr  elegante  Formel: 

■■■+T:L-J-'"'-t"'"^^'>\ 

Auf  die  speziellen  Fälle  f(y)  =  (a+y>"  und  f(y)  =  Ha-^  ^^ 
angewendet,  liefert  sie  z.  B.  die  Differenzialformeln 


9) 
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So  lange  der  völlig  willkürliche  Exponent  X  nicht  besondere 
Werthe  erhält,  besteht  der  für  E^  gegebene  Ausdruck  immer  aus  k 
Gliedern  und  lässt  sich  nicht  kürzer  zusammenziehen.  Es  giebt  je- 
doch drei  Spezialwerthe  von  X ,  bei  welchen  eine  Reduktion  jenes 
Ausdruckes  durch  Summirung  der  Reihe  ki  X^  —  k^  (ßX)^  -j-  etc. 
eintreten  kann.  Das  hierzu  nöthige  Verfahren  beruht  indessen  auf 
fem  liegenden  Eigenschaften  der  Binominalcoeffizienten  und  ist  über- 
dies so  umständlich,  dass  wir  uns  mit  einer  Angabe  der  gefundenen 
Resultate  und  mit  einem  Fingerzeige  zur  Prüfung  ihrer  Richtigkeit 
begnügen  müssen. 

A.  Für  A  =  —  1  lässt  sich  der  in  6)  verzeichnete  Coef&zient 
auf  folgenden  Ausdruck  bringen :  ' 

— ^  Ej,  =  (- 1)"  (n-  1)  (n-  2)  . . .  (fc+ 1)  i.«„_fc 

und  die  Formel  7)  nimmt  jetzt  bei  umgekehrter  Anordnung  ihrer 
Glieder  die  folgende  Gestalt  an: 

10)  (—  1)" ^^  = 

^    (»-l)(«-2)...3.2.1n„_i^^  /j_\ 

-  "<  ^H^i  '^  \x)' 

Sieht  man  dieselbe  als  ein  vorgelegtes  Theorem  an,  so  kann 
^^ÄU  sich  leicht  dadurch  von  ihrer  Richtigkeit  überzeugen,  dass  man 
"öiderseits  noch  einmal  differenzirt;  man  erhält  dann  nach  Vereini- 
fS^^^§  aller  gleichartigen  Glieder  ein  Resultat,  welches  sich  von  dem 
obig-en  dadurch  unterscheidet,  dass  n-|-l  an  der  Stelle  von  n  steht. 

B.  Für  X  =  2  lässt  sich  die  Formel  7)  bei  umgekehrter  An- 
^^^Hung  folgendermassen  darstellen: 

4-  n  (n- 1)  («-2)  (n-3)  ^^  ^^„.^  ^(„  _  g)^^^^ 

1   .  Z  .  o 
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und  eine  ganz  ähnliche  Probe  wie  vorhin  zeigt  auch  hier  die  Rich- 
tigkeit des  Resultates. 

Nimmt  man  beispielweise  n=m —  1  und  f(y)  =  (1 — y)^     ?, 
so  ergiebt  sich  eine  sehr  bermerkenswerthe  Formel,  nämlich : 


m 


-[wiäj'^-VA— ^^— ^^'^~^\/l— ^^^ 


Für  X  =  C08U  verwandelt  sich  die  eingeklammerte  Reihe  in 
die  unter  Nro.  9)  §.  41.  suramirte  Reihe;  es  lässt  sich  daher  statt 
der  vorigen  Reihe  die  Summe  sinmu  =  sin (m Ärccos x)  substituiren 
und  dies  giebt 

.«^^~Hl— .^')'^""5     (— l)'^-M.3.5...(2m-.l)    .    ^     ^ 

1 2) ; = 8in  (m  Arccoa  x\ 

C.    Für  A  =  5  geht  die  Gleichung  7)  in  die  folgende  übier: 
18)    on^/(V^)^Mv/^)   _  n(n-l)/(^~^)(v^) 
dx""  (\/xy  2         (\/^)'*+^ 

(n4-l)n(n— l)(n^2)/^-^)(v/J) 
2.4  (yjxy+'^ 

2.4.6  (v/^)'*+8    "•"*" 

die  sich  auf  dieselbe  Weise  wie  Nro.  10)  und  Nro.  11)  prüfen  läsafc-  -i 
Für  f(rj)  =  (1  -j-  ayf^—^  findet  man  z.  B. 

d^(l+(yv/^)^^-^_1.3.5..(2n— 1) _«^  /  2 _  i.V""^ 

d^^  ~  2^  \/^\  ^/ 

Die  hier  mitgetheilten  Sätze  sind  von  der  mannichfaltigst^»^  3i 
Anwendung,  theils  beim  Gebrauche  der  Theoreme  von. Taylor  ui^^d 
Mac  Laurin,  theils  in  der  Integralrechnung;  sie  sind  zugleich h 
die  Mittel,  um  zahlreiche  algebraische  Sätze  zu  entdecken.  Sob^^^ 
es  nämlich  glückt,  eine  und  dieselbe  Funktion  auf  zwei  verschiede*^*® 

Weisen  zu  diflerenziren     z.  B. nach  Formel  8)  in  §.  12.  a*="-^ 

L  1  —  x^ 

nach  Formel  11)  f  ür /(y)  = ,    so    giebt    die    GleichstellU^^^ 

der  auf  verschiedenen  Wegen  gefundenen  Difierenzialquotienten 
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inblicklich  ein  algebraisches  Theorem,  welches  meistentheils  mit 
)m  binomischen  Satze  einige  Aehnlichkeit  besitzt 


m.    Entwickelang  von  -r  "^ 


Die  in  Nro.  I.  verzeichneten  Formeln  gehen  für  y  =  «^  in  die 
Igenden  über: 

J^jk  =  (—1)*^+!  e*^^  [ifcil^  —  ifc22^  +  ifcaS'*  — ]. 

Bezeichnen  wir  den  von  x  unabhängigen  Theil  des  Coeffizien- 
a  Pjj.  mit  Ä)j.,  so  dürfen  wir  die  vorstehenden  Formeln  durch  die 

Inenden  ersetzen: 

-I — i_2r„  ««*/(«)(«*) 

1.2*  ».n 

)  -Sifc  =  (—  1)*+^  [l"*i  —  2"  Jbg  +  8»fc8 •]• 

Auf  den    Spezialfall  /(y)  =  (a-|-yy*  angewendet,    giebt  die 
eichung  16): 

da?* 
*  Hoch  spezieller  f ür  ft  =  —  1 : 
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Etwas  symmetrischer  wird  diese  Formel,  wemi  man  rechter  Hau 

setzt  und  die  angedeutete  Multiplikation  auifiihrt ;  man  findet  so : 

=  <-^)-<-^)'+-+<-'>--(;^r 

und  darin  ist  überhaupt  J^  =  K^-\-  K^ -^  oder ,  nach  Einsetznn 

der  Werthe  von  K]^  und  K]^ j,  sowie  nach  hinreichender  Reduktic 

20)  Jifc=  (_i)*:+l  [in(;j._i)^_2n(;fc_l)^_|_3n(j5._i)^__ 
Für  a  =  1   und  wenn  man  nach  geschehener    Düferenziatic 

j?  =  0  setzt,  ergiebt  sich  aus  Nro.  19), mit/(a?)  bezeichne 

Denken  wir  uns  n  als  ungerade  Zahl,  so  folgt  andererseits  ai 
Nro.  7)  in  §.  46  : 

M  (0)  =  5^ — -^ 2 

mithin  durch  Vergleichung  der  fiir  /W  (0)  gefundenen  Werthe : 

21)  r„  =  (-l)^(»+l)[^^l-2»J'„+2V„_i-2»J'„_2  +••' 

Hierin  liegt  eine  direkte  Bestimmung  der  Tangentencoeffiziei 
ten,  insofern  man  T^  findet,  ohne  die  Vorgänger  dieses  Coeffiziente 

berechnet  zu  haben.  Für  den  praktischen  Gebrauch  ist  es  indesse 
bequemer,  die  Formel  6)  des  §.33  zu  benutzen  und  aus  ihr  succei 
sive  die  Tangentencoeffizienten  so  wie  die  damit  verwandten  Zahle 
abzuleiten. 

Um  noch  eine  elegante  Anwendung  der  mehrfachen  Difierei 
ziationen  zu  zeigen,  gehen  wir  von  der  Gleichung 

aus,  bezeichnen  den  ersten  Faktor  rechter  Hand  mit  9>(^),  de 
zweiten  mit  i\>(ai)^  differenziren  7/1  mal  nach  der  Regel  für  die  Difl% 
renziation  der  Produkte,  und  setzen  zuletzt  ^  =  0 ;  es  ergiebt  sich  so 
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im  _|_  2»»  _|_  3m  _u  .  .  .  4-  (5  —  1)^ 
:  9(0)^C"')(0)+mi9'(0)^("»-l)(0)+m2  9"(0)^('»-2)(0)-|-... 
Mittelst  der  Formel  12)  in  §.  46  findet  man  augenblicklich: 
9(0)  =  1,  <p'(0)  =  -  l,  q>^(0)  =  g)V(O)  .  .  .  =  0 
^(2A) (0)  =  (_  l)»^+l  ^2k-V 

Ferner  hat  man  vermöge  der  Exponenzialreihe : 


«       .       «2  ^3 


^^  ^  1    ^  1.2     ^  1.2.3       ^ 

thin 

.  Setzt  man  diese  Werthe  ein  und  fügt  beiderseits  a"^  hinzu,  so 
2^iebt  sich  die  Formel 

)  im  _^  2^  +  3»«  + +  5^ 

-m+1 

Die  Werthe  der  B er  noulli' sehen  Zahlen,  aus  den  Tangenten- 
effizienten abgeleitet,  sind  Bi=\^  53=Jjj,  B^  =  ^^^  57=JJj  etc. 

Durch  die  aligemeine  Formel  zur  Differenziation  von  /(c^  er- 
ügt  sich  zugleich  die  Differenziation  zusammengesetzter  trigono- 
Btrischer  Funktionen;  drückt  man  nämlich  die  vorkommenden 
nus,    Cosinus  etc.  durch   Exponenzialgrössen   aus,    so  bleibt  am 

nde  immer  nur  eine  Funktion  von  c^*  übrig,  die  sich  nach  den 
)igen  Formeln  behandeln  lässt. 

rV.    Entwickelung  von 


Die  Methode,  deren  wir  uns  in  Nro.  I.  zur  Entwickelung  der 
heren  Differenzialquotienten  von  f(y)  bedient  haben ,  passt  nicht 

f  denFc^ll  y  =  Ix^  weil  der  rate  Differenzialquotient  von  yf^-=(lxy^ 
'ht  immittelbar  bekannt  ist.  Wir  schlagen  daher  einen  anderen 
Bg  ein.  Differenzirt  man  fQx)  mehrmals  hinter  einander,  so  wird 
^  bald  zu  folgendem  Bildungsgesetze  geführt: 

>        ^U  4.|y(«)(/^)_ci/(»-i)(Z*)+Cb/(»-2)(i^)_.. 

da^  x^ 

...  +  (_l)n-lC^l/(Z^)], 

12* 
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worin  Ci,  C^,  .  •  •  C^— i  gewisse  Zahlencoefüzienten  bedeuten,  nm 

deren  Bestimmung  es  sich  nur  noch  handelt.     Man  gelangt  hierzn 

am  einfachsten  durch  die  spezielle  Supposition  f(y)  =  «  ^y,  bei 
welcher  es  sehr  leicht  ist,  sowohl  rechter  Hand  die  Differenzial- 
quotienten  /'  (\j) ,  /"  (y)  etc. ,  als  auch  links  unmittelbar  den  Diffe- 

renzialquotienten  von  /(/  y)  =  sb  ^  zu  entwickeln.  Nach  gehöriger 
Hebimg  findet  man: 

24)  ^(^+1)(^4.2)  .  .  .  (ft+n-^1) 

=  ft'»  +  Ci^'»-!  +  C2fi'»-2  +  . .  .  +  ^n-1^ 

und  es  ergeben  sich  jetzt  die  Coeffizienten  C  durch  wirkliche  Ans—, 
führung  der  angedeuteten  Multiplikation,  nämlich 

Q  =  1  +  24-3-f  .  .  .  + n— 1 

Q  =  1.2-}-1.34-1.4  +  ...4-l.(n— 1) 

--2.34-2.44-...+ 2. (w—1) 
4-3.4  +  ...4-3.(n— 1) 


+(«-2)(n-l) 
u.  s.  w. ; 

überhaupt  ist  Q  die  Summe  der  Zahlen  1,  2,  .  .  .  (n  —  1),  C^ 
Summe  der  in  ihnen  liegenden  Combinationen  zu  je  zweien  (ob. 
Wiederholungen),  jede  solche  Ambe  als  Produkt  angesehen,  Q 
in  gleicher  Weise  die  Summe  der  Temen  u.  s.  f.     Nennt  man, 
es   in  neuerer    Zeit  üblich  geworden  ist,  den  Ausdruck  ft(/A-|—  i 
(fA-)-2)...(ft-j-n — 1)  eine  Fakultät  des  nten  Grades  [in  Zeicl:»^^ 

(ft,  -j"!)"],  so  sind  Q,  Q,  .  .  .  die  Fakultätencoeffizienten  d^« 
Exponenten  w;  zur  besseren  Hervorhebung  des  Grades,  zu  welchexiD 
die  Coeffizienten  gehören ,  schreibt  man  gewöhnlich : 

nri     nrt      n/S  n/> 

^0  ?     VI  ?     ^2  ?  •  •  •    ^n— 1' 

wobei  der  erste  Coeffizient  jederzeit  den  Werth  1  besitzt. 

Aus  der  Formel  23)  ergiebt  sich  z.  B.  fiir  /(y)  =  ^  und  1>^ 
umgekehrter  Anordnimg  der  Glieder: 

dir  ar 

-"<?„- 2  P  (P- 1)  ('''>"~^ +  ••  •]• 

Bei  ganzem  positiven  fi  muss  man  hier  unterscheiden ,  ob  n  <^  ^^ 
oder  ob  w  >  ft  ist;  im  ersten  Falle  kommen  in  der  Formel  2^  J 
innerhalb  der  Parenthese  rechter  Hand  n  Glieder  vor,  beim  zweil 


Anhang.  187 

Falle  dagegen  werden  die  Glieder  =  0,  in  denen  die  Anzahl  der 
gemachten  Differenziationen  grösser  als  f(  ist ;  die  Formel  lautet  dann 

+ . . .  +  (-iy+1  "(?„_^  (»ot— i)...2.i]. 

Hieraus  folgt  z.  B.,  wenn  (/a;)"  kurz  mit/(x)  bezeichnet  wird: 

26)  /")  (1)  =  (—  l)"+i"  «C„_^  1 . 2 . 3 . . .  ft. 

Eine  Anwendung  dieser  Formel  ist  folgende.   Erhebt  man  beide 
Seiten  der  Gleichung  • 

1>A>—  1 

auf  die  fite  Potenz,  so  erhält  rtaia  ein  Resultat  von  der  Form 

[«(l+Ä)}"  =  ^A"  +  Ay}^-^^  +  ^A."+2  +  .  .  . 

1>A>- 1 

'iQd  vermöge  des  Taylor 'sehen  Satzes  müssen  hier  die  Gleichungen 
stattfinden : 

/0(1)  /"+^)(1) 

^  =  u::^'  '^^  =  i.2..(,t+i)'  "•  '•  ^• 

^orin/(a?)  =  (/a?)**  ist.     Mittelst  der  Formel  26)  erhält  man  jetzt:' 
27)  P(l+Ä)7=^Co;^"~^+lCi^+^+2Q         ^""^' 


1  >Ä>  —  1. 
Ein  zweites  Beispiel  für  die  Formel  28)    bietet  die  Funktion 

j^;;^— T —  dar ,  indem  man  f{y)  =  ^    ,       setzt ;  in  ähnlicher  Weise 

^e  vorhin  führt  die  gewonnene  Differenzialformel  sogleich  weiter, 
^dem  sie  unter  Anwendung  des  Theoremes  von  Taylor  die  Coef- 
fizienten  der  Reihe 

=  ^  -)-  Äi  h  -j-  2I2  Ä^  ~f"  •  •  .  • 


l_|_i(l_(_A) 

Destinmit.     Die  vorstehende  Gleichung  gilt  übrigens  aus  nahe  lie- 
genden Gründen  nur  von  solchen  A,  welche  zwischen  den  Grenzen 

^ —  1  und  -(-  1  enthalten  sind. 


s 


INTEGRALRECHNUNG. 


Cap.   X. 
Fundament^sätze  der  IntegraLrechnung. 

§.  47. 
Bestimmte  nnd  anbestimmte  Integrale. 

Die  -Betraohtang  einer  Funktion  F(ai)  nnd  ihres  Differenzial- 
qnotienten  F*  (x)  veranlasst  zwei  verschiedene  Aufgaben ,  nämlich 
entweder  jp'(jf)  aus  F(ai)  abzuleiten,  oder  umgekehrt  i^(d?)  zu  finden, 
wenn  F  (x)  gegeben  ist.  Mit  der  ersten  Aufgabe  beschäftigt  sich 
die  Differenzialrechnung ,  die  zweite  gehört  der  Integralrechnung. 
Bezeichnen  wir  die  gegebene  Funktion  mit  /(^),  so  wurde  es  darauf 
ai^ommeo,  die  unbekannte  Funktion  F(jBß)  zu  ermitteln,  von  welcher 
/(x)  der  Diflerenzialquotient  ist. 

Eine  direkte  Lösung  dieses  Problemes  lässt  sich  aus  dem  Be- 
griffe des  Differenzialqaotienten  unmittelbar  herleiten,  indem  man 
die  Gleichung 

benutzt,  in  welcher  Q  eine  mit  d  gleichzeitig  verschwindende  Grösse 
bezeichnet.    Giebt  man  der  Gleichung  die  Form 

Fix+S)  —  Fix)  =  f(x)  S  +  qS, 

BQitzt  darin  der  Beihe  nach 

a?  =  a,   a  +  dl,    a  +  *i  +  *3i  •  •  .  «  4"  ^  +  •  •  'H-^fi*^!, 
d  z=:  di^       d^^  dg ,  ...  d^ 

nnd  bezeichnet  die  verschiedeneü  tVerthe  von  q  ,  welche  jenen  Sub- 
stitutionen entsprechen ,  mit  (>i ,  ^s  ?  •  •  •  (»^  ^  so  finden  folgende 
Gleichungen  statt: 
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F  (a+Ä,)  —  F(,a)=f  (a)  S,  +  pi  S, 
F(,a-\-S,-\-d,)  —  J^Ca+ÖO  =/(«+3i)  ««  +  92«» 
F(a+  «1  +  «2  +  Äa)  -  Fia-\-d,-l-d,)  =  /  (a+ Ä^  -f  5^)  Ä,  +  p,  «, 


Die  Addition  aller  dieser  Beziehungen  giebt  linker  Hand  das 
einfache  Resultat  F(a-\-8i-j-d2-\-».»-\-df^  —  ^(a)i  jedoch  nur 
unter  der  Voraussetzung,  dass  F(x)  innerhalb  des  Intervalles  a  =  a 
bis  0?  =  a  -(-  Äi  -(-...  -f-  tf^  keine  Unterbl*echung  der  Stetigkeit 
erleidet.  Denn  wenn  sich  jP  (a  -f-  öi)  gegen  —  F  (a-\-  Ji),  ebenso 
F  (a  -\-  8i  -\-  82)  gegen  —  F(a-\-  öi-{-  d^)  etc.  heben  oder  über- 
haupt F  (x)  —  F  (o?)  der  Null  gleich  sein  soll,  so  darf  der  Minuen- 
dus  keinen  anderen  Werth  als  der  Subtrahendus  besitzen ,  es  muss 
also  F  (x  —  0)  =  jP  (o?  -(-  0)  sein ,  wenigstens  für  alle  hier  vor- 
kommenden speziellen  Werthe  von.  x^  und  hierin  liegt  unmittelbar 
die  oben  ausgesprochene  Bedingung  der  Continuität  von  F  (x).  Da- 
mit diese  sicher  stattfinde,  müssen  wir  nach  §.29  (Seite  121)  vo^ 
aussetzen ,  dass  JP'  (x)  =  f(x)  stetig  bleibe  von  x  =  a  bis  x  =  a 
-f-öi-|-..-(-Ä^,  und  haben  jetzt  durch  die  erwähnte  Addition 

i^(a  +  *i  +  *2  +  .  .  .  +  «n)  -  ^(«) 
=  /(«)  «1  +/(«+Äi)  «2  +/(a+«i  +  «2)  33  +  ... 
•  •  .  +/(«  +  *!  + *2  +  .  .  .  +  *n-l)  *n 

+  (>i  *i  +  92  *2  +  (>3*3  +  .  .  .  +  (>n  an- 
wählen wir  die  beliebigen  Grössen  di ,  d^ ,  .  .  .  d^  so ,  dasc  -a 
ihre  Summe  b- —  a  beträgt ,  so  ist  auch 

2)  Fdb)  -  F(a)  -  [9,öi  +  p,Ä2+  .  .  .  +  Qn^fJ 

=  /(a)«i  +/(a+*i)  «2  +  /(a+«i  +  «2)  «3  + 

.  .  •  +/(«+*! +*2  +  •  .  .  +  *n-l)  *ni 
wenn  nämlich  /(o?)  innerhalb  des  Intervalles  j?  =  a  bis  «  =  ft  kein    ^ 
Unterbrechung  der  Continuität  erleidet     Den  Betrag  der  Produk:-* 
tensumme  (>i  ^i  -|-  P2  ^2  ~|~  .  •  •  "h  Pn  ^n  können  wir  leicht  in  zwc^ 
Grenzen  einschliessen ;  ist  nämlich  q'  die  grösste  und  q"  die  kleinste 
unter  den  Grössen  (>i ,  ^2 )  •  •  *  (^n  9  wo^®^  ®s  nur  auf  die  absoluten 
Werthe  ankommt,  so  hat  man  offenbar,  wenn  einmal  q'  und  das  an- 
dere Mal  q"  an  die  Stelle  aller  Q  gesetzt  wird 

und  weil  di  -(-  Ö2  +  .  .  -|-  tf„  =  6  —  a  war 

3)  Q»  (ö  — a)  >  9i «i  +  ?>«>  +  •  •  QnK  >  9"  (*— a). 
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Lassen  wir  jetzt  a  und  b  unverändert,  verkleinern  dagegen  die 
beliebigen  Grössen  Ji,  62^  .  .  •  d^?*  wodurch  sich  ihre  Anzahl  fort^ 
währeaid  vermehrt ,  so  werden  auch  Qi^  Q^^  •  •  -  Qn  i™™ei^  kleiner, 
und  was  von  jedem  Q  gilt,  muss  gleichförmig  von  q'  und  q"  "gel- 
ten; wenn  demnach  sämmtliche  d  die  Null  zur  Grenze  erhalten,  so 
verschwinden  p',  q"^  ebenso  die  Ausdrücke  Q*  (b  —  ä)  und  Q''(b  —  ä) 
und  es  ist  folglich 

Lim  [pi  Äi  +  P2  ^2  ^   •  •  •  +  Qn  *fj  =  ^• 
Indem  wir  dieses  Resultat  benutzen,  ergiebt  sich  aus  der  Glei- 
chung 2):      ' 

4)  F(h)  —  F  (a) 

=  Lim  [/(a)  «1  +  /(a+«i)  d,  +  /(a+öi  +  «2)  *a  +  •  • 

und  damit  ist  die  erwähnte  Aufgabe  gelöst,  weil  es  am  Ende  freisteht, 
«für  6  zu  schreiben,  und  da  im  üebrigen  die  Operationen,  mittelst 
deren  F(x)  aus  f(a)  abgeleitet  werden  kann,  klar  vorliegen.  Nimmt 
nian  um  grösserer  Einfachheit  willen  die  beliebigen  di ,  ^2 ,  .  •  .  Ä^ 
gleich^  also  nö  -=:  b  —  a ,  so  wird 

5)  -      '  F(b)  -  F(a) 

=  Xim{[/(a)+/(a+Ä)+/(a+2«)  +  ..,+/((i+7i=lÄ)]fj} 


n 
Hier  bezieht  sich  das  Zeichen  Lim  auf  das  unendliche  Wachs- 
thum  der  Zahl  n ,  in  iFolge  dessen  8  die  Null  zur  Grenze  hat ;  /  (a?) 
'Quss  continuirlich  bleiben  von  ar  =  a  bis  a?  =  5  *). 


•         ■  

*)  Ein  Beispiel  zu  der  obigen  Formel  wäre  folgendes  Es  sei  einfach 
f{^  z=  a:,  mithin  Fix)  die  unbekannte  Funktion,  deren  DifFerenzialquotient 
*  Wäre,  so  wird 

FiV)-F(fl)  

-XtOT  {[o  +  (a+cf)  +  (a  +  2£r)  +  ...  +  (a'+»-l«»)]«^} 

=  im,  {  ancT  +  JiÖLzl)  J«} 

^d  wenn  man  für  (f  seinen  Werth einsetzt: 

n 

F{h)-  F{a)  =  iMJi  {   a(h-a)  +  l  (b-a)  (b-a  -  ^^)} 

=  a  (b  -  a)  +  I  (6  —  «)* 

Schlömilch,  Analysifl.  ^3 
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Eine  compendiösere  Gestalt  erlangt  diese  Gleichung,  wenn  man 
beachtet,  dass  die  rechte  Seite  eine  Summe  darstellt,  deren  einzelne 
Glieder  von  der  Form  fix)  d  sind,  dass  man  also  schreiben  könnte 

F(b)  —  F  (ä)  =  Lifii  Z  f(jc)  8, 

wobei  sich  das  Summenzeichen  auf  die  Addition  aller  der  Glieder 
bezieht,  welche  für 


^  =  a,  a-f-Ä,  a-(-2Ä,  ...a-j-w  —  1$ 

aus  f(jc)  d  hervorgehen ;  noch  kürzer  ist  die  Bezeichnung 

h 
F(b)  —  F  (a)  =  Um  27  /(a?)  d,  •      - 

a  .    • 

wobei  nur  zu  merken  wäre,  dass  a  der  erste  Werth  von  d?,  da8s  jeder 
folgende  Werth  um  ö  grösser  und-  dass  eidlich  b  —  d  der  letite 
Werth  von  a?  sein  soll.  Insofern  hier  3  die  Differenz  zwischen  awei 
Nachbarwerthen  des  a  ausmacht,  eignet  sich  das  Zeichen  ^m  bes- 
ser als  d,  also 

F  (b)  —  F  (ä)  =  Um  27  /(^)  ^x. 

a  .  • 

Hier  kann  noch  die  beständige  Wiederholung  der  Sylbe  Lm 
erspart  werden,  wenn  man  sich   erinnert,  d^ss  bei  unendlich  wach- 

senden  n  der  Ausdruck  r-  =  8  =  ^x  die  Null  zur  Grenze  hat 

n 

(Seite  10),  und  dass  diese  unendliche  Abnahme  desi^o?  kürzer  duröh 

das  Zeichen  des  Differenzialcs  (dx)  ausgedrückt  wird;  so  bleibt  also 

F^b)  -^  F  (a)  =  27  f(x)  dx, 

a 

wobei  es  zur  besseren  Unterscheidung  üblich  geworden  ist,  statt  des 

griechischen  Buchstaben  einen  lateinischen  zu  gebrauchen ;  die  Be — 

Zeichnung  ist. nun 

6 

6)  F  ib\  —  F{d)  =  f  fix)  dx. 

a 


Daraus  folgt,  indem  man  x  für  6  schreibt: 

F  (a:)  =  ^  a;*  H-  F  (a)  -  \  a\ 

oder,  wenn  der   von  x  unabhängige  Thcil  F  (a)  —  \a^  mit  C  bezeicl 
wird  : 

F(x)  =  \  x^  +  C, 

wo  nun  C  eine  willkürliche  Constante  bedcutiit.  In  der  That  wird  F^(x)=       ^ 
wie  verlangt  wurde. 
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Den  Ausdruck  rechter  Hand  nennt  man  dag  zwischen  den 

Grenzen    x=a    und    x=h    genommene  Integml    von 

/(«)  ds  oder  anch  das  bestimmte  Integral  von  f(x)dx,  go- 

Es  ist  niclits  weniger  als  ii berfl [issig ,   die  geometrische  Bedeu- 
tung dieses  Ausdruckes  IwJnncn  zu  leruea,  wenn  wir  anch  jetzt  nicht 
Yig.  ii.  tiefer  darauf  eingehen.  In  Fig.  "28 

sei  in  rechtwinkligen  CoorJinnten 
0.1/^  .r  die  Ab,«i,sse,  MI'=f(r) 
die,  Ordinate  und  die  von  einer 
belii'big.-n    aljer  fentf-n   Ordiiiati- 
Q.  R  i>u  gerecliwte  Fläche  UUf'if 
=  /"(j:),  dann  bodentet  F(l>)  — 
F(a)    eine  Fläche,    welche    die 
Stredke  h  —  a  der  Absei ssenachse 
«nr  Basis  hat;  für  OA.  =^  a  und  OB  :rr^  b  ist  demnach 
r(b)  —  F(a)  =  Fläche  ÄBDC. 
Alan  wird  sich  ferner  durch  älmliche  Betrachtungen  wie  in  $.  1 
leicht  übeneugen,  dass  der  Differenzialquotiant  von  F(.t)  gleich  der 
Endordinate  der  Fläctie  F(j;)  ist  oder  in  Zeichen 


7) 


=  /  (f). 


Pass  also  hier  zwischen  F(x)  und  /(*)  dieselbe  Beziehiing  stattfindet, 
welche  wir  vorhin  voraussetzten.  Um  nun  umgekehrt  F(x)  oder 
F(i)  —  J'(a)  durch /(,c)  an^/ndrSckcn ,  genügt  die  geometnsche 
Bemerkung,  dass  man  einen  Näherungswerth  für  die  Fläche  ABDC 
erhalt,  wenn  man  sich  dieselbe  als  eine  Summe  schmaler  rcchtuckf  ür- 
miger  Streifen  vorstellt;  für  MM'  ^  ^x_  wäre  die  Fläche  eines 
solchen  Streifens  =f(.t)^.T,  mithin  näherungs weise 
h 
Fib)-  F(_a)  =  .£/W^,. 


Fia)  =  Lim  Z  fix)/lx 


-I' 


"ud  genau 

Fib)- 

*&a  mit  dem  Früheren  übereinstimmt. 

Das  hieimit  angegebene  Verfahren  zur  Ableitung  von  F{b)  —  F'(a) 
***«  /(«)  hat  nun  zwar  den  Vortheil,  ganz  direkt  zu  sein  und  die 
wiazuführenden  Operationen  (Summirnng  einer  Reihe  und  nachheri- 
S^r»  Grenzenubergang)  deutlich  übersehen  zu  lassen ,  aber  es  leidet 
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an  der  Schwierigkeit,  dass  die  genannten  Operationen  nur  selten 
ausführbar  sind ,  wie  man  bei  einigen  Versuchen  bald  finden  wird. ' 
Man  ist  daher  genöthigt,  einen  indirekten  Weg  einzuschlagen,  wel- 
cher darin  besteht,  dass  man  von  einer  Funktion  F(ai)  den  Differen- 
zialquotienten /(j?)  oder  das  Differenzial/(d?)  dx  entwickelt  und  durch 
ein  neues  Zeichen  den  Rückgang  von  /  (ß)  da  zu  P  (x)  ausdrückt 
Demgemäss  versteht  man  unter  dem  Symbole 

8)  f  ^^""^  ^"^ 

jede  Funktion ,  deren  Differenzial  =  f(ai)  dx  ist  und  nennt  den  in 
8)  verzeichneten  Ausdruck  das  unbestimmte  Integral  Yon 
f{x)  dx.  Weiss  man  also  im  Voraus,  dass  dF(x)  =/(«)d«  isti  •o 
kann  man  umgekehrt 

9)  f  f{x)dx  =  Fix) 
oder  auch 

10)  /  f(x^dx  =  F  (x)  -f  Const. 

setzen,  denn  in  beiden  Fällen  genügt  die  rechte  Seite  der  ausge- 
sprochenen Bedingung;  es  ist  daher  jederzeit  erlaubt,  einem  unbe- 
stimmten Integrale  eine  willkürliche  Constante  anzuhängen.  —  Durch 
beiderseitige  Diflerenziation  der  Gleichung  9)  oder  10)  ergiebt  sich 

d    I  f(x)dx  =  d^F  (je)  =  f  (x)  dx^ 

woraus  zu  ersehen  ist ,  dass  die  beiden  Zeichen  d  uud  /  sicli  gegen- 
seitig aufheben. 

Aus  dem  unbestimmten  Integrale  lässt  sich  nunmehr  auch  das 
bestimmte  Integral  wiederum  herleiten;  4cnn  setzt  man  nach  ge- 
schehener unbestimmter  Integration  einmal  x  =  b^  dann  x  ==z  a,  so 
folgt  durch  Subtraktion 

(a:  =  &)  h 

C  f(x)  dx  —   j    f(x)  dx  =  F(h)  —  F(a)  =    f  f(js)  dx. 

(jc  =  d)  I  ^ 

Das  bestimmte  Integral  kann  demnach  als  die  Differenz  zweier 
Spezialwerthe  des  unbestimmten  Integrales  angesehen  werden,  wobei 
jedoch  nicht  zu  vergessen  ist,  dass/(a?)  innerhalb  der  Grenzen  x=a 
und  X  =.  h  keine  Unterbrechung  der  Continuität  erleiden  darf.  Fin- 
det eine  solche  statt,'  so  verlangt  der  eben. ausgesprochene  Satz  eine 
Modifikation,  die  wir  später  erörtern  werden. 
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§.  48. 
Die  Fandamentalformeln.  • 

Der  Definition  des  unbestimmten  Integrales  zufolge  giebt  jede 
Differenzialformel  Gelegenheit  zur  Aufstellung  einer  Integralformel, 
indem  es'  hierzu  nur  einer  veränderten  Darstellung  der  ersteren  be- 
darf.    Aus  der  DifTerenzialformel 


'^  (Sit)  =  ^ '^*' 


Vh-1. 

welche  für  alle  fi,  mit  alleiniger  Ausnahme  des  Falles  fi  =  —  1, 
Gültigkeit  besitzt,  erhält  man  so 

Ä^  da?  =  — T—  -f-  Consta  II  '^  —  1. 
Geht  man  von  der  allgemeinen  Formel 

aus ,   80  findet  sich  auf  gleiche  Weise 

2)  Jia-{-hxrdx  =  ^"'^^^^^  +  Const.,  ft  ^  -  1. 

Die  Differenzialformel 


dlx  =  —  da 

X 


giebt,  in  derselben  Weise  umgekehrt, 
S^  /    —  =  Z  0?  -|-  Cofii^U ; 

.  allgemeiner  folgt  aus  Formel  3)  in  §.  7 : 

4)  /  ^4^  ^  T  ^  ^"+*''>  +  ^'"'•' 

Tvomit  für  den  Ausnahmefall  ft  =  —  1  in  den  Formeln  1)  und  2) 
die  Entwickelung  des  Integrales  gegeben  ist.  Mittelst  desselben 
"Verfahrens  leitet  man  aus  der  Differenzialformel  4)  des  §.  7  die  fol- 
gende Integralformel  ab: 

6)  /(a  +1*)»  =  -  HaXhxy  +  ^'""'•' 

Tvelche  nur  den  speziellen  Fall  ft  =  —  2  von  Formel  2)  darstellt ; 

ferner 


/ 


dx  1       ^  ßa     i    ^ 

-T— j — ST- 1  =  —^  Arctan  ^—  +  Consta 


i 
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oder  für  a^  =  a^  ß^  =  b^  wo  nun  a  und  b  nothw^idig  positiv  sein" 
müssen : 

6)  /  — j-^— 1  =     Arctan        . —   -4-  Const 

•  J  a-^bx^        Yab    .  VT 

Die  Formel  6)  in  §.  7  giebt  bei  gleicher  Behandlung 
r       da:  1  /a-\~-ßx\    ,    ^ 

oder 

J  a  —  bx'^        21/^      VVo^^VF/^ 
wobei  a  und  b  an  sich  positiv  sein  müssen. 
Aus  Formel  7)  in  §.  7  folgt 

und  hiermit  schliesst  sich  die  Reihe  derjenigen  Fundamentalformeln, 
in  denen  algebraische  von  Wurzeln  freie  Ausdrücke  unter  dem  Inte- 
gralzeichen stehen. 

Die  Gleichung  8)  in  §.  7  liefert  femer  die  Integralformel 


h 


doe 


Va2_^/32a?2  ß 

oder  für  a^  =i  o,  /3^=  6,  wo  nun  a  und  b  positiv  sein  müssen 

aus  der  Gleichung  9)  des  §.  7  erhält  man  auf  dieselbe  Weise 


/ 


dx                  1                  ßx 
r  —  =  —T-   Ärcsin \-  Const.^ 


oder  für  positive  a  und  6 

r       d.c  1  ,  .     xW    ,    ^ 

10)  /  , ,         ■    =-  =  77=^  Arcsin     ^j —  +  Const, 

J  Ya—bx^        VT  W  ^ 

Die  Differenzialformeln   10),  11)  und  12)  des  §.  7  führen  za 
den  entsprechenden  Integralformeln: 

/a:<ia?  1 


Cap.  X.    §.  48.     Die  Fundamcntalibrnu'ln.  199 

Hiermit  ist  die  Reihe  derjenigen  Grundform  ein  beendet,  welche 
irrationale  algebraische  Ausdrücke  unter  dem  Integralzeichen  ent- 
halten. ' 

Aus  'der  Gleichung  13)  in  §.  7  folgt  weiter 

14)  /  Ijcdx  r=  .r  (la—  1)  -f-  Const 

Ferner  aus  der  bekannten  Formel 

d(—\  _  e^'^dx 
umgekehrt 

e^^dx  = 1-  Const. 

und  damit  sind  zwei  Formeln  gewonnen,  welche  bei  der  Integration 
von  logarithmischen  oder  Exponenzialfunktionen  Anwendung  finden. 

Kehrt  man  femer  die  vier  Gleichungen  um: 

,  /      C08ax\             ,          ,         _  /8inax\ 
di ' )     =sinaxdx^    dy I     =co8axdx^ 

,/      lcosax\        ^    ■        ,         ^/l8inax\ 
a( )==tanaxdx^    dy -\z=.cotaxd 

so  ergeben  sich  unmittelbar  die  vier  Integralformeln: 

r                               cosax 
16")  /  sin  ax  dx  = -|-  Const. 

/,    sin  ax      ,    ^ 
cos  ax  dx  =  --] -f-  Const. 

/l cosax    ,    ^ 
tan  ax  dx  = 1-  Const. 

/,    Isinax    ,    ^ 
cot  ax  dx  =  "j (-  Const» 

Die  Gleichungen  16)  und  17)  in  §.  7  geben  femer 

J  a'^cos^x — ß'^sin^x        2  a  (i      \a  —  ßtanx/    ' 

t-t; — — —  =  -^  Arctan  l )  +  Const. 

a'i cos^ X -\- ß^ sin^ X        aß  \     a     /  ^ 

Wir  fügen  endlicK  noch  zwei  Formeln  bei,  die  aus  den  Diffc- 

renzialgleichungen 

r                        .    Vi  — a2«2"| 
d  I X  Aresin  ax  -\ 1  =  Aresin  ax  dx^ 

X  Arctan  ax  —  — -r I  =  Arctan  ax  dx 

2  a        J 


17 
18 
19 


20 


i 
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entspringen ,  nämlich     - 

/y  1 ^2^ 
Aresin  aa  da  =:  a  Aresin  ax  -j -|-  ConsL 

Arctan  ax  dx  •=.  x  Arctanax -^ ^  -4-  ConsL 

2a  ' 

5.  49. 
Allgemeine   Reduktionsformeln, 

Sind  die  Differenziale ,  um  deren  Integration  es  sich  handelt, 
nicht  so  einfach  wie  in  den  oben  entwickelten  Gmndformeln,  so  muss 
man  den  gegebenen  Ausdruck  in  Theile  zu  zerlegen  suchen,  welche, 
einzeln  genommen,  integrirt  werden  können,  und  nachher  das  Inte- 
gral der  complizirteren  Grösse  aus  den  Integralen  ihrer  Bestand- 
theile  zusammensetzen.    Hierzu  dienen  folgende  Gesetze. 

I.  Es  sei  eine  Funktion  Fix)  aus  zwei  anderen  Funktionen 
0  (x)  und  ^(x)  auf  die  Weise  zusammengesetzt,  dass  die  Gleichung 

1)  F(x)  =  AO(x)-^B  WW) 

stattfindet,  worin  A  und  B  gegebene  Constanten  bedeuten.  Bezeich- 
nen wir  F'(jc)^  ^(.^\  V^ix)  der  Reihe  nach  mit  /(ar),  9?(x),  if{x\ 
so  zieht  die'  Gleichung    1)  durch  Difierenziation  die  folgende  nach 

sieh: 

f(x)dx  =  A(p(x)dx  -|-  Bilj(x)dx 

=  lA(p(x)  +  B^(ar)]  dx 

und  es  folgt  daraus  durcli  Integration 

2)  ffix)dx=    I  \_A<p(x)  -\-  Bif(xy]dx. 
Andererseits  hat  man  wegen  dF(x)  =f(x)dx  umgekehrt 

F(x)  =  j  fix)dx 
und  ebenso 

<p(a?)=    /  (p(x)dx^     '^(jb)  =    /  '^{x)dx^ 
mithin  durch  Substitution  in  Nro.  1) 

S)  I  fix)dx  z=  A  I  <p(x)dx-\-B  I  il;ix)dx. 

Die  Vergleichung  der  rechten  Seiten  von  Nro.  2)  und  Nro.  3^ 
führfc  nun  zu  der  allgemeinen  Formel 

4)  I  lAipix)-\-B^ixy]dx  =  Aj  (p(x)dx  \  BJ  i/;(j')rf.r, 


\ 
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oder  kürzer,  wenn  u  nnd  v  Funktionen  von  x  bedeuten : 

5)  /  (^Au-{-Bv)  dx  z=  A  I  uda;-\-B  I  vdx^ 

was  vollkommen  analog  der  Formel  3)  in  §.  6  (S.  29)  ist.     Zufolge 
der  obigen  Formel  hat  man  z.  B.  für  ein  ganzes  positives  n 


f 


l  —  x 


dx 


=   I  dx  -\-  I  X  d  X  -j-  I  x^  d  X  -\~  .  .  .  +  I   x^—'^  dx 

=  Ja?  .+  ^  J?3-  -|-  2  ^8  _|_  .  .  .  ^  -L  a:^  -p  Const., 

^ö  nun  Const  die  Summe  aller  der  willkürlichen  Constanten  ist,  die 
'"Um  den  einzelnen  Integralen  beifügen  kann. 

n.     Aus  der  Differenzialformel 

d  I0(x)  .  VCx)^  =  0(x)  .  dV(x)  -\-  V(x)  .  d0(x) 

*^lgt  durch  Integration  imter  Anwendung  der  vorigen  Regel  und  bei 
^'öigekehrter  Anordnung 

foCx)  d  V(x)  +  fw(x)  d0(^)  =  0(x)  Wix), 
Setzen  wir 

dW(x)  =  tl^(x)dx,  also  W^x)  =   j  tlfix)dx, 
•o  geht  die  vorige  Formel  in  die  folgende  über 

J  0(x)^{x)dx-{-  J    \  ri>(x)dx\  d0(x)=0(x^  rif(x)da, 
^der  wie  man  gewöhnlich  schreibt 

6)  /  0(x)^ix)dx  =  0ix)  I  il^  (x)  dx  —  I  d0(x)  I  ^(x)dx. 

Sind  also  y,  und  v  Funktionen  von  x^  so  hat  man 

^)  /  uvdx  =  u  I  vdx  —  I  du  I  vdx 

^ttd  dies  ist  die  Formel  der  sogenannten  partiellen  Integra- 
tion, welche  eines  der  Hauptmittel  zur  Auffindung  der  Integrale 
''usaminengesetzterer  Ausdrücke  bildet. 

Hiernach  ist  beispielsweise  für  m  =  Z  (1  -f-  a;2),  v  =  x 

J  l  (1+^2)  ^dx  =  l(\-\'X^)  I  xdx  —  f  Att'  f  ^d'' 

,     ,      .       ,  Cx^dx 
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und  wenn  man  beachtet,  dass  weiter 
Cx^dx  Cf  X     \ 

Jrf^.  =  J{^-  TJ^^  ^-  =  \-'  -  ¥  (1+-»), 

80  crgiebt  sich  schliesslich 

xli\-\-x'^)dx  =  l  (a?2-|-l)  Z(l-f-a?2)  —  Ix^  -f-  Const. 


f 


III.  Befindet  sich  Unter  dem  Integralzeichen  eine  zusammen- 
gesetzte Funktion,  handelt  es  sich  also  um  ein  Integral  von  der 
Form 


f' 


/[g?(a?)]  dx, 

so  leistet  die  Substitution  einer  neuen  Variabelen  häufig  gute  Dienste ; 
man  kann  nämlich  q)  (x)  =  y  setzen  und  nunmehr  y  als  neue  unab- 
hängige Variabele  ansehen.  Zunächst  hat  man  die  Gleichung 
fp{x)=zy  auf  ^  zu  reduziren ,  wodurch  man  zu  einem  Resultate  von 
der  Form  x  -=  ^(y)  kommt,  man  drückt  nachher  dx  durch  dy  aus, 
indem  man  durch  Differenziation  der  vorigen  Gleichung  cfdf=^'(y)dy 
erhält,  und  gelangt  so  zu  der  Gleichung 

ff[^i^ndx=  Jf(y)t'(y)dy. 

Lässt  sich  die  Integration  rechter  Hand  ausführen,  wobei  unter 
Anderm  die  partielle  Integration  von  Nutzen  sein  kann,  so  entsteht 
zunächst  ein  Resultat  von  der  Form 


edei 

f' 


f  (y)  ^(''(y)  dy  =  F(y)  +  Const. 
und  durch  Wiedereinsetzung  des  Werthes  von  y 

f  \JP  W3  dx  =  Flq)  (xy]  -j-  Const., 

womit  die  verlangte  Integration  ausgeführt  ist.     So  z.  B.  wird  man 
in  dem  Integrale 

r      1 

dx 


f. 


— X 


dy 
e^  =  y  setzen,  woraus  x  =  ly,  dx  :=  — ^  folgt;  das  Integral  ver- 
wandelt sich  jetzt  in  das  folgende 


/l  dy  r     dy 


y- 

dessen  Werth  Arctan  y  -|-  Const.  ist;  man  hat  daher 

Arctan  (e")  -|-  Const. 


f. 


e^  -|-  e 


, — X 


Cap.  X.     §.  49.     Allgemeine  Beduktionsformeln.  203 

Hinsichtlich  der  vorhin  erwähnten  Auflösung  der  Gleichung 
^(x)  =  y  müssen  wir  noch  bemerken,  dass  dieselbe  möglicherweise 

mehrere  verschiedene  Wertho  für  x  geben  kann  (aus  — =  y 

z.  B.  folgt  ebensowohl  a  =  y  -j-  Vy^-j-l  als  a  ^=  y  —  K  y^-f"  1) 
und  es  .wäre  daher  die  Frage,  welcher  von  diesen  Werthen  zu  nehr 
men  sei.  Man  sieht  aber  leicht,  dass  man  jeden  beliebigen  dieser 
Werthe  wählen  kann,  weil  am  Ende  y  wieder  rückwärts  durch »x 
ausgedrückt  wird  und  man  also  jedenfalls  zu  demselben  q)  (a:)  ziurück- 
kommt,  von  welchem  man  ausgegangen  war. 

rV.  Enthält  ein  Integral  ausser  der  Variabelcn,  in  Beziehung 
aufweiche  integrirt  wird,  noch  eine  willkürliche  Constante«  findet 
also  eine  Gleichung  von  der  Form  statt 

so  würde  die  Aenderung  des  r  die  entsprechende  Gleichung  hervor- 
rufen: 


/■ 


/  (a?,  r  +  ^»*)  dx  =  F  (a,  r  -{-  Jr)  -|-  C, 

wobei  es  nicht  gerade  uothwendig  ist,  dass  die  neue  willkürliche 
Constante  C  denselben  Werth  wie  die  frühere  C  habe.  Durch  Sub- 
traktion erhält  man  mit'  Bücksicht  auf  die  Lehren  von  Nro.  I. : 


/ 


[/(a?,r+^r)  — /(ar,r)]c?Ä?  =  F{{s,r'\'Jr)—F(jß,r)'\-C*—C, 


setzt  man  noch  beiderseits  den  Faktor  —r-    zu  und  nimmt  C*  —  C 


s- 


ConsL^r^  so  folgt 
y(g,r+^r)  — i^(^,r)  .^^  ^  Fjx.r-^-^r^  —  F(a,r)    ,   ^^^^ 

Der  unter  dem  Integralzeichen  vorkommende  Quotient  ist  nichts 
Anderes,  als  der  partiell  in  Beziehung  auf  r  genommene  Differenzen- 
quotient von/(a?,  r);  derselbe  kann  dem  entsprechenden  Differenzial- 
quotienten  beliebig  nahe  gebracht  werden,  wenn  man  ^r  klein  ge- 
nug wählt;  wir  dürfen  also  setzen 

/(j?,  r-f-z/r)  —  fjx.r)  _  ^f(jc,r)    ,    ^ 

indem  wir  uns  £  als  willkürlich  klein  angenommene  Zahl  und  dr 
so  bestimmt  denken,  dass  die  Gleichung  beisteht;  wir  haben  dann 


fU^  a,  +  ,fa.  =  Fi.,r+Jr)-Fi.,r)  _^  ^^„^^ 


/ 
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Lassen  wir  s  in  Null  übergehen,  so  wird  aoch  ^r  =  0,  zu- 
gleich verschwindet  B  I  dx  =  sx^  vorausgesetzt,  dass  x  keine 

unendlich  grossen  Werthe  erhält;  die  vorige  Gleichung  verwandelt 
sich  nunmehr  in  die  nachstehende: 

J  CT  ör  ^ 

Will  man  also  eine  Gleichung  von  der  Form  8)  in  Beziehung 
auf  eine  willkürliche  Coastante  differenziren ,  so  kann  linker  Hand 
die  Differenziation  unter  dem  Integralzeichen  vorge- 
nommen werden. 

Dieses  Theorem  bietet  die  Mittel,  um  aus  jeder  schon  gewon- 
nenen Ihtegralformel  beliebig  viele  neue  Integralformeln  abzuleiten. 
Aus  der  Gleichung 


/; 


1  X 

dx  =  —  Ärctan  —  -f-  C 


folgt  z.  B.  durch  b^derseitige  Differenziation  in  Beziehung  auf  r 


—  2r^  1  X  ^      A    *        ^      'i    nt 

dx  =  — --j — r   Arctan  -—  +  C?' 


J  (r2-|-a?2)2  "•"  r    r^  +  a?^ 

und  wenn  man  den  constanten  Faktor  —  2  r  vor  das  Integralzeichen, 

C* 
dann  auf  die  rechte  Seite  bringt  und  —  - —  =  Conat.  setzt : 

; dx  =  — '      J!^  »  +  Arctan  —  1  +  Const 

(^2^^2)2  "**  2r3  Lr24-a?2    «^  r  J     ' 

Begreiflicherweise  könnte  nun  dasselbe  Verfahren  wiederum  an  ■ 
gewendet  werden. 


C  a  p.    XI. 
Integration  rationaler  algebraischer  DifFerenziale. 

§.  50. 
B^izirung  der  Aufgabe;  einfachste  Fälle  derselben. 

Unter  einer  rationalen  algebraischen  Funktion  versteht  man  ei- 
Ausdruck  von  der  Form 

I  w(a)  =  — ! ■ ! , 

^^in^  wie  sich  von  selbst  versteht,  f(  und  n  ganze  positive  Zahlen 

^d,  welche  den  Grad  des  Zählers  und  Nenners  bestimmen.     Ist 

^^  n,  so  heisst  die  Funktion  unecht  gebrochen  und  kann  da- 

v^csh  umgewandelt  werden,  dass  man  die  Division  so  weit  ausführt, 

^er  Rest  niedrigere  Potenzen  von  x  als  der  Divisor  enthält  wie 

^em  Beispiele 

i,T^  4-  19>r^  _  7j?8  4-  19j?g  —  IQg  —  1      • 

a?3-f-  5.r2  -f  7 

.    ,  Ol      ^^  —  3a?  4-13 

.    •=  4«'  —  X  —  2  4" 


j:3  4-  5  ar2  4-  7  * 

Den  Quotienten  nennt  man  jetzt  eine  ganze  und  den  Rest  eine 
tt  gebrochene  algebraische  Funktion.     Für  ^i  f^  n  darf  man 
immer  setzen: 

9(0?)  =  ^'  4-  JB'«4-  C  a?2  _^  .  .  .  4-  Jl/'  a:."  — '» 

a  4-  6a?  4-  ca:2  4-  .  .  .  4-  ^,^n 

sich  die  Werthe  der  mit  Ä'^  JB',  C  .  .  .,   -4",  J5",  C"  .  .  . 
hneten  CoefBzienten ,  die  zum  Theil  auch  der  Null  gleich  sein 


,n  — 1 
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können,  durch  Ausführung  der  angedeuteten  Division  von  selbst  ergeben. 
Wenn  es  nun  auf  die  Entwickelung  des  Integrales  von  q)  («)  da  an- 
kommt, so  folgt  aus  Nro.  2),  indem  wir«  den  echt  gebrochenen  Theil 

kurz  mit  r=r —  bezeichnen  : 

und  durch  Integration  der  einzelnen  Theile 

q>(x)d^  =  A'—-\-B'^-\-...-{-M-  •  1    ,  . 

Diese  Gleichung  giebt  zu  erkennen,  dass  die  Integration  gebro- 
chener algebfaischer  Funktionen  überhaupt  auf  die  Integration  echt 
gebrochener  algebraischer  Funktionen  zurückkommt,  dass  wir  uns 
also  nur  mit  dieser  näher  zu .  beschäftigen  haben. 

Ist  der  Nenner  vom  ersten  Grade,  so  wäre  das  Integral 

J  a-\-hx  J  a-\-hx'^ 

dessen  Werth  unmittelbar  mittelst  der  Grundformel  4)  in  §.  48  ge- 
funden wird. 

Ist  der  Nennoi'  vom  zweiten  Grade ,  so  handelt  es  sich  um  das 
Irttcffral  p 


*=»  r     A-^-  Ba 

-f-  hx  -f-  cor* 


welches  in  zwei  andere  Integrale  zerfällbar  ist,  nämlich 

J   a  +  ia?  -f-  ö^^  J  a-{-  bx  -{'CX^'' 

deren  Entwickelung  auf  folgende  Weise  geschieht. 
I.    Man  hat  zunächst  identisch 

und  man  wird  von  diesen  Gleichungen  die  erste  oder  zweite  benu- 

tzen,  je  nachdem  — —  grösser  oder  kleiner  als  a  ist.    Im  ersten  Falle 

4c 

wäre  also 


3) 


r  die  _    f dx .__ 


. 
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wobei  wir^ipr  Abkür2rting"  ^ ^__  ' 

.  V  '.-      b^  V  b^  —   iac 

4(?  2  VV 

setzen  nnd'  zugleich  'eine  neue  VariaDele  y  einführen  wollen ,  indem 


wir 


^       _..     .1..  ^ ^V 


5)  xY^  +  "T7^  =  y '  *^**ö  dx  =  ^^- 

nehmen.     Aus  der  Gleichung  3)  wird  jetzt  die  folj^ende 

r         dx \_    r     dy       _   _  J_   f     dy   ' 

J  aJ^bx-^-cx'^  ~  Vc  J  2^'  —  «'  ~~  V7  J    cc^  —  lf'' 

aufweiche  sich  die  vor  Nro.  7)  in  §.  48  vorhergehende  Formel  nn- 
niittelbi^r  anwenden  lässt;  man  erhält  so 

r  dx  11,  /a  +  A    I    ,> 

J   a-\-bx-\-ex'^  Yc         '^a      \«— Z// 

und  indem  man  die  Werthe  von  a  und  y  wieder  einsetzt  und  über- 
ige Brüche  wegschafft 


•4  c 

Eine  etwas  andere  Form  erhält  dieses  Integral,  wenn  man  von 
^^  identischen  Gleichung ' 

'(f)=' (4) +'<-'>■ 

^^brauch  macht  und  die  constante  Grösse   l  ( —  1)  in  die  willkür- 
"^he  Constante  der  Integration  einrechnet;  so  ist  dann 

J    a+bx-j-cx'^  yi2_4ac     \2cx+b—V  b^^-iac/ 

(1)2  —  4.fjic  positiv), 

^  Zweiten  der  oben  genannten  Fälle  wird  man  schreiben 

/dx  r         dx 

^^4  ähnlich  wie  vorhin  setzen 

a  —  -—  =1=  «2  ^ —  -_  a 

a?V7-f— rr=     =  y,  dx=r-7ir' 

2Vc  Vc 
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Die  vt)rige  Gleichung  6)  gestaltet  »ich  jetzt  wie  folfjt 

J  h=Th=^  ^  vT  J  7T^^  ^  vT  •  «  A^^«f +^*-^ 

.wobei  die  vor  Nro.  6)  in  §.  48  Verzeichnete  Formel  soglefch  ange- 
wendet worden  ist;    vermöge  der  Werthe  von  a  und  y  erhält  man 
aus  der  obigen  Glteichung  die  Integral  form  el 
„^  C  dx  2  5  _[_  2ca?     ,    ^ 

(4ac  —  h^  positiv). 
Wäre  endlich  4ac  =  h^^  mithin  a  =  0,  so  geben  dieselben 
Substitutionen  wie  vorhin 

f  dx 1_   fdy^  _       JL_      JL    I    ^ 

J  a+bx+cx^-y^J  t  ^~V1  *  y  +^^*-' 

oder  vermöge  des  Werthes  von  y 

«)  j  a-\-hx-\-cx^  =  -  V+YTx  +  ^'^'• 

(4ac  — 52-— 0). 
II.     Um  den  Werth  des  zweiten  Integrales  zu  finden,  gehen 
wir  von  der  Gleichung 

aus,  deren  Umkehrung' ist 

b  -4-  2  ex        ,  ,  ,      I     ,       I 

dx  =  l  (^a  -\-  bx  -f-  cx^). 


A 


a  -\-  bx  -\-  ex^ 
Zerlegen  wir  das  Integral  in  die  beiden  folgenden 

i  f ^ L  2c  f '^, 

J  a  '-\-  bx  -{-  cx^    '         J  a  -\-  bx  -\~  cx^ 

und  bringen  das  erste  auf  die  rechte  Seite,  fio  wird 

^^     r        xdx  1    ,  ,     I   ,      I       ox  ^     r         dx 

9)  /  — r-7 — i li  =  -TT  ^  {a-[-bx-\-cx^)  —  IT     — n. — i z 

^  J  a-{-bx-\-cx^         2c     ^     '  '         "^         2cJ  a-\^bx-{'cx^ 

und  hiermit  ist  das  gesuchte  Integral  auf  ein  schon  bekanntes  zu- 
rückgeführt. 

Vermöge  der  Gleichung  9)  findet  man  noch 

r      Ä  +  Bx 

10)  /  — .    ^     • dx 

^  J  a-^  bx  -{-  cx^ 

^    ,  .      .    ,       ,        ...    2ÄC  —  Bb  r  dx 


,  ,      .    .       I        ox     I    2^c  —  Bb  r 
l  (a  -\-bx  +  cx^)  H ^- J  - 


2c     ^      '  '  '  2c        J  a-\-bx-\-cx^ 

und  da  man  den  Werth  des  rechter  Hand  verzeichneten  Integrales 
mittelst  einer  der  Formeln  6),  7),  8)  jederzeit  entwickeln  kann,  so- 
■  liegt  in  der  Gleichung  10)  die  Integration  der  echt  gebrochenen  al- 
gebraischen Funktionen  mit  quadratischem  Nenner. 
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§.  51. 
üumittelbare  Fol<^erungen  aus  dem  Vorigen. 

Bevor  wir  noch  die  Integration  solcher  echtgebrochener  Funk- 
tionen betrachten,  deren  Nenner  den  zweiten  Grad  überschreiten, 
müssen  wir  die  Folgeningen  erwähnen,  die  sich  mittelst  des  in  §.  49 
Nro.  IV.  entwickelten  Prinzipes  aus  den  Formeln  des  vorigen  Para- 
graphen ziehen  lassen.     Setzen  wir  nämlich 

^^  /a+//+c^^  =  "^  ^"^  *'  "'  '^  -^  ^*^*'" 

WO  ^  (o,  5,  c,  x)  oder  auch  nur  ^  den  Werth  des  Integrales  bezeich- 
net, so  giebt  die  wiederholte  partielle  Differenziation  in  Beziehung 

auf  a 

dx  Titj; 


J  (a 


-J-   hx  -j-  c.t2)2         ^a 
dx  c)2^ 


+  6a?  +  car2)3        2\a2 
u.  s.  f. 
Hieraus  lassen  sich  die  Werthe  der  links  stehenden  Integrale 
bestimmen  und  zwar  hat  man  allgemein  für  ein  ganzes  positives  fi 

2)  /  TT  =  ,    ,,    / —  •  — ^  -f  Const. 

J  (a-|-ia?+ca?2y'+^-        1.2.3...fA       5a^ 

Differenzirt  man  diese  Gleichimg  mmal  in  Beziehung  auf  6,  so 
findet  sich  weiter 

x^dx  (—  1)^+'"      S'^+i"  ^ 


/, 


(a_|_^-P^ca?2)i"+^+l         1.2...0-f7n)   lira-^^' 
oder  für  w  -f-  ft  =  n  also   fi  =  n  —  w,    was  voraussetzt,    dass 
n  >  «i  sei, 

C  x^  dx  _  (— ir  ^^^ 

o/  (a-f  6 a?-f  0^2)^+1  ~~  1.2...n  ih^-ha^-"^ 

Diese  Gleichung  lies.se  sich  wieder  beliebig  viele  Male  in  Be- 
ziehung auf  c  differenziren ,  imid  bei  jeder  solchen  Differenziation 
würde  der  Grad  des  Nenners  um  eine  Einheit,  der  Grad  des  Zählers 
dagegen  um  zwei  Einheiten  steigen.  Aus  diesen  Bemerkungen  geht 
hervor,  dass  man  durch  mehrfache  Differenziationen  in  Beziehung 
aof  Oy  h  und  c  den  Werth  des  Integrales 

x^dx 


A 


(a  -f  6x  -|-  ca?2)«+^ 
entwickeln  kann. 

SohlOmilch,  Analysii.  1^ 
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• 

Zn  demselben  Resultate  führt  noch  ein  anderer  Weg.  Bezeich- 
nen wir  das  Trinom  a  -j-  bx  -\-  ex-  kurz  mit  T,  so  ist  dnrch  ge- 
wohnliche Differenziation 

^/b-\-  2cx\  (b  +  2cj?)2  ^       ,     ^     dx 

di )  =  —  n  ^^ -7-—^  dx  -\-  2  c  — , 

\        yn       /  2">+l  2^ 

oder  unter  Anwendang  der  identischen  Gleichung 

(*  +  2cxy  =  IcT  —  {4:ac-'b^ 

und  durch  Vereinigung  der  gleichartigen  Grössen 

,  /Z»  A-  2cx\        ,^           ,„^        dx            -.     ,^          ^x  dx 
d  (— ^^ )  =  (Aac  —  b^)n pT  —  2c  (2n  — 1) 

Die  Integration  giebt  jetzt 

6  -I-  2  ex                                   C  dx                                Cdx 
^  =  (4flc  — 6^)  n    /  — ^  —  2c(n  — 1)/ ; 

reduzirt  man  auf  das  erste  Integral  rechter  Hand  und  setzt  zur  Ab- 
kürzung 
4)  4ac  —  ^2  — -  ;t, 

so  gelangt  man  zu  folgender  Beziehung 

/dx     ^4-'^^^    I    (2n  — l)2c  Cdx 

Diese  Reduktionsformel  liefert  der  Reihe  nach  die  Werthe  von 

/dx         Cdx        Cdx 
T^ '  J  Y^ '  J  T^ ' 

indem  man  successive  n  =  1,  2,  3,  .  .  .  nimmt  und  jeden  gewonne- 
nen Werth  in  die  nächste  Gleichung  einsetzt;  der  Anfang  dieser 
Rechnung  wäre 

Cdx  b-]-2cx  _^2c    Cdx 

wo  das  Integral  rechter  Hand  aus  den  Entwickelungen  des  vorigen 
Paragraphen  bekannt  ist ;  femer 

Cdx  b-{-2cx    .    dc^  Cdx 

^  —  '  '      J  2^  —    2 1  T^  TJ   T2 

_  b-\-2cx    ,    ^c{b-\-2cx)    .    6c2   Häx 
"~    2AT2      '  IJt  ^  k^J    T 

u.  s.  w. 
Ist  man  auf  diesem  Wege  zu  einem  Integrale  von  der  Form  2) 
gekommen,  so  geht  man  folgendermaassen  weiter.    Mittelst  gewöhn- 
licher Differenziation  ergiebt  sich 

f^'~^\                 ..^    ^  .              a^-^(b-A-2cx)  ^ 
d[ )  =(m— 1)  dx  —  n  ^^-±- ^  dx. 
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oder,  wenn  man  rechter  Hand  Alles  auf  gleichen  Nenner  bringt  und 
das  Gleichartige  vereinigt 

Umgekehrt  ist  die  entsprechende  Integralgleichung 

Sieht  man  das  letzte  Integral  "^rechter  Hand  als  Unbekannte  an, 
so  findet  man: 


/aP^  dx 1 


x"^-^ 


m-\-V)c        T'w 

^  (n— m4-l)6    Cx'^-'^dx  (m—l)a       Px^-'^dx 

(2n  —  m-f-l)Co/      T^+l  (2n  —  m-f-l)Co/     T^+^ 

Geht  man  von  dem  Werthe  m  =  1  aus  und  sieht  das  Integral 
von  dx  :  T^~r^  als  bekannt  an,  was  der  Formel  5)  zufolge  erlaubt 
ist,  so  kann  man  der  Reihe  nach  die  Integrale 

/xdx  r  x^dx  r  x^dx 

entwickeln;  der  Anfang  dieser  Bechnung  wäre 


fi»  =  1, 


/xdx  1  b     r  dx 

yn+1  ~  ~  2ncT^  ~  2co/  T^' 


r  x^dx X  (n — 1)6     r  xdx 

^~     '       J  T^+^  ~  ~  (2n—l)cT^  ~  (2n— l)c7  T^+' 


(2n—l)cT^        (2n— l)Co/  T^+^ 

,  a  r    dx 

'^  C2n  —  l)cJ  rM-1' 


(2n  —  l)Co/  tM-^ 
wo  rechter  Hand  noch  d?r  Werth  des  ersten  Integrales  aus  der  vo- 
rigen Gleichung  zu  nehmen  ist  u.  s.  w.  —  Durch  successive  An- 
wendung der  Formeln  5)  und  6)  kann  nun  auch  der  Werth  jedes 
Integrales  von  der  Form 

^  4-  5.r  4-  Ca?2  +  .  .  .  4-  J^x^  ^ 
! ! 1 j — : dx 

(«  +  6a?  +  ca?2)^+^ 
voÜBtändig  ermittelt  werden. 


/ 
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Es  ist  nicht  überflüssig,  za  bemerken,  dass  die  Gleiehnng  6)  ffir 
negative  m  gleichfalls  gelten  mnss,  weil  sie  die  ümkehning  einer 
ffir  alle  möglichen  m  und  n  richtig  bleibenden  Diflerenzialformel 
darstellt.  Lassen  wir  nun  — fn-^2  an  die  Stelle  Ton  m  treten,  so 
nimmt  die  Gleichung  6)  folgende  Form  an: 

dx  1  1 


/: 


j^—2frr^l  (2n  —  m — l)tf   j^—l  j-n 

(n-^m — V)b      r         dx  (m — l)a^         P     dx 


—  Y)cJ  ^-1  7-iH-l  "~  (2jt-t-m— l)Cc/  \ 


und  wenn  man  das  letzte  Integral  rechterseits  als  Unbekannte  be- 
trachtet, so  ist 

dx  -  1 


7)  r  - 

J  x^  r'*^l  (m—  1)  a  x"-l  J" 

(1,-4-111—1)6  r      dx         (2jt— m— i)c  r 

(m — \)a     J  yn-l  fn-^-l  ( m  —  1)  a      J  j^— 


dx 


Für  m  =  1   ist  diese  Formel  nicht  branchbar;   man    kann  in 
diesem  Falle  die  Substitution  x  =  —  anwenden  und  erhalt  dadurch 

4» 

direkt 


r         dx  r £^ 

J  xia-^bx-i-cx^y^^  ~       J  (e~bz 


ar*)»  +  l  ' 


wo  man  rechter  Hand  die  Integration  mittelst  der  Formeln  5)  und 
6)  aoszuf Uhren   und  nachher    rückwärts    z  =  —    zu    setzen  haL 

X 

Nimmt  man  hierauf  in  Nro.  7)  /n  =  2,  3,  .  .  .,  so  kann  man  die 
Integrale 

dx 


r  ^*     f. 

J  x'^  r^-ri '  J  . 


.syn-l-l 


der  Reihe  nach  entwickeln,   überhaupt  mm  auch  den  Werth  jedes 
unter  der  Form 


/ 


i  ^  _  :?-  J_  £  _L  I    A  '  *'' 


stehenden  Integrales  ermitteln. 
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§.  52. 
Integration  beliebiger  echtgebrochener  Fanktionen. 

Wenn  es  darauf  ankommt ,  den  Werth  eines  Integrales  von  der 
Form 


/ 


dx 


zu  bestimmen,  so  ist  zunächst  die  Bemerkung  nicht  überflüssig,  das« 
man  dafür  schreiben  darf: 

1     r  A-{-  Bx-\-  Cx'^  -\-    .  .    -4-  //a?'^-l    ^ 

/    r— • ■ •  dx» 

k    I     a      ,      0       I     ö      «    I  I      « 

T  +  T*+T'  +••  +  * 

dass  man  also  der  höchsten  Potenz  von  x  im  Nenner  den  Coefficien- 

CL  b 

ten  1  verschaffen  kann,  indem  man  —-  =  Äi^  — —  =  Bi  etc.  setzt. 
Demnach  kommt  es  nur  darauf  an ,  einen  Ausdruck  von  der  Form 

1)  f  -^  äx 

zu  integriren,  wobei  Fix)  und  fix)  ganze  rationale  algebraische 
Funktionen  von  x  sind,  etwa 

( fix)  =  A  -\-  Bx  -\-Cx'^  4-  .  .  .  +  Hx*"^ 

\  Fix)  =  ^1  -f-  ^lO?  +  Qa?2  +  .  .  .  +  Hix''''^  -f  x\ 

Man  weiss  nun,  dass  ein  Ausdruck  der  letzteren  für  Fix)  an- 
genommenen Form  jederzeit  in  Faktoren  zerlegbar  ist ;  nennen  wir 
nämlich  x-=p^  x=q  etc.  die  x  Wurzeln  der  Gleichung  -F(ar)  =  0, 
so  sind  X  —  p^  x  —  q  ett.  Faktoren  von  F  (a?),  und 

F  ix)  =  ix  —  p)  iä!  —  ^)  (^  —  r)  .  .  .  . 

Diese  Wurzeln  /?,  ^,  r  .  .  .  können  entweder  sämmtlich  verschie- 
den oder  theilweise  einander  gleich,  sie  können  auch  reell  oder  ima- 
ginär sein  und  wir  haben  daher  im  Ganzen  vier  Fälle  zu  betrachten. 

I.  Sind  sämmtliche  Wurzeln  /?,  g,  r,  .  .  .  t(;  verschieden  und 
zugleich  reell,  so  kann  man  die  gebrochene  Funktion 

fix)  _  Ä  -}-  Bx  -\-  Cx^  -}-...  -Jj-  Hx*"^ 
Fix)        ix — p)  ix — q)  ix  —  r)  ,  .  ,  ix  —  w) 

in  eine  Beihe  einzelner  Brüche  zerlegen,  deren  Nenner  die  einzelnen 
Faktoren  x  —  p^  x  —  g,  ...a?  —  w  sind;  in  der  That,  wenn  man 

Fix)        X — p    '    X — q    '    X — r    '  '  x — w 


i 
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setzt,  wo  P,  Q)  J?,  .  •  .  W  noch  unbekannte  CoefHcienten  bedeuten, 
rechter  Hand  alle  Bruche  auf  gleichen  Nenner  bringt  und  zuletzt  die 
Coefficienten  derselben  Potenzei^  von  x  in  beiden  Zählern  vergleicht, 
80  erhält  man  x  Gleichungen  ersten  Grades  zwischen  den  x  Unbe- 
kannten P^  Q,  J?,  .  .  .  TF,  welche  letztere  demnach  jederzeit  völlig 
bestimmte  reelle  Werthe  besitzen.  Hat  man  diese  Werthe  durch 
Auflösung  jener  Gleichungen  ermittelt,  so  kann  die  verlangte  Inte- 
gration auf  der  Stelle  ausgeführt  werden,  nämlich : 

J  X — 'p  J  X  —  q  '        J  X  —  w 

—  Plix—p)  -f-  Qlix-^q)-\-...-j-WKx—w)  +  C(msL 

Als  Beispiel  hierzu  diene  die  Integration  des  Falles 

/(j?)  _  x^  —  7 

Fix)  ~  Ä«  +  2a?2  _  5  j.  _  6 ' 

löst  man  zunächst  die  Gleichung  x^  -^  2x^  —  6  x  —  6  =  0  auf, 
so  findet  man  die  drei  verschiedenen  reellen  Wurzeln  x  =:  —  1, 
4f=:-j-2,  X  =  —  3  und  es  ist  demnach 

^3  ^  2a?2  —  5 ar  —  6  =  (^  +  1)  (^  —  2)  (ä  -f  3); 

man  setzt  nun  weiter 

^  a?a-f-2«2  — 5a?— 6        a?+l  ~  a?— 2     '    a?+3 

und  hier  wird  die  rechte  Seite  durch  Reduktion  auf  gemeinschaftli- 
chen Nenner 

_(P-^Q^R)xi+iP-^iQ—E)x--C6P—BQ-\-2B) 

~  (a?-f.l)  (a?  — 2)  (jr  +  3) 

Die  Vergleichung  der  beiderseitigen  Zähler  liefert  für  P,  Q,  J? 
die  drei  Gleichungen 

P^QJ^E  =  1,  P-\-4:Q'-R  =  0,  6P— 3Q+2i?, 

aus  deren  Auflösung  die  Werthe  P  =  1,  Q  =  —  |,Ä  =  -(-J  fol- 
gen ;  setzt  man  diese  in  Nro.  5)  ein,  multiplizirt  darauf  die  Gleichung 
mit  dx  und  integrirt,  so  erhält  man 

a?2  —  7 


/ 


dx 


x^-}-  2a?2  _  ö-c  _  6 

=  l  (x-f-l)  —  i  l  ix— 2)  +  l  l  («+3)  +  ConsL     . 

Eine  nicht  zu  verkennende  Unbequemlichkeit  bei  diesem  Ver- 
fahren liegt  in  der  Auflösung  der  zm*  Bestimmung  von  P,  Q,  .  •  .  IK 


% 
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n&thigen  Gleichungen ;  sie  lässt  sich  auf  folgendem  Wege  beseitigen. 
Es  sei  «  irgend  eine  von  den  Wurzeln  p^  q^  ,  .  .  w  und  ü  die  ent- 
sprechende der  Grössen  P,  Q,  .  .  .  W^  so  stelle  man  die  Gleichung 

^^  =  -^  +  -^4-...+  -^  +  ...+    "^ 


F(ß)        X — p    '    X  —  q  '     X — u        '  '       '    X  —  w 

unter  der  kurzen  Form  dar 

'  Fix)  ~  «— «    1"  V(sy 

"WO  «g^  ^   die  Summe  aller  der  Brüche  bezeichnet,    in  denen  die 
W(^x) 

Wurzel  u  nicht  vorkommt.  Diese  Summe  ist  ein  Bruch,  dessen  Nen- 
ner die  Faktoren  x — p,  x  —  q^  .  . .  x — lo  mit  Ausschluss  von  x — u 
enthält,  mithin 

7)  Fix)  =  (a  —  u)  ^(x)] 

durch  Substitution  dieses  Werthes  von  F(x)  geht  die  Gleichung  6) 
in  die  folgende  über: 

/  (a?)  =  U  ^(x)  -f-  (x  —  u)  ^  (j?) 
und  für  or  =  u  erhält  man  daraus  spezieller 

8)  f(u)=ü^  00  oder  U  =  :^y 

Um    das  unbekannte  ^  (u)  zu  entfernen,  differenziren  v^r  die 
Gleichung  7),  nehmen  also 

F  (x)  =  (x  —  ü)  ^'  (X)  +  W  (a?) 

und  setzen  hier  gleichfalls  j?  ^^  u;  dies  giebt 

F*  (w)  =  W  (u). 

Nach  Formel  8)  wird  nunmehr 

F'  («) 
und  die  Coefficienten  P,  Q,  R  etc.  sind  also  der  Beihe  nach 

Q^  P—IM      n  —  ISä)      7?        f(r) 

'*-'  ^~  F'(py    ^  —  F'iqy    ^  —  F'ir)  '  '' 

was  jedenfalls  eine  einfachere  Bestimmungsweise  der  Coefficienten  ist. 

II.  Die  soeben  auseinandergesetzte  Integrationsmethode  bleibt 
im  Wesentlichen  ungeändert,  wenn  einige  oder  alle  der  Wurzeln 
p,  g,  r,  .  .  •  von  complexer  Form  sind.  Da  nämlich  die  Zerfällung 
nach  dem  Schema  4)  auf  identischen  Gleichungen  beruht ,  deren  Be- 
handlung ganz  gleichförmig  für  reelle  und  imaginäre  Zahlen  ist,  so 
erhellt  unmittelbar,  dass  jene  Zerlegung  jetzt  ebenso  wie  früher  ge- 
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schehen  kann;  nur  findet  der  Unterschied  statt,  dass  einige  der  Par- 
tialbrüche complexe  Zähler  und  Nenner  besitzen.  Das  Imaginäre 
lässt  sich  aber  leicht  vermeiden,  wenn  man  immer  je  zwei  solche 
Partialbriiche  vereinigt,  deren  Nenner  zwei  conjugirte  Wurzeln  der 
Gleichung  F{x)  =  0  enthalten.  Um  dies  näher  zu  erläutern,  wol- 
len wir  vorerst  annehmen,  die  Gleichung  FQc)  =  0  habe  nur  zwei 

imaginäre  Wurzeln  t/  =  A  -f-  fi  V — 1  und  v  =  A  —  [i  V  — 1,  so 

ist  (V  — 1  mit  i  bezeichnet) : 

10)    ^i  =  ^  +  -g-  +  ...+      f     .+       ,^  .+... 

F(a)        X — p     '    X  —  q  '  '   x — A — ^i    '    x — A+^t 

+  ^ 


X — w 

Durch  Vereinigung  der  beiden  Partialbrüche  mit  den  Zählern  ü  und 
V  ergiebt  sich  für 

U-\-  V=  t/i,  —  i/(A— /üO  —  V(k-\'iLi)=  Vi 
die  neue  Form 

^  Fix)  ~  x—p  "^  ^  —  ry"^*"  ■  (o?— A)2+^2"^--'"T"ar— w 
Die  beiden  zu  zwei  conjugirten  imaginären  Wurzeln  gehören- 
den Partialbrüche  liefern  also  zusammen  einen  Partialbruch,  dessen 
Nenner  vom  zweiten  und  dessen  Zähler  höchstens  vom  ersten  Grade 
ist.  In  der  Gleichung  11)  hat  man  derartiger  Partialbrüche  so  viele 
vorauszusetzen ,  als  in  der  Gleichung  F(x)  =  0  Paare  von  conju- 
girten Wurzeln  enthalten  sind.  Um  nun  die  Coefficienten  üi  und  VI 
zu  bestimmen,  kann  man  entweder  die  ^ämmtlichen  Brüche  rechter 
Hand  in  Nro.  11)  über  gleichen  Nenner  bringen  und  die  Zähler  auf 
ähnliche  Weise  wie  früher  vergleichen,  oder  man  kann  sich  der  For- 
meln 9)  bedienen,  um  zunächst  die  Coefficienten  U  und  V  in  der 
Gleichung  10)  zu  entwickeln;  man  erhält  dann  Ui  und  Vi  von  selbst 
durch  Vereinigung  der  conjugirten  Partialbrüche.  Ist  in  jedem 
Falle  die  Zerlegung  auf  die  Form  11)  gebracht,  so  hat  man  nur 
noch  mit  dx  zu  multipliziren  und  zu  integriren,  wobei  rechterseits 
alle  Integrationen  mittelst  der  Formeln  des  §.50  ausführbar  sind. 

Als  Beispiel  diene  die  Entwickelung  des  Integrales 

7x—3 

T  dx; 


l 


x^ — 3a?2-j-d?--(-5 
man  findet  zunächst  als  Wurzeln  der  Gleichung  a?^  —  ^x^-^x-\-6= 
die  Werthe  x  =  —  1,  a?  =  2  -)-  i,  ^  =  5^  —  »,  es  ist  also 
«»  —  3a?2  +  j?-f.5  =  (a?4-l)  ix  —  2—i)  (^—2+0 

=  (a?4-l)  (a?2  — 4a?4-ö), 
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und  mithin  muss  gesetzt  werden: 

7j?— 3 P_  Qj?4-^ 

-p3_3-p2_|_-p_|_r)  ~  a?-|-l    '    x'^  —  4:a-\-b' 

Durch  Reduktion  auf  denselben  Nenner  und  Vergleichung  der 
Zähler  ergeben  sich  für  P,  Q,  B  die  drei  Gleichnngon  P-f-Q  ^^  ^» 
—  4P-fQ4-Ä  =  7,  5P  +  -ß  =  —  3,  aus  denen  P  =  —  1, 
Q  =  -f  1  ^  Ä  =  2  folgt.     Es  ist  daher 

r      ix—s      _  _  r_dx_      r    2+^? 

7  a?8— 3^2_^a?+5  ~  ~J  x-\-\     V  5  — 4a?+a?2 

und  bei  Ausführung  der  Integrationen  rechter  Hand: 

7^  —  3 


/: 


c2x 


=  —  Z  (J?+1)  4-  \l(jc'^  —  ix-\-h)  4-  4^rcton(j?  — 2)  +  Conat. 

Einige  allgemeinere  Anwendungen  dieses  Verfahrens  giebt  der 
nächste  Paragraph. 

§.  53. 

Fortsetzung. 

I.    Da  nach  §.  42   die  Winrzeln  der  Gleichung  x^  —  1   =0 
bekannt  sind,  so  kann  der  Bioich 

^m— 1 

für  m  —  \  <Z  n 

x^—l 

Jederzeit  in  Partialbrüche  zerlegt  werden,  und  zwar  geschieht  dies 
*^^  folgende  Weise. 

Ist  n  eine  gerade  Zahl  und  zur  Abkürzung  —  =  -d",   so   sind 

^^^  Wurzeln 

C08  h^  -f-  i  sinhd'  ^     cos  hd'  —  i  sin  h  d" 

^^On  man  h  der  Reihe  nach  =  2,  4,  6,  8  ...  (n  —  2)  setzt  (Seite 
^^);   jede  ^urzel  r  der  Gleichung  ^(ä)  =  0  erzeugt  nun  einen 
^itialbruch  von  der  Form 

,  wo  Ä  ==  -^TT^, 

x—r'  F'(ry 

^^thin  haben  wir  in  unserem  Falle  für  f  (je)  =  x^"^^    und   F{x) 

^^  «^  —  1 : 

•  ~7 I.A    I       •   ».A.xn-1  "=  -\co8h{m—n)%'^i8inh{vi—n)9'U 

^«ei  von   dem  Mo  i  vre 'sehen  Satze  Gebrauch    gemacht   wurde. 
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Mit  Rücksicht  auf  den  Umstand ,  dass  n  ^  =  ;r  und  h  eine  gerade 
Zahl  ist,  ergiebt  sich  einfacher 

B  =  —  \co8hm%'  -f-  i  ainhm^h 

Der  Wurzel  x  -=  coshd'  -f-  isinhd'  entspricht  also  der  Partialbrach 

1    cosh  md"  -^  isinkmd' 

n    X — {cos h^-\-i sink %'y 
ebenso  würde  die  conjugirte  Wurzel   x  =  cos  h  d"  —  i  sink  d'  den 
conjugirten  Fartialbruch  liefern: 

1      coshmd'  —  isinhmd' 

n    X — (coshd'  —  isinhd')' 

Vereinigt  man  diese  beiden  Fartialbrüche ,  so  geben  sie  den 

reellen  Bruch 

2    coshmd'^x  —  coskd') — sinhmd'  sinkd" 

n  a?2 — 2x  co8hd'-\-l 

und  dieser  bildet  in  der  Zerlegung  von  x'"^'"^  :  (x^  —  1)  den  Be- 
standtheil,  welcher  den  conjugirten  Wurzeln  x  =  coshd"-^  isinhd 
und  X  =  coshd'  —  isinhd'  zusammen  entspricht.  Rechnen  wir  fer- 
ner hinzu,  dass  die  Wurzel  x  =  -^  1  den  Partialbruch 

J_      1 
n   X — 1 
und  die  Wurzel  x  =  —  1  den  Partialbruch 

j_  (_  1)^- 1       1 

erzeugt,  so  ergiebt  sich  für  gerade  n  folgende  Zerlegung: 


1) 


x^—1 


1        1        . 2_  y,  ooshmd'^x  —  coshd')  —  sinhmd' sinhd' 

n  X — 1  ""      n  a?2  —  2xco8hd'-{'l 

(—  1)^        1 


+ 


n         x-\-l  ' 

wobei  sich  das  Summenzeichen  (2J)  auf  die  Werthe  ä  =±:  2,  4,  6  .  •  • 
(n  —  2)  bezieht. 

Bei  ungeraden  n  ändert  sich  wenig  an  dieser  Rechnung,  wi^ 
man  daraus  ersieht,  dass  in  diesem  Falle  furo?  die  Werthe  gelten  (S.  1S6) 

cos  hd'  -j-  I  sin  ä  -ö",       cosh  d'  —  i  sin  h  d" 

[Ä=2,  4,  6, (n— 1)], 

es  kommt  also  nur  die  Wurzel  x  =  —  1  in  Wegfall,  mithin  ist  aach 
der  entsprechende  Partialbruch  wegzulassen,  so  dass  übrig  bleibt: 


2) 
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x^— 1 

1         1        ,      2     _  coshfnd'Ca  —  coshd')  —  ainhmd'  sinhd' 
n     X — 1     '      n  a?2 — "ixcosh^-^-l 

wobei  Ä  =  2,  4,  6,  .  •  .  (n —  1)  zu  setzen  ist. 

Multiplizirt  man  nun  die  Gleichungen  1)  nnd  2)  mit  dx  and  in- 
tegrirt  mit  Hülfe  der  leicht  zu  prüfenden  Formel 

C08hmd'(x  —  coshd')  —  ainhmd'  sinhd' 


ß 


dx 


x^  —  2xcosh^-^l 

X  ^~^  cos  7l  'u 

=  C08hmd'Äl(x^ — 2 a? CO« Ä 'S" -4-1) — sinhmd'.Ärctan  — ;r — 

sinhd' 

^e  einzelnen  Glieder  der  endlichen  Reihen  in  1)  und  2),  so  ergeben 

nch  die  nachstehenden  Integralformeln: 

a.    für  gerade  n  und  d"  = 


n 


/-m— 1 
dx 
x^— 1 


=  — l(x—l)  -j £  lco8hmd'.l(x^  —  2xcoshd'-^l)^ 


n  '      n 


—  —  2  \sinhmd'  .  Ärctan .   ^^        4-  ^^ ^  K^-A-l), 

wobei  Ä  =  2,  4,  6,  .  .  .  (n  —  2)  zu  setzen  ist; 

b.    für  ungerade  n  und  -ö"  =  — : 

n 

dx 

__L  ^(-c_i)  _i_  —  S  [co8hmd'.l(x^—2xcoshd'  +  iy\ 
n  '      n  i     ^j 

2      V  r   •    I.      Q.       A4       x—C08hd^] 

Zi  \8inhm^  .  Arctan .   ,  ^ —  , 

n  L  sinh^    J 

worin  h  die  Werthe  2,  4,  6,  .  .  .  (n — 1)  erhält. 

U.    Eine  völlig  analoge  Rechnung  führt  zur  Kenntniss  des  In- 
tegrales 

dx^ 


f 


vrobei   wir  wiederum  die  Fälle  eines  geraden  und  ungeraden  n  zu 
unterscheiden  haben. 
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Für  ein  gerades  n  besitzt  die  Gleichung  j:^  ~|~  1  =  0  nur  ima- 
ginäre Wurzeln  von  den  Formen 

coshd'  -\-  i  sinhd'^       coshd'  —  isinhd'^ 

7t 

YTCi    %'  =  —  und  Ä=l,3,5,...(n  —  1)  zu  setzen  ist  (§.  42, 
n 

S.  167).     Der  Wurzel  x  =  coshd"  -|-  isinhd'  entspricht  wie  früher 

ein  Fartialbruch,  dessen  Zähler 

R  =  —  1  co8h(m — n)^-|-i«inÄ(TO — «)^{ 

ist,  wofür  man  wegen  nd'  =  jt  und  wegen  des  ungeraden  h  schrei- 
ben kann 

Ä  =  —  —  I  cos  hm d'  -\-  i  sinhmd' 
n    i 

Die  beiden  conjugirten  Wurzeln  a  =  coshd'  -\-  i  sin  k^  und 

j;  =  C08  hd"  —  i  sin  h  d^  lietern  also  die  beiden  conjugirten  Pardal- 

brüche 

1      cos  hmd'A-i  sinhmd'         ,  1     coshm%' — i  sinhmd 

und 


n    a  —  (coshd'-\-isinhd^)  n  x — {cosh%' — t^mAd)* 

deren  Summe  ist: 

2     — coshmd' {x — cosh%) '\- sinhmd  sinh%' 
n  x"^ — 'ixcosh%'-\-l 

Hieraus  ergiebt  sich  die  Zerlegung 

5)  

x^^—l 

2     ^    — coshm^(jß — coshd*)  -}-  sinhmd' sinh^ 

n  j?2 — 2xcoshd-{-l  ' 

wobei  sich  das  Summenzeichen  auf  die  Werthe  Ä=  1,3, 5,-...(» — -1) 

bezieht. 

Für  ein  ungerades  nsind  die  Wurzeln  der  Gleichung  «'^-f-lrs^ö 

-1, 

cos hd'  '^isinhd'^       cosh d" — isin h d" , 

wobei  &  =  —  und  ä  =  1,  3,  5,  .  .  .  (n  —  2)  zu  setzen  ist.     Iw* 

n 

Zerlegung  geschieht  also  auf  dieselbe  Weise  wie  vorhin,  nur  konrii'^^ 

noch  ein  Fartialbruch  hinzu,  welcher  der  Wurzel  x  =z  1  entsprich? 

dieser  Fartialbruch  würde  sein 

(_  1)^-1  ^1 (^-iyn-1      1 

indem  man  beachtet,  dass  n —  1  gerade  wird.     Somit  ist  nun 
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,m— 1 


6) 


«' 


«"-4-1 


2     _,  — coshm9'(x — coshd)  -f-  smhmd' sinh^ 
n  a?2 — 2xcoshd'-\-l 

+ 


(—  l)»"-!       1 


n         a?-|-l 

Aus  den  Zerlegungen  5)  und  6)  ergeben  sich  durch  Multipli- 
kation mit  da  und  Integration  die  nachstehenden  Integralformeln: 

c.  für  gerade  n  und  d"  =  — : 

n 

T)  I  dx 

= S  Icoshmd' .  Z(a?2  —  2xcoshd'-\-  1)] 

I     '^     ^  r  .   ,      «.     ..  X — coshdl 

H 2/  isinhmd' .  Arctan .   -  ^      , 

n         L  stnhnj    J 

wobei  A  =  1,  3,  5,  .  .  .  (n — 1)  zu  setzen  ist; 

d.  für  ungerade  n  und  ö"  =  — : 

n 


/ 


—  dx 


x'^+l 
S  \coshm%'A(x'^ — 2  a? C05Ä 'S" -f-1)] 


n 


-U —  2;  UnÄmO-.  Arctan  — .  ^.         +  ^^ ^ ^(^+1), 

'      n         L  8inh^     J    '  n  v     i     ^7 

worin  sich  die  Summenzeichen  auf  die  Werthe  ä  =  1, 3, 5, . . .  (n —  2) 

beziehen. 

Aus  dieser  Untersuchung  geht  hervor,  dass  man  den  Werth  des 

Integrales  Cx^"^  dx 


Cx"^-^  di 


jederzeit  vollständig  entwickeln  kann;  und  es  lassen  sich  aus  diesem 
Resultate  noch  einige  allgemeinere  Folgerungen  ziehen.  Handelt  es 
cdch  nämlich  um  das  Integral 

r'^-^  d  z 

so  setzt  man  für  z  eine  neue  Variabele 

1  1 


/ 


(t)"*'   *  =  (f)"" 
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es  verwandelt  sich  dann  das  obige  Integral  in  das  folgende 


m 

m—1 


h    \  a  )      J     j.n 


dx 


h    \  a  J      J     -c^+l 

und  ist  also  auf  das  frühere  Integral  zurückgeführt.  —  Endlich  kön- 
nen wir  noch  bemerken,  dass  nunmehr  auch  jedes  Integral  von  der 
Form 


/■■ 


dz^  l^t  <^  n 


az''±b 

völlig  entwickelbar  ist ,    indem  man  auf  die  einzelnen  Bestandtheüe 
desselben  die  soeben  beschriebene  Substitution  anwendet. 


§.  54. 
Fortsetzung  und  Schluss. 

I.  Das  in  §.  52  auseinandergesetzte  Verfahren  zur  Zerlegung 
einer  echtgebrochenen  Funktion  erleidet  eine  wesentliche  Abänderung 
in  dem  Falle,  wo  die  Wurzeln  p^  q^  r  .  ,  .  der  Gleichung  jP(d?)  ==  0 
nicht  sämmtlich  verschieden  sind.  Wären  z.  B.  auch  nur  zwei  die- 
ser Grössen  gleich,  etwa  q  und  r,  wäre  ferner  F(x)  vom  dritten 
Grade,  also  F(a!)  =  (jß — p)  (je — q)  (x  —  r)  =  (j? — p)  (a — q)\ 
und/(a?)  =  Ä-j-Bx-^Cx^^  so  würde  die  Gleichung 


F(x)        X — p    '    X — q    *    X  —  r 
in  die  einfachere  Gleichung  übergehen: 

F(x)        X  —  ^         a? — r' 
wobei  msinQ-\-R  kürzer  mit  einem  Buchstaben  aS  bezeichnen  könnte. 
Bringt  man  jetzt  die  beiden  Seiten  der  Gleichung 

A-{-Bx-^Cx'^  _     ^       ,       S 

(je — p)ix—q)^      ^ — p      ^ — q 

auf  gleichen  Nenner  und  vergleicht  die  Zähler,  so  würden  sich  drei 
Gleichungen  zur  Bestimmung  von  zwei  Unbekannten,  P  und  ä,  fin- 
den; man  erkennt  daraus  die  Unmöglichkeit  einer  Zerlegung  dieser 
Form.  Dieselbe  Erscheinung  würde  sich  in  noch  stärkerem  Maasse 
wiederholen,  wenn  die  Gleichung  F(x)  =  0  mehrere  gleiche  Wur- 
zeln besässe  und  überhaupt 

F(x)  =(x—pf  (x—qf  .  .  .(x—af 
wäre,  wo  A,  fi,  •  •  •  <5  ganze  positive  Zahlen  bedeuten.    Man  gelängt 
dann  auf  folgendem  Wege  zur  Zerlegung  von  f(x)  :  F(x), 
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Zunächst  ist  leicht  einzusehen,  dass  man  setzen  darf: 

Fix)        (a—p)^  "^  (ä  — ^>"  "*"  *  " 
wo  ^1  Cx%  ipi  (4;),  .  .  .  ganze  rationale  Funktionen  bedeuten ,  deren 
Grad  niedriger  als  der  Grad  des  Nenners  ist,  über  welchem  sie  ste- 
hen.     Man  überzeugt  sich  hiervon  leicht,  indem  man  für  (pi  («), 
79(^)9  •  •  •  Ausdrücke  von  den  Formen 

ai  -|~  ^1  ^  "t"  ^1  *^  ~f"  •  •  •  "h  *5l^^~^ 


einsetzt ,  Alles  auf  gleichen  Nenner  bringt  und  die  Coefficienten  der 
in  beiden  Zählern  vorkommenden  Potenzen  von  x  vergleicht;  man 
erhält  A^ft -}-... -f-Ö  Gleichungen  ersten  Grades  zur  Bestimmung 
*der  A-f-ft -(-... ö  Unbekannten  ai,  ii,  .  .  .  äji,  02,  ^2,  .  •  •  ^  u. s. w., 
also  eine  jederzeit  mögliche  Bestimmung  dieser  Unbekannten*).  Be- 
zeichnen wir  mit 

(x—r)^ 
irgend  einen  der  auf  der  rechten  Seite  von  Nro.  1)  vorkommenden 
Brüche  und  wenden  das  Theorem  von  Taylor  auf  den  Zähler  an, 
so  können  wir  die  Zerlegung  noch  weiter  treiben.     Zufolge  des  ge- 
nannten Theoremes  ist  nämlich  (Seite  124,  5.) 

q)(x)  =  ^[r-f-C^  — r)] 

(l-@).-l(.,.).  ^,^ 
•  1.2...(ß-.l)        V^      L  ^     ^        '^^J' 


*)  Um  z.  B.  den  Bruch 

8  —  3a;  +  9x« 


1  —  X  X*  -{-  x^ 

za  zerlegen,  bemerke  man  zunächst,  dass  die  Wurzeln  der  Gleichung 
X*  —  x*  —  x-{-l  sind  x=  —  1,  x  =  —  1,  a:  =  -|-l,  dass  also  x^  —  x* — x-\-l 
=  (x — l)'(a:-[-l)  ist.    Man  setze  nun 

9a:'  —  Sa?  -|-  8        Qi  4"  ^1  ^       1  q« 

x^  —  X*  —  X  -\-  l     ~"       (x  —  1)*         •"    a:  +  1  ' 
so  ergeben  sich  nach  dem  obigen  Veriahren  die  Gleichungen 

a«  +  &i=9?    fli  +  ^i— 2  0^  =  —  3,    «1+02  =  8 
und  diesen  entsprechen  die  Werthe  04=3,   &i=4,    a2  =  5;   demnach 
^t  die  Zerlegung 

9a;*  —  «a:  +  8       _     4a;  +  3       ,         5 


—  X«  —  a?  +  1  (x  —  1)«     ^   2;+  1* 
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wobei  das  letzte  Glied  den  Best  der  Reihe  darstellt.     Da  nun  aber 

fpix)  von  niedrigerem  Grade  als  (a — r)^  ist,  also  unter  der  Form 
steht 

(p(a)  ==  a  -f-  5ä  -f-  cx^  -f-  .  .  .  +  fcj??*"^, 

so  giebt  die  ^  malige  Differenziation  tp^^^  (a?)  =  0,    mithin   auch 
(pW^r-\-®(x — r)]  =  0;  demnach  bleibt,  wenn  wir  die Coefficienten 
von  a — r,  (je — r)2  etc.  kurz  mit  jßi,  jß2,  .  .  .  bezeichnen: 
9(0?)  =  Ro  +  Äi(^— r)  +  R^ix—ry  +  .  .  .  +  ä^_i(ä— r)?. 
Der  obige  Partialbruch  gestaltet  sich  nun  wie  folgt: 

(x  —  r)^ 

Wenden  wir  diese  Zerlegung  auf  alle  in  Nro,  1)  vorkommenden 
Partialbrüche  an,  so  erhalten  wir  folgende  Gleichung: 


2) 


Fix)      (x—p)^  (jß—qT iiß—sf 


+  T:     Iu=i  +  —  + 


(zp— ^)^    '    {x  —  pf-'^    '  ^—P 

I      Qo       I        Qi        I  4. -VzL 

+ 

+  _^  +  _A_ +  ....  + Azl . 

Die  Bestimmung  der  Coefficienten  Po,  Pi,  .  .  .  Qo^  Qi^  •  •  •  ^tc. 
kann  auf  dreierlei  Weise  geschehen ;  entweder  hält  mau  den  bisher 
im  Allgemeinen  beschriebenen  Weg  auch  in  jedem  speziellen  Falle 
ein,  oder  man  geht  unmittelbar  von  der  Gleichung  2)  aus,  bringt 
Alles  auf  gleichen  Nenner  und  vergleicht  darauf  die  Zähler*),  oder 


*)  Wenn  es  sich  z.  B.  um  die  Zerlegung  von 

8  —  3ar  +  9a:» 
1  —  X  —  x^  -{-  x^ 
handelte,  so  könnte  man  entweder  die  Rechnung  der  vorigen  Note  benutzen 
und  in  der  dadurch  gewonnenen  Zerlegung 

8  +  4a;       ,  5 

(a;— 1)«      "^     x+1 
3  -|"4x=  7  +4(a;  —  1)  setzen,  wodurch  man  erhielte 

(«— 1)«     ^     x—l     ~    x+1 


I 


% 


\ 
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man  bedient  sich  folgenden  Verfahrens.     Sei  r  eine  der  Wurzeln 

j7,  ^,  .  .  .  und  ^jj,       das  Aggregat  aller  der  Partialbrüche,  in  denen 

r  nicht  vorkommt,  so  ist 

Af)  _  _B^    ,    ^^^_     ,  I    ^9-1    I    jKg) 

^       i^C^)  ~  («-r)?  ^  (^-r)?-l  ^  •  •  •  ^^  /r - r  ^  ^PC.!) ' 

^(ar)  und  ^P'Ca?)  sind  zwei  rationale  ganze  Funktionen  und  zwar  be- 
steht ^(a?)  aus  dem  Produkte  der  Grössen  (a — p)\  (je — ^y*  etc., 
mit  Ausschluss  von  (je — r)^,  so  dass 

4)  F(x)  =  (a-^r)Q  WCa) 

ißt.  Multipliziren  wir  die  Gleichungen  3)l  und  4),  indem  wir  zur 
Abkürzung 

5)  22o  4-  Bi(,a!—r)  -f  R^(a—ry  +  ...  +  Rg^i  (a?— r)?  =  X 
setzen,  so  folgt  die  Gleichung 

6)  /(o?)  =  XW(a)  +  (x—r)^  ^(ät). 

Wir  differenziren  dieselbe  (p  —  1)  mal  und  setzen  in  jeder  so 
gewonnenen  Differenzialgleichung,  so  wie  in  Nro.  6)  selbst,  ä?  =  r, 
was  durch  ein  ang^hangenes  r  bezeichnet  werden  möge;  dies  giebt 

/  (r)  =  Z,  W(r) 

/"W  =  ^r  «"' W  +  2  (^)^  ?r,(,)  +  (^)^  5r(.) 

u.  s.  w. 
Andererseits  hat  man  aus  Nro.  5) 

wenn  überhaupt  n'  das  Produkt  1 . 2 . 3. . . n  bezeichnet.    Die  vorigen 
Gleichungen  gehen  jetzt  in  die  folgenden  über: 


oder  man  hat  nach  Nro.  2)  unmittelbar 


1  —  ;c  —  x^  -\-  x^  (x — 1)*  X — 1  a:-|- 1 

^d  durch  Reduktion  auf  gleichen  Nenner  ergeben  sich  bei  Vergleichung 
der  Zähler  die  Bedingungen 

Po  —  Pi  +  Qo  =  8,     Po  -  2Qo  =  -  3,     -P,  +  Qo  =  9, 
«leren  Auflösung  Po  =  7,  P,  =  4,  Qo  =  5  liefert.    Dieses  zweite  Verfah- 
^^  ist  etwas  kürzer  als  das  erste  und  wird  nicht  selten  benutzt. 

fiQhlOmilch,  Analysis.  15 
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f(r)=R^W(r) 

[f^  (r)  =  Ro  ^'"(r) + 3 . 1' jf^i  ^"(r) + 3 .  2'Ä2  ^'(r) + S'iZg  ^ W 

U.   8.   W., 

aus  welchen  Bq^  i?i ,  R2  etc.  der  Reihe  nach  bestimmbar  sind. 

Sobald  die  in  der  Gleichung  2)  vorkommenden  CoefBcienten 
nach  irgend  einer  der  angegebenen  Älethoden  ihre  Bestimmung  ge- 
funden haben,  kann  die  Integration  unmittelbar  vorgenommen  wer- 
den; denn  man  erhält  unter  Benutzung  der  Formeln  2)  und  4)  in 
§.  48:         ' 

VW 


/■ 


dx 


Fix} 

A A        :^=?+p    Kx-fi) 

!- hQu_it(«-«) 

(/t— l)(x-5>"-l      ((t-2)(«— 9)^-2  «  —  3      *"    ^ 

U.   8.  W. 

Um  das  Verfahren  an  einem  Beispiele  zu  zeigen,  sei 

1 


f: 


da: 


ar3(a?— 1)2  (a?-|-l) 
das  zu  entwickelnde  Integral ,  also  /(.r)  =  1 ;  das  Schema  der  Zer- 
legung ist  Hier 

1 

a?3  (x  —  iy  (a?+l) 

~    a?3  "T-    ^2   "1"    ^    "T  (^.—  1)2  "1"  -p  — 1     ""  a?-f-l* 

Um  zunächst  Pq^  Pi ,  P2   ^"  bestimmen ,  hat  man  in  den  For- 
meln 7)  P  für  Ä,  r  =  0  und 

'J**(zp)  =  (;i:— 1)2  (a?+l)  =  a?3  — ar2  — a?+l' 
zu  setzen,  woraus  folgt 

W'ix)  =  3a?2  — 2a?— 1,     ^"{x)  =  6a?  — 2. 
Die  Gleichungen  7)  werden  jetzt : 
l  =  Po,     0  =  Po(-l)+Pi,     0  =  Po(-2)  +  2Pi(— 1)+2P, 
und  geben  Po  =  1,  Pi  =  1,  P2  =  2.  —  Um  Qo,  Qi  zu  finden,  ist 
in  den  Formeln  7)  Q  für  JB,  r  =  1  und  ferner  zu  setzen 
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folglich  wird 

1  =  Qo  .  2,     0  =  Qo.  7  +  Qi  .  2, 
woraus  man  Qo  =  It  Qi  =  —  l  findet.  —    Zur  Bestimmung  von 
Bq  endlich  gehören  die  Substitutionen  r  =  —  1  und 

^(j?)=:a?3(a?— 1)2; 

die   erste  Gleichung  in  Nro.  7)  giebt  jetzt    l  =  Eq  ( —  4)  oder 
JBo  =  —  |.      Vermittelst  dieser  Werthe  der  Goeflßcienten  hat  man 

1 

a?3  (ä  — 1)3  («-(-1) 

_±i±i±i__l l_ L_ 

~   *3     '     a?2  "^    0?    "^  2(0?— 1)2        4(zp  — 1)        4(ä?4-1) 

und  durch  Integration 

da: 


f. 


«»(a;— 1)2  («+1) 

II.  Das  angegebene  Verfahren  bleibt  der  Hauptsache  nach 
dasselbe,  wenn  die  gleichen  Wurzeln  zum  Theil  imaginär  sind;  es 
werden  in  diesem  Falle  auch  die  Coefficienten  Pq^  Pi, ...  Qq^  Qd  ••• 
imaginär;  aber  es  lässt  sich  diese  imaginäre  Form  dadurch  vermei- 
den, dass  man  wie  früher  diejenigen  Partialbrüche  vereinigt,  welche 
•  

zu  conjugirten  Wurzeln  gehören.  Man  erhält  dadurch  Ausdrücke 
von  der  Form 

deren  Integration  keinen  Schwierigkeiten  imterliegt  (§.  51).  Ein 
Beispiel  wird  hinreichen,  um  die  Methode  kennen  zu  lernen.  Wenn 
es  sich  um  die  Entwickelung  des  Integrales 

(ar-f-l)  dx 


h 


(a;2-f  1)2  {x—X) 
handelt,  so  ist  das  Schema  der  Zerlegung,  wenn  «  =  V  —  1, 

J?  "f-  1 x-\-\ 

(a?2-(-l)2  (a?— 1)  ~  (o?— «)2  («+0^  (^—1) 

_      ^0      4_    -Pi      I        ^        I      Qi    4.    -^0  . 

Die  Formeln  7)  liefern  nun  zunächst,  indem  man  P  für  Ä,  i  für 
r  und  ^{x)  =  ix-\-iy  (a?—  1)  setzt,  die  Werthe 

i  ^  1  —  i 


^0  =  -^i       -Pi  —  — 


15' 
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Zur  Auffindimg  von  Qo  ^^^  Qi  ^^  keine  neue  Rechnung  ndthig, 
denn  es  würde  diese  nur  darin  von  der  vorigen  verschieden  sein, 
dass  überall  —  t  an  der  Stelle  von  t  und  Q  für  P  stände ;  man  hat 
daher  unmittelbar 

Die  Substitution  r  =  1,  !P'(a?)=(a?2-f-l)«  giebt  noch  Bo.  =  \> 
und  somit  ist 

(«24-1)2  (a?— 1) 

Durch  Zusammen^iehung  der  conjugirten  Partialbrüche  gelangt 
man  zu  der  reellen  Zerlegung: 

j?4-i 

(a?24-l)2  (^_l) 

—  _  _f_  _  1  llLi  4- 1 -L.. 

indem  man  endlich  noch  mit  da  multiplizirt  und  integrirt,  erhält  nuuB. 

^-^ da 


/i 


(««+i)H*-i) 


Cap.  XII. 
Integration  irrationaler  algebraischer  DifFerenziale. 

§.  55. 
Einfachste  Fälle. 

Unter  den  Fundamentalformeln  des  §.  48  befinden  sieh  nur  we- 
?e,  die  zur  Integration  irrationaler  Differenziale  dienen  können; 
■-  ^epauerer  Ansicht  bemerkt  man  noch,  dass  die  darin  vorkom- 
nden  Wurzeln  ausschliesslich  Quadratwurzeln  aus  algebraischen 
Aktionen  ersten  oder  zweiten  Grades  sind.  Demnach  haben  wir 
^   zunächst  auch  mit  derartigen  Differenzialen  zu  beschäftigen. 

Wenden  wir  auf  das  Integral 

da 


ß 


schon  in  §.  50  gebrauchte  Zerlegung  f 

aj^i.^c.^ = («-17) + G^^+iF^  y 

und  setzen  zur  Abkürzung 


a  —  —  =  «2, 
4c 


f^er 


2V  c  V  c 


Erhalten  wir 

dy 


/da 1_    r^ 
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Durch  Anwendung  der  vor  Nro.  9)  in  §.  48  vorhergehenden 
Formel  ergiebt  sich  weiter 


/ 


da 


=  4=-  ^  (y  +  Va2+y2)  _|^  Const. 


ya-\-ba-\-cx^        Y^ 

=  :rj=  l  (xVT  4-  —jr=   -\-  V  a-\-hX'\'CX^  -f-  ConsL, 

oder,  wenn  man  sich  die  willkürliche  Constante  aus     , —  l  (2Vc) 

y  c 

nnd  einer  neuen  willkürlichen  Constante  zusammengesetzt  denkt: 

1)    f  ^^    =  =  -d.  l  (.2<»+H-2VTVa+ix-hj**)+C. 

J    V  a-\-ox-\-cx^         VC 

Diese  Formel  wird  direkt  nicht  mehr  brauchbar,  wenn  c  eine 
negative  Zahl  ist,  also  das  zu  entwickelnde  Integral  die  Form 

dx 


!■■ 


y  a  -\-  h  X —  cx^ 
besitzt.     Für  diesen  Fall  benutzt  man  die  Zerlegung 

setzt  analog  dem  Früheren 

^  +  17  =  «''     -Vc-^^  =  2,,      dx  =  y=dy 

und  hat  dann 

dy 


dx^ 1^    r      c 

V a  +  hx  —  cx^  ~  V^J  Vä' 


ß 


-{-bx  —  cx^        V  cj  ya2  — y2 

wo  sich  das  Integral  rechter  Hand  mittelst  der  vor  Nro.  10)  in§. 
vorhergehenden  Formel   entwickeln  lässt.      Man    erhält    auf  die»^ 
Weise 

- -  =  -T=-  Ärcsin  -^  -4-  Cönst.. 

Ya-\-bx  —  cx^        VT  « 

oder  vermöge  der  Werthe  von  a  und  y: 

r  dx  1        .      .       2cx—b  - 

2)  /     ..  =  —7=.  Ärcsin  ^r  =■  +  Cons^'^ 

J  YaJi^bx-^cx^        VT  Y4:ac-\-b^ 

Wäre  endlich  c  =  0,  so  würde  man  keine  der  Formeln  1) 
2),  sondern  die  Fundamentalformel   2)  in  §.  48  für  ft  ==  —  \ 
Anspruch  nehmen. 
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Die  soeben  gewonnenen  Resultate  können  wiederum  als  Aus- 
gangspunkte für  fernere  Entwickelungen  dienen,  wenn  man  die  in 
§.  51  unter  5),  6)  und  7)  entwickelten  Reduktionsformeln  damit  in 
Verbindung  bringt  und  berücksichtigt,  dass  die  citirten  Formeln  die 
Umkehrungen  zweier  Differenzialgleichimgen  sind,,  die  für  beliebige 
m  und  n  gelten.    Setzen  wir  nämlich  in  der  Formel 

r    dx     _  h-\-2cx    .    (2n— 1)  2c  f  dx 

[T=a'\-hx  -^  cx'2,     1  =  iac  —  62] 

der  Reihe  nach  n  =  | ,  | ,  |  etc.,  so  gelangen  wir  zu  folgenden  Glei- 
chungen: 

r     dx     b  ~\-  2cx 

^  J  tVt  ~      xYt  \ 

r     dx     ^b  -\-  2cx    . 8_    r     dx 

U.  S.  W., 

ans  denen  hervorgeht,  dass  sich  jedes  Integral  von  der  Form 

dx 


/-. 


worin  k  eine  positive  ganze  Zahl,  bezeichnet,   vollständig  entwickeln 
lässt  und  für  fc  >  0  eine  algebraische  Funktion  von  x  ist. 

Kehrt  man  die  Gleichung  8)  um,^  drückt  also  das  Integral  rech- 
ter Hand  durch  das  Integral  linker  Hand  aus,  so  hat  man  weiter 

/dx  b-\-2cx        ^^  nX  r  dx 

T^  ~  ~(2n— l)2c!r^  "■    (2n--l)  2c  »7   y^+l' 

für  n  =  —  2'  —  h  —  i  ®*^*  entspringen  hieraus  die  Gleichungen 

U.    8.   W., 

durch  deren  wiederholte  Anwendung  sich  jedes  Integral  von  der 
Form 

dx  t^Yt 


/■ 


für  ein  ganzes  positives  k  entwickeln  lässt.  —  Ueberhaupt  ist  nach 
diesen  Betrachtungen  der  Werth  des  Integrales 
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/  T^  dx  —  j  {a-\-h3i-\-cx^f  dx 

als  bekannt  anzusehen,  wenn  p  unter  die  Form  -^  (^  -f-  5)  gehört. 

Mittelst  der  Formeln  6)  und  7)  in  §.  51   folgt  hieraus  unmit- 
telbar, dass  für  jedes  ganze  positive  m  auch  die  Integrale 

I  x^^T^  dx  und    /  —  T^  dx 
J  J    x^ 

entwickelt  werden  können,  indem  man  n-\-\=.-¥_(k-\-\)  setzt 
und  im  Uebrigen  ganz  so  wie  dort  verfährt.  So  erhält  man  z.  B. 
für  n  =  —  \i 

Cx^dx  _  >p^-l  Yt  _  (2m— 1)6     Cx'^'-^dx 
J    y^  mc  27nc        J      'Yt 

.m— 2 

Yt 

woraus  die  Werthe  der  Integrale 

/x  dx  Px^  dx  f*x^dx 

vT'  JVf  JW" 

,  der  Reihe  nach  leicht  hergeleitet  werden  können. 


'^        mc       J      Vt     ' 


§.  56. 
Integration  durch  Wegschaffung  des  Wurzelzeichen* — 

Ein  sehr  brauchbares  Verfahren  ziu*  Integration  irrationale  "^ 
Ausdrücke  besteht  in  der  Substitution  einer  neuen  Variabein  vo^* 
der  Art,  dass  die  unter  dem  Wurzelzeichen  stehende  Grösse  zu  eiM 
ner  vollständigen  Potenz  wird,  aus  welcher  die  Wurzel  gezog 
werden  kann;  das  Integral  erhält  dadiu'ch  von  selbst  eine  rationa 
Form  und  unterliegt  dann  den  Methoden  des  vorigen  Capitels.  I 
merke  sich  für  den  Gebrauch  dieser  Methode  folgende  Substi 
tionen : 

1)  y  a-\-ßx    wird  rational  für    x  =  ^—3 — , 

3)  Va^-ß^x^  „         „         „     ^  =  y  j^- 


\ 
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Das  Detail  der  Bechnung  wird  man  aus  folgenden  Beispielen 
ersehen. 

I.     Das  zu  entwickelnde  Integral  sei 

/l  dx 

so  erhält  man  fiir 

woraus  die  Werthe 

folgen ,  fllr  J  die  neue  rationale  Form : 

und  nach  Formel  6)  in  §.  50 

Aus   Nro.  5)  ergiebt  sich   umgekehrt  y  =  —  x  -\-   y  l-\-x^ 
und  zwar    nehmen  wir  die  positive  Wurzel,  weil  in  Nro.  4)    der 

Ausdruck  V  l-j-^^  ^\q  positiv  angesehen  wurde  und  mithin  der  gleich- 

l4-w2 
geltende   Bruch —  ebenfalls  positiv  sein  muss ,  wozu  offen- 

bar  ein  positives  y  gehört.  Nach  Substitution  dieses  Werthes  und  ver- 
möge der  ursprunglichen  Bedeutung  von  J folgt  nun  die  Integralformel: 

6)  ""       ^  ^' 


/x  + 


-Xx    y"i4-aü    

Yx-'+X-'     \%-^Xs  —  kVl-\-x^  —  \^x2+A2/ 
II.     Zur  Entwickelnng  des  Integrales 

r       l  dx 

Dedienen  wir  uns  der  Substitutionen 
8)  x  =  l^ 

^^^  erhalten  mittelst  derselben 

J       -2    f-  ^y 


i+i  +  (x  — A)y« 


r 
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Hier  sind  die  Fälle  x  <^  A^  x  =  A  und  x  ^  k  zu  nntersciieidei^   : 
im  ersten  Falle  wird  nach  Nro.  7)  in  §.48 

VA«— x2     VVTfi  —  yVk—x/  ^ 
und   wenn   man    die  ursprüngliche  Bedeutung  von  «/,    sowie   den 
Werth  von  y  aus  Nro.  8)  einsetzt: 

J  x-\-kx    y  1 — x^ 

Für  A  =  X  giebt  die  Formel  9)  unmittelbar 

J  =  —  —  y    -f-  ConsU 
oder  mittelst  der  vorigen  Substitutionen  und  nach  Hebung  von  x: 
11)  T-l-  -M=^  =  _  y/i=f  +  ConsU 

J     l+X    Vi  — x2  ^       1+J? 

Für  X  ^  A  lässt  sich  die  Integration  in  Nro.  9)  mittelst  der  For- 
mel 6)  in  §.  48  ausfuhren  und  es  ist  dann 

J=  —  ,.  Ärctan  ( ^  ^  ^~    )  _)_  Cb;,^ 


/^^Vx-A\ 


Vx2  — A2  \  V'x+A 

oder  vermöge  der  "Werthe  von  J  und  y 


12) 


f—1—        ^^ 

J  X+Aor    V^l~jj2 

Ärctan  \  ,  ^ , ,  )  -1-  ConsL 


(Voc—k   Vl-x\ 
VV^^TTÄ  VlT'J  "^ 


Vx2  — A2  \Vx+A  Vi  4-. 

m.  Eine  allgemeinere  Integration  ist  noch  folgende.  £s  be- 
zeichne F  (z)  eine  rationale  algebraische  Funktion  von  r,  so  kann 
das  Integral 

1  F(ya-j-bx'^cx^)  da 
bei  wesentlich  positivem  c  dadurch  ermittelt  werden,  dass  man 

13)  x  =  ±\Vi77:=T^^-b, 

setzt;  denn  man  eiliSlt  mittelst  dieser  Substitution 
14)  f  F(y  a-[-hx-i^cx^)  dx 

Yiac  —  b'^     r  p(V4:ac  —  b-i    l+yA    1 4-y» 

—  4c  J         V      2VT  2y    J       y»        ** 
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nr  ist  das  Integral  rechter  Hand  nach  den   Lehren  des  vorigen 
>itel8  entwickelbar  und  man   hat  am  Ende  nur  noch  den  Werth 
L  y  aus  Nro.  13)  einzusetzen. 
Handelt  es  sich  dagegen  um  die  Integration 


setze  man 


I F(ya-\-bx'-cx'^  da, 


es  ergiebt  sich 

F  (Ya-^bx  —  cx'^^  dx 

2V4ac-f  ^^     fp  /^V4ac+62      2yg  \      y  dy 


/ 


c         'J     ^    2 vT     i+yV  (i+y')' 

man  wiederum  die  Integration  ausfiihren  und  den  Werth  von  y 
Grleichung  15)  entnehmen  kann.  Aul'  diese  Weise  hätten  sich 
i^^  die  Formeln  1)  und  2)  des  vorigen  Paragraphen  entwickeln 
en 

§.  57. 
Integration  binomischer  Differenziale. 

Unter  dem  Namen  der  binomischen  Differenziale  versteht  man 
blicke  von  der  Form 

V_ 
aP'-'^(a-\-hx'')1dx,  ^ 
rin  w,  n ,  p  und  q  ganze  positive  Zahlen  bezeichnen.     Die  Inte- 
•tion  solcher  Differenziale  kann  auf  zweierlei  Weise  geschehen, 
weder  durch  Wegschaffung  des  Wurzelzeichens,  oder  durch  Re- 
ktion auf  ähnliche  und  einfachere  Integrationen. 

I.     Setzt  man  erstlich 

J-  -L-i 

gelangt  man  zu  der  Gleichung 

x^—\a'\'hx'')1dx 


r  — -1 

:=,JL^J  (27— a)"         ^P  +  9-1 


ni^ 
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und  hier  ist  rechter  Hand  ein  rationales  Differaizial  vorhandeil^  9f^ 

Tfl 

bald  —  eine  ganze  Zahl  ausmacht.    So  z.  B«  J^t  man  naeli  iiB^  dn- 

n 

gen  Formeln 

A»  (1— a?2)?  dx:=  —  j  fiz'^—  ly  z^dz^ 

wo  die  Integration  in  Beziehung  auf  z  durch  Entwickelung  von 
(^7 — 1)2  ausgeführt  werden  kann,  und  am  Schlüsse  derselben  der 
Werth  von  z  aus  der  Gleichung 

ZU  nehmen,  also 

z  —  (l—x^     . 
einzusetzen  sein  würde. 

Eine  zweite  Substitution,  welche  ebenfalls  zu  einer  ratioDaleD 
Form  führen  kann,  ist 

3)        x  =  \- -)    also  dx  =  —  3±     i ; 

\z^  —  hy  .  „  JL^l 

{z'i  —  6)  *» 

man  erhält  durch  dieselbe: 

Tfl        P 

imd  hier  wird  das  Differenzial  rechter  Hand  rational,  wenn f-^ 

n   '  } 

eine  ganze  Zahl  ist.    So  hat  man  beispielsweise 

z^  dz 


und  darin 


f^ii+4d.  =  -f^. 


*  =  (^i) 


Ider  .  =  (i±f^, 


X 

nach  welchen  Angaben   die  Rechnung  keinen  weiteren  Schwierig' 
keiten  unterliegt. 

II.     Ist  weder  —  noch  —  ^-  —  eine  ganze  Zahl,  so  lässt  sich 

n  n  q 

das  binomische  Differenzial  im  Allgemeinen  nicht  rational  machen; 


^ 
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Dftn  benutzt  dann  die  nachstehend  entwickelten  Reduktionsformeln, 
lli  Übrigens  allgemein*  für  beliebige  m  und  n  gelten. 

Beseiehnen  wir  ^  kurz  mit  s  imd  a  -]-  ba^  mit   X,    so  giebt 

iie  partielle  Integration: 

J^-^X'  dx  =  X^  f  J^-^  dx—afx'-^  dX  fx'""-^  de 

=  X""- s  I  JC*-1  dX— , 

ind  weil  dX  =  hna^'~^  dx  ist: 

J  m  m  J 

Dieser  Formel  wird  man  sich  bedienen,  wenn  eine  Vermehrung 
onm  und  eine  gleichzeitige  Verminderung  von  8  wünschenswerth  ist. 
Durch  Umkehrung  der  Formel  5)  hat  man  noch 

fai^+n-lx'-ldx  =  4^  -  r^  fi^-^X*dx 
J  ans      .    bnsj 

)der,  wenn  m  —  n  fiir  m  und  5  -|-  1  fiir  «  gesetzt  wird, 

tnittelst  dieser  Formel  verkleinert  man  m  und  vergrossert  gleich- 
Eeitig  «. 

Wenn  man  femer  die  rechte  Seite  der  identischen  Gleichung 

faP^-^X^dx  =    fj^-^ia-^hä/^^X'-^  dx 

=  üfj^-^X'-'^  dx-]-b   fx^^+^-'^X'-'^  dx 

xut  der  rechten  Seite  der  Gleichung  5)  zusammenhält,  so  ist  zunächst 

^"^  ^'  _  ^  fa^^+n-lx'-^  dx 
m  m  J 

=  a  fa^-^X'"^  dx+b   C 0^+^"'^ X'^^  dx, 

^  dieser  Gleichimg  schreiben  wir  «  -f-  1  für  8.  und  sehen  das  erste 
'^tegral  rechter  Hand  als  Unbekannte  an;  es  wird  so: 

%J  am  am  J 

^^8e  Beduktionsformel  vergrossert  m  ohne  8  zu  ändern.  Drückt  man 
^  Integral  rechter  Hand  durch  die  übrigen  Grössen  aus  imd 
^hreibt  nachher  m  —  n  für  m,  so  ist: 
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8)   r.rn-lxsa,^-^:^p^ 
J  b(m-\-  ns)       b(m + nsy 

womit  eine  Verkleinerung  von  m  ohne  Aendemng  von  s  herbeige- 
führt jw^ird. 

Gehen  wir  wiederum  von  der  identischen  Gleichung  aus: 

f  x"^-^  X^ dx  =  a  1  x^"^ X'-^  dx-^b  fx'^+^'-^X^-'^  dx, 

so  giebt  die  Anwendung  der  Formel    6)  auf  das  Integral  rechter 
Hand: 

^n-lx^dx 


/■ 


x^  X^ 


> 


Durch  Vereinigung  der  gleichartigen  Grössen  folgt  hieraus 

9)  fs^-^X'dx  =  ^^  +  -^  A^-lX^-l  dx, 
J  m-j-ns     '     m-j-nsj 

welche  Formel  zur  Verkleinerung  von  5  ohne  Aenderung  von  « 
dient.  —  Schreibt  man  noch  8  -\-  l  für  5  und  reduzirt  die  Glei- 
chung 9)  auf  das  Integral  rechter  Hand,  so  ergiebt  sich 

J  an(ß-\-l)         an(5-f-l)j 

und  hiermit  ist  die  Möglichkeit  geboten,  s  ohne  Störung  des  m  sa 
vergrössern. 

£s  versteht  sich  von  selbst,  dass  man  von  diesen  sechs  Kedn)^' 
tionsformeln  die  benutzen  wird,  welche  im  gegebenen  speziellen  Falle 
am  raschesten  auf  ein  bereits  bekanntes  Integral  führt.      Wäre  z.  B- 
das  zu  entwickelnde  Integral 

/a^dx  r  h    l  1 

^  =    /  jr~2(a  —  ar)— ji  dx^ 

Y  ax — a*2         J 

und  darin  k  eine  ganze  positive  Zahl,  so  liegt  es  am  näqhsten,  darc** 

successive  Verkleinerung  von  k  auf  das  Integral 

/■  ,  =  Aresin -1-  Conat 

Yax  —  x^  « 

zurückzugehen;  in  diesem  Falle  ist  also  die  Anwendung  der  Forin«' 
8)  indicirt  und  man  erhält  dadurch 
r     ä^dx        _  _  x^-^V ax  —  x'^    .     a(2fc  — 1)   rj"-^  dx^ 

J  y  ax  —  x^    ~"  fc  '^         2k       J  yax^^' 

wie  man  auch  aus  der  Formel  9)  in  §.  55  finden  kann.  Aehnlicb«' 
Ueberlegungen  bedarf  es  in  jedem  anderen  Falle. 
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Zu  bemerken  ist  noch,  dass  die  obigen  Reduktionsformebi  für 
—  n  =  0,  sowie  für  m  -|-  ns  =  0  nicht  in  Anspruch  genom- 
3n  werden  dürfen,  wie  ein  Rückblick  auf  ihre  Herleitung  leicht 
kennen  lässt.  In  diesen  beiden  Fällen  können  aber  (nach  I.)  die 
Äerenzialformeln  rational  gemacht  werden  und  bedürfen  der  ge- 
nnten  Reduktionsformeln  nicht. 


§.  58. 
Integration    durch    unendliche    Reihen. 

Wenn  das  zu  integrirende  Differenzial  keiner  von  den  bisher 
trachteten  Formen  angehört,  so  bildet  das  Integral  derselben  eine 
miktion  von  x^  die  weder  algebraisch,  noch  durch  Logarithmen 
er  Elreisbögen  dargestellt  werden  kann.  In  diesem  Falle  muss 
m  zur  näherungs weisen  Berechnung  des  Integrales  schreiten,  die 
Irrin  besteht,  dass  man  den  unter  dem  Integralzeichen  stehenden 
iktor  von  x  in  eine  unendliche  Reihe  verwandelt  und  deren  ein- 
ine Glieder  integrirt.  Setzen  wir  nämlich  zufolge  des  Theoremes 
»Q  Mac  Laurin 

/(^)-5„=/(0)+-^;r+^)^2  + 

/«-1)(0) 
^  1.2.3...  («-!) 
0  B^  den  Best  der  Reihe  bezeichnet,  so  ist 

Jf(j^)  dx  -  Jn^dx  =  Const.  +  /(0)y  +  -^  ^ 

r  (0)  ff  ,      ,   /'*""^^(0)   ^ 

1.2     3     '    """'    1.2...(n— 1)  n  ' 
> rausgesetzt  nun,  dass  für  unendlich  wachsende  n  der  Rest  Ä^  die 
>^11  zur  Grenze  hat,  so  wird  auch  Lim  fR^  dx  =  0^  und  die  vo- 
>cn  Gleichungen  gehen  in  die  folgenden  über: 

'^bei  man  noch  bemerken  kann,   dass  die  zweite  Reihe  stärker  als 
^  erste  convergirt. 

Nach  diesem  Verfahren  hat  man  z.  B.  für  x  <^  l 
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IN     /*      ^^  /T,     ,     1     ,  ,    1.3    ,    ,    1.3.5   ,  ,         1, 

,     ar     ,    1 X*        1 . 3  a^    ,    1 . 3 . 5  «1»  , 
=  Co«.t.  +  -  +  --  +  — -  +  ^-^-+ 

Nicht  immer  bietet  sich  die  Reihenentwickelung  so  von  selbst  dar, 
wie  in  dem  vorstehenden  Beispiele ;  im  Gegentheil  bedarf  es  häufig 
erst  einiger  Umwandlungen  ehe  man  zu  einer  Reihe  gelangt.  Um 
z.  B.  das  Integral 

da 


ß 


dx 


V  1  —  («2  -j-  /J2)  x^^a^^X^ 

zu  entwickeln,  kann  man  bemerken,  dass  dasselbe  unter  der  Form 

1  1 


ß 


da 


yi_a2-p2  yi_^2^2 

darstellbar  ist,  deren  einzelne  Faktoren  leicht  zu  verwandeln  sind. 
Unter  den  Voraussetzungen  ax  <^  1  und  ßx  <^  1  hat  man  nämlich 

yT=^,  -  ^  +  i  «^^^  +  O  «*^*  +  ¥to  «•**  + 

-^^=l^^ß...^i:lß.^  +  l±lß...+ 

Durch  Multiplikation  ergiebt  sich  hieraus  ein  Resultat  von  der  Form 

2)  .  ^  =1  +  Qa?24-C4a?^+C6^^+'""^ 

j^(l_a2-,2)(i_^2^2)        ^^     -r  4     -T-  6     -r 

worin  zur  Abkürzung  gesetzt  wurde 

u.    s.    w. 
Die    Integration    giebt    nunmehr    unter    den    genannten    Vorauf 
Setzungen : 

^VV(l-a2.2)(i_^2^2)-l+    3    +   5     +--  +  ^ 

l>aÄ>—  1;     l>/3a?>—  1. 
Dasselbe  Verfahren  wird   man  in  allen    den    Fällen  benutzen,  '^^ 
das  zu  integrirende  Differenzial  aus  Faktoren  besteht,   die   einasel*' 
genommen  in  Reihen  verwandelbar  sind. 

Als  zweites  Beispiel  betrachten  wir  die  Integration 

1 


/ 


Vl-f-aÄ+^a?8 
Unter  Benutzung  des  bekannten  Satzes 


dx. 
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1  ,         I    _i_  1-3    ,        1-3.5    ,    , 

1  >  « >  —  1 

giebt    sich   zunächst    unter  der  Voraussetzung,    dass    ax  ^  bgß 
z  s(a  -]-  bx^  ein  echter  Bruch  ist: 

^  :=1— |jr(a-f6ar2)-|-  ^^Ha^-bs^y— 


l+aar+fc«»  '     5J.4 

let  kann  man  die  einzelnen  Beihenglieder  nach  Potensen  yon  i^ 
iwickeln  und  darauf  integriren ;  man  erhält 

/dx 

_fI,.i:M,a^fl+ 


()bei  jedoch  l>«(a  +  ÄJf^>  —  1  sein  muss. 

Nicht  immer  glückt  es,  die  unter  dem  Integralzeichen  stehende 
mktioii  von  x  in  eine  nach  Potenzen  von  x  selbst  fortschreitende 
iihe  zu  verwandeln,  weil  bekanntlich  das  Theorem  von  Mao 
nur  in  nicht  auf  alle  Fimktionen  anwendbar  ist;  in  solchen  Fällen 
18S  man  versuchen,  die  gegebene  Funktion  in  eine  Reihe  umzu- 
aen,  die  nach  Potenzen  einer  anderen  Funktion  fortschreitet,  wo- 
L  man  darauf  zu  sehen  hat,  dass  die  einzelnen  Glieder  dieser 
iihe  wiederum  integrirbar  sind.  Die  folgenden  zwei  Beispiele  wer- 
Q  dies  deutlich  machen. 

Unter  der  Voraussetzung  eines  echtgebrochenen  x  würde  es 
IT  leicht  sein,  den  Werth  des  Integrales 

1 


/ 


VT4T3 


dx 


«ine  nach  Potenzen  von  x  fortschreitende  Reihe  zu  verwandeln; 
aber  der  absolute  Werth  voa  a?  >  1,  so  wird  jene  Entwickeiung 
nchtig  und  lässt  sich  durch  die  folgende  ersetzen: 


/dx       r 1 

V  jj3 


/•     1       (,      ,   1     I     1-3   1         1.3.5   1  ; 

J  xV7   (        '«»"^  2.4  *«~  2.4.6«»."^ I 

1  diese  hat  in  unserem  Falle  Gültigkeit,  weil  f&r  c  ^  1  der  utD-- 

8«hUmUcli,  Anilyda.  16 
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1  '1 

gekehrte  Werth  —  <C  1»  *^^  ^"^  ^^  mehr  -—  <^  1  ist.     Die  Inte- 

gration  giebt  jetzt: 

_  2      (,       ,      1      ,1.8     1  1.3.5     1      ,       ) 

~  vT  (^""'"t^+TTT  T37«~r4:6  19^»"T--j- 

Auf  ähnliehe  Weise  wie  das  Integral  in  Nro.  5)  würde  sich  aooh 
das  folgende 

dx 


/i 


in  eine  Reihe  entwickeln  lassen,  jedoch  nur  unter  der  Voraussetzung, 
dass  2x4?'  -f-  x^  ein  echter  Bruch  ist;  bei  einigermaassen  grossen  x 
kann  aber  dieser  Bedingung  nicht  genügt  werden,  und  man  benutzt 
dann  eine  Transformation,  welche  auf  der  identischen  Gleichung 

beruht.  Sobald  nun  (1  -f-  ^2)^  mehr  als  der  absolute  Werth  yoii 
2  (x  —  1)  beträgt,  tritt  folgende  Entwickelung  ein: 

J  yi  +  2x««4-ar4        J  . 


{l^x^^ 

J     jl+Ä«  1     (l+a?2)8"^1.2    (l-fa?2)6— r*» 

deren  einzelne  Glieder  leicht  integrirt  werden  können;  die  entste- 
hende Reihe  würde  namentlich  dann  von  Yortheil  sein,  wenn  x  nahe 
an  1  liegt  und  x  eine  grosse  Zahl  ist. 

Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  man  die  Integration  mittelst 
unendlicher  Reihen  auch  in  den  Fällen  anwenden  könnte,  wo  ma& 
bereits  auf  anderem  Wege  die  Werthe  der  Integrale  in  geschlossener 
Form  entwickelt  hat;  die  nach  diesen  zwei  Methoden  abgeleiteten 
Werthe  eines  und  desselben  Integrales  können  nur  um  eine  Con- 
stante  differiren  und  lassen  daher  eine  Yergleichung  zu,  welche  jeder- 
zeit auf  ein  zur  Theorie  der  Reihen  gehörendes  Resultat  führt.  So 
hat  man  z.  B.  einerseits 

amdereneits  ist  der  Werth  desselben  Integrales: 


A 
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/' 


(1  — «-|-x«  — «»-f-«*  — )dg 

doch  nur  unter  der  Voraussetzung  eines  echtgebrochenen  x^  weil 
laserdem  die  für  1  :  (1  -|-  ^)  gesetzte  Reihe  diesem  Bruche  nicht 
eich  wäre.    Die  Yergleichung  beider  Resultate  giebt 

Z(l-|-a?)  +  Con«f.  =  la?_i^2-f  la?8— 

1  >  ar  >  —  1. 
er  Werth  von  Cönst  bestimmt  sich  durch  die  Spezialisirung  4?=  0 ; 
an  findet  ConsL  =  0  und  kommt  somit  auf  ein  bekanntes  Resultat 
irÜck.  —  Nach  demselben  Verfahren  würde  man   die  Reihe  für 
rckm  X  aus  der  Gleichung 

\>x>—  1 
>leiten  können,  ebenso  die  Reihe  für  Aresin  x  aus 

1  >  «  >  —  1. 
in  weniger  bekanntes  Resultat  ergiebt  sich  aus  der  für  l'^x'^ —  I 
sltenden  Gleichung 

imlich 

Qr  «  =  0  erhält  man  ConsL  =  0;  mithin: 

[an  findet  dieselbe  Gleichung  auch  dadurch,  dass  man  in  dey. 
;eihe  ffir  Arain  x  den  Ausdruck  x  V  —  1  an  die  Stelle  von  x  tre- 
sn  lägst  und  die  Formel  7)  in  §.  45  (S.  172)  benutzt. 


IC» 


Cap.  XIH. 
Integration  transcendenter  Differenziale. 

§.  59. 
Differenziale   mit  Exponenzialgrössen. 

Enthält  die  zu  integrirende  Funktion  nur  Exponenzialgrossen, 
lät  also  das  Integral  von  der  Form 


/ 


so  kann  es  mittelst  der  Substitution 

Iz  1   dz  - 

1)  e^:=  <2,  mithin  x= — ,  dxz= —  — 

a  a     z 

auf  ein  anderes  zurückgeführt  werden,   worin    keine  Exponenzial- 

grösse  yorkonunt ;  denn  man  hat  jetzt 

also  z.  B. 


z 

'    z 

= —  Ärctan  z  +  Conat  =  —  Ärctan  («^4-Owwt.: 
a  '  fl  ^  '  ' 

als  zweites  Beispiel  betrachten  wir  die  Gleichung: 

iL 

für  1  -^  z  =  ti2,  woraus  V  l-j-z  =«,  2  =  u^ —  1  und  dz:=z2udu 
folgen,  verwandelt  sich  dieses  Integral  in  das  folgende 


ucispiei   ucMovubcu   wix   \xijr.  \jrM 

r    1    .    1  r  1 

I  (TT —  /       ^ i 
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2  r  du       1    /u  — 1\  ,  ^ 

aj  u^—1         a       Vti-f-l/    '  ' 

oithin  ist  durch  Restitution  der  Werthe  von  u  und  z 

Betrachten  wir  nun  den  Fall,  wo  das  Differenzial  Exponenzial- 
;rössen  und  Potenzen  enthält.  Die  einfachste  Form  eines  solchen 
ntegrales  ist, 

nd  es  liegt  nahe,  die  Regel  der  partiellen  Integration 

/  u'odx  =z  u    I  vdx  —    I  du    I  vdx 

aräuf  anzuwenden,  indem  man  von  der  Fundamentalformel 

V  r  «^ 

)  I  ef^dx  = 1-  Ornat 

rebrauch  macht.     Man  findet  so 

)-  A^  e<^  dx  =  ■^— ^  —  -  r«^-l  e^dx. 

st  nun  m  eine  ganze  positive  Zahl,  so  kann  man  durch  wiederholte 
Anwendung  dieser  Formel,  den  Exponenten  von  x  fortwährend  ver- 
leinemd,  zuletzt  auf  das  Integral  5)  zurückkommen;  in  der  That 
Thält  man  unter  der  gemachten  Voraussetzung: 

D  fx"^  ««*  dx 


\ 


Ä*»      mx"^—^      m(ffl— Ijj?"»""^ 


m(m — 1)..2.1 


...4-(-ir  "»("^Iy    ]*°'+Q>'^ 


i  derselben  Gleichung  würde  man  auch  dadurch  gelangen,  dass 
"»J:!  die  Fundamentalformel  5)  mmal  in  Beziehung  ^uf  a  differen- 
Aus  Nro.  7)   erhellt  die  Möglichkeit,  das  Integral 


/ 


(p  (x)  eax  d(B 


^VKckeln    zu   können,   wenn    q>  (x)  unter   der  Form    Ä  ^  Bx 
Cj?2  _j_  etc.  enthalten  ist. 
Lässt  man  in  der  Gleichung  6)  —  m  -f-  1  an  die  Stelle  von 
"treten  und  reduzirt  auf  das  Integral  rechter  Hand,  so  kommt  die 
^uktionsformel : 
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«)/:;^'"  ^'  =  -  («_^Vi  +  ^ifi^  ^^' 

zum  Vorschein,  welche  ftir  ganze  m  mit  Ausnahme  von  m  =  1  be- 
nutzt werdeu  kann.  Im  letzteren  Falle  g^ebt  die  Formel  ein  un- 
brauchbares Resultat  und  es  bleibt  dann  nichts  übrig  als  eine  Beihen- 
verwandlung  vorzunehmen;  vermögoi  der  für  alle  x  geltenden 
Gleichung 

X    —  x'^    1  +  1.2  +  1.2.3 +••'• 
erhält  man 


(9    /— e^*  dx  =  OmsU  +  Ix 


"+"^  1  "T"^  1.2  +»"t:2:t  "+■•••• 

und  nunmehr  lassen  sich  aus  der  Formel  8)  für  m  =  2 ,  3 ,  ...   die 
Werthe  der  Integrale 


fhr^'^fh'^^^^-" 


der  Reihe  nach  ableiten.     Eine  weitere  Folgerung  hiervon  ist,  dass 
das  Integral 

/^)(je)e^ dx^  worin^(x)=^  -(- 1 — -  -f-.... 
X  X 

jederzeit  auf  das  in  Nro.  9)  entwickelte  Integral  zurückgeführt  wer- 
den kann. 

Ist  der  Exponent  von  x  ein  Bruch,  so  kann  man  ihn  zwar  ver- 
kleinern, indem  man  die  Formeln  6)  oder  8)  anwendet,  je  nachdem 
er  positiv  oder  negativ  ist ;  aber  man  wird  zuletzt  immer  wieder  xn 
einer  Reihenentwickelung  genöthigt.  Desselben  Mittels  muss  man 
sich  in  allen  übrigen  Fällen  bedienen,  wo  Integrale  von  anderen  als 
den  hier  betrachteten  Formen  vorkommen.  Ein  Beispiel  wird  genü- 
gen, um  dies  zu  zeigen. 

Das  gegebene  Integral  sei 

1 

e'^  dx^ 


ß 


so    kann    man  für    den    Fall     eines    echtgebrochenen    x   die   Ü»™-" 
Wandlung 

TL       1    o   I    1-3    ^         1-3.5     ^  ,       l 
vornehmen  und  die  einzelnen  Glieder  mittelst  der  Formel  7)  iiit9^ 
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griren;  wäre  aber  «  ^  1,  so  wird  man  «V/  1-| — ;  für  V  1  -|-  ** 
setzen  und  dem  Integrale  die  Form : 

J    xl        '«2^2.4*4        2.4.6  ««~        J  ' 

geben,  wo  die  Formeln  9)  und  8)  anwendbar  sind. 


§.  60. 
Logarithmische  Differenziale. 


Enthält  das  zu  integrirende  Differenzial  nur  Logarithmen  in  der 
Weise,  dass 

das  fragliche  Litegral  ist ,  so  leistet  die  Substitution 

1)  Ix  =  y,  also  X  -^  ^^  dx  :=z  ^  dy 
gute  Dienste;  man  erhält  nämlich 

2)  ff  (Ix)  dx  =  Jf(y)  eV  dy, 

wo  nun  die  Entwickelungen  des  vorigen  Paragraphen  benutzt  wer- 
den können.    So  hat  man  z.  B.  für  ein  ganzes  positives  m 

r{lxfdx=  Jf^^dy 
^d  indem  man  den  Werth  von  y  wieder  einsetzt: 

+  (— l)^m(m— l)...2.lL-f  Cbn««. 

•^Uf  gleiche  Weise  erhält  man  mittelst  der  Formel  9)  des  vorigen 
•Paragraphen : 

*)  I  Y"  =  Const.  -\-  1(1  x) 

"T"M  "l^   1.2   "r-8  1.2.3  "^ 

'^d  aus  der  Formel  8): 

5^  P  dx    X ,         1  r     dx 

J  {Jaf  ~  ~  (m  -  1)  (/a?)"*-l    '     m  —  l   J  (Jaf^-l 


248  Cap.  XnL    §.  61.    Goniometrische  bifferenziale. 

Die  unter  Nro.  1)  angegebene  Substitution  ist  auch  bei  dem 
allgemeineren  Integrale 

/  af*  f(lx)dx 

vortheilhaft  anwendbar,  sie  giebt  nämlich 

6)  fxf'fiU)da=feO'+^)y/(y)dy. 

So  ist  z.  B.  für  den  speziellen  Fall  ft  =  —  1,  f(la)  =  (Ix)^: 

/l  /*  w***"!"! 

—  (laf  dx  =     f'dy  =  «^-r-  4-  Const 
X  J  m— j— 1 

und  in  dem  Ausnahmefalle  m  =  —  1 : 

®^      jTü  ^^  =  J-j  ^y  =  ^y  +  ^'>^'- 

=  l{lx)  -\-  Const, 
Für  ein  von  —  1  verschiedenes  ft  und  ein  ganzes  positives  m 
giebt  die  Gleichung  6)  zunächst: 

f  x!'  (Ixf  dx  =    AC"+  l)y  f^  dy, 

nachher  durch  Anwendung  der  Formel  7)  des  vorigen  Paragraphen 
uj^d  durch  Wiedereinsetzung  des  Werthes  von  y: 

In  allen  übrigen  Fällen  müssen  die  Integrationen  logarithmi- 
scher  Differenziale  durch  Beihenentwickelungen  ausgeführt  werden. 

§.  61. 
Goniometrische  Differenziale. 

Differenziale,  in  denen  nur  goniometrische  Funktionen  vorkom- 
men, lassen  sich  leicht  in  algebraische  Differenziale  umwandeln;  setzt 
man  nämlich 

1)         sinx  =  z^  mithin  coax  =  V  1 — z^,  dx  =     . , 

so  hat  man  auf  der  Stelle,  wenn  f(sinx^  cosx)  eine  nur  aus  sinx  und 
cosx  gebildete  Funktion  bezeichnet: 

'2)  /  / (.sin^t  cosx)  dx  =  I  f(z^  V  1 — <22) 


I   r jxm ^ ^^ —  l)...^.! 
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Nach  dieser  Foruiel  ist  z.  B. 

jainP  xcoslx  dx=  i zP  (1  —  z;2)k?-l)  dz. 

Auf  das  Integral  rechter  Hand  sind  die  sechs  Beduktionsfor- 
mein  des  §.  57  anwendbar,  indem  man  a=  1,  6  =  —  1,  m=|)-[-l, 
n  =  2,  «  =  1(^  —  1)  setzt,  z  an  die  Stelle  des  dortigen  x  und 
1 — z^  an  die  von  X  treten  lässt;  führt  man  nachher  die  Werthe 
von  z  und  dz  aus  Nro.  1)  wieder  ein,  so  gelangt  man  zu  folgenden 
sechs  Reduktionsformeln: 

3)  /  8inP  X  co8^  dx 

8^inP^\tco8^^^x    ,     q — 1    r  .  o_Lo  ^_Q      ^ 

=    — H^n —  +1+17  ««^'* "<"'  '*  *** 
7+1         «+i»/ 

«i'nP—'xco«?'"^«    ,    p — 1 


+  ^4/««"-'^- 


cos^  X  dx 


araP'^^xcos'i-'^x    .     q—\    C  .  g      ^ 

-=       ; ; —   /  sini'xcos^    ^  x  dx 

p+q  p-^-qJ 

Mittelst  dieser  Formeln  bringt  man  das  ursprüngliche  Integi*al 
auf  ein  anderes  derselben  Art  zurück,  worin  p  oder  (/,  oder  beide 
neue  um  2  grössere  oder  kleinere  Werthe  besitzen;  die  fortgesetzte 
Anwendung  dieses  Verfahrens  führt  zuletzt  auf  ein  Integral,  in  wel- 
chem die  Exponenten  von  sinx  und  coax  nicht  ausserhalb  der  Zah- 
len —  1  bis  -|- 1  liegen ;  sind  nun  p  und  q  positive  oder  negative 
ganze  Zahlen,  so  muss  man  schliesslich  auf  eines  der  folgenden  In- 
tegrale kommen: 

I  dx  :=  X  -\-  C^  j  sinx  dx  :^  —  coax  -^  C, 

J  coaxdx  =  ainx  +  6',  /  ainxcoaxdx  =  \am^x  +  C\ 

/dx         ,       Ä     ,    ^  r  dx         ,       (%    ,    ^\    ,    ^ 

ainx  2     '  J  coax  \4     '     2/ 

J  tanxdx  =  —  Icoax-^C,    1  cotx  dx  =  lainx  +  C, 

f ^f—  =  ltanx-\-C, 

J  ainx  cos X 
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welche  sämmtlich  mittelst  der  Substitution  in  Nro.  1)  leicht  entwi- 
ckelbar sind.  Nach  diesen  Angaben  wird  man  sich  ohne  Möhe 
von  der  Richtigkeit  der  folgenden  Formeln  überzeugen,  die  wir  ih- 
res öfteren  Gebrauches  wegen  hier  zusammenstellen: 

Für  gerade  positive  p  ist : 


4)  /  sin^  X  da 


C08X     i    .    p_i 


P 


^  P-2J  ^  (p— 2)(;>— 4)  ^ 

•••■+"  (^«2)(i>-4)...  2  '"'^'^  i  +;,(|,-2)Cp-4)...4.2''+^ 
Dagegen  für  ungerade  p : 

5)  /  52nl'  X  dx 

,  0>— l)(p-3)...4  2|  ,  ^ 

•••"^Oj-i)Cp-4)...8.iP'' 

Femer  bei  geraden  positiTen  p : 
6>  /  tonPjr  <f« 

tanP~^x        tanP~^x    ,    tanP~^x  ,    ,     ,a-_i   tarn* 


p — 1  p  —  3       '       p  —  5 


1 


+  (— l)il'Ä+CbiiÄ 


und  für  ungerade  p : 

7)  /  ianP  X  dx 

="7^n F=3-  +  TZ5-  -  •  •  •  +  (-i>^'V 

+  (—  l)-k/>+l)  /  CO«  «  +  Cbwt 

Hinsichtlich  der  in  den  Formeln  4)  und  5)  ausgeführten  Inte- 
gration von  sinPxdx  wollen  wir  noch  bemerken,  dass  dieselbe  auch 
auf  anderem  Wege  bewerkstelligt  werden  kann.  Zufolge  der  Fo^ 
mel  18)  in  §.  43  ist  nämlich  für  2n  =  m^  also  für  gerade  m 

=  niQCOsmx  —  miC08(m  —  2)x  -\-  m2Cos(m — 4)«  — 
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thin  durch  Multiplikation  mit  dx  and  Integration: 

dn^nß  dx 


/• 


( —  1) »**  1  »Wo sin mx         mi8in(m  —  2)x    ^^  m^ ain (m — 4) jp 
2***""^     (        »»  w» — 35  "^         m  —  4 

^  nti       ^  sin  2  X  .  ) 

ner  ist  nach  Nro.  14)  in  §.  43  für  2n-4-l=^  also  ungeradem: 
=  tnQsinmx  —  mi«m(m  —  2)ä  -(-  »n9«n(m — 4)«  — 

glich  durch  Multiplikation  mit  dx  und  Integration: 


/' 


8in^  X  dx 

( — ly^^  '  ^)jnio  cosmx         mj  co3(m — 2)«  ^,    m^cosCm — 4)jp 
2»»— 1      (        m  m — 2  '  m  —  4 

In  ähnlicher  Weise  lässt  sich  die  Integration  von  cos^  x  dx 
ttelst  der  Formeln  11)  und  12)  in  §.  43  ausführen. 

Das  in  I^ro.  2)  besprochene  Integral  Yon /(ain  x^co$x)dx  kann 
i\i  dadurch  auf  ein  algebraisches  Integral  zurückgeführt  werden, 
SS  man 

)       cosx  =  M,  mithin  sinx  =  V  1 — u\  dx  =  —  ,  ^ . 

K  1  — ti« 

xt,  wodurch  man  erhält 

//(sinx^  cosx)  dx  =  —   /  /(V  1  —  ti^,  ti)     . 
«/  y  1— ti3 

Im  Wesentlichen  ist  diese  Reduktion  von   der  früheren  nicht 
rachieden,  jedoch  dann  bequemer,  wenn  nur  der  Cosinus  vorkommt, 
hat  man  z.  B. 

J  a  -j-  b  cosx  J  a  -^  bu  yi ^2^ 

f  a  <;  i  ist  nach  Formel  10)  in  §.  56   der  Werth  des  Integrales 

"^Vb^^a^     [yb+aVl-^u-Vb-^aVl  —  u)'^     ' 


i 
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mithin  nach  Substitution  -yon  u  =  co8x  und  nach  einer  kleinen  go- 
niometrischen  Umwandlung  

11)       f—Jf—  =         1        i  (VT^+]/l^atan\x\        ^ 
J  a^bco^x        Vä«— (,«     \V b+a  —  Vt—atan\J  ' 

a  <  ft. 

Für  die  übrigen  Fälle  a  =  ft  und  a'^b  erhält  man  auf  gleiche 
•Weise  mitteUt  der  Formeln  11)  und  12)  des  5-56: 


h 


1  -^coax 
und  

/dx                    2  A  /a-^b  \ 

a-\-bco8X        Ya^ b^  V       a-j-6       ^  /    ' 

Durch  mehrmalige  Differenziation  der  Gleichungen  11)  und  12) 
in  Beziehung  auf  a  und  b  lassen  sich  hieraus  noch  die  Werthe  der 
unter  den  Formen 

r  dx  r         sP^dx 

J  (a+6co5a?)H-l  J  {a^bco8xf+^ 

stehenden  Integrale  ableiten,  wenn  m  imd  n  ganze  positive  Zahlen 
'  sind. 

Kann  man  die  Funktion /(«in  ar,co5cr)  so  darstellen,  dass  sie  als 
Funktion  der  Tangente  erseheint,  also  die  Form  q>(JUmx)  annimmti 
so  ist  es  von  Vortheil,  die  Substitution 

dt 

13)  tona?  =  t,  also  dx  =  - — ; — - 

eintreten  zu  lassen,  denn  man  erhält  dadurch  sehr  einfach 

14)  j  <p(tanx)dx  =  J  (p  (t)  ^[-77^; 

so  ist  z.  B. 

dt 


f — '-^f::^±—  ä.=  f — i — ä.=  f-i--^, 

J  aco8^x-\-b8in^x  J  a-{-htan!^x  J  a-^bf^  l+<* 

Bei  ganzen  positiven  m  kann  man  den  Werth  des  auf  t  bezüglich^ 
Integrales  ermitteln  (Cap.  XI.),  hat  also  nachher  nur  noch  tz=ztaB9 
einzusetzen; 
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S.  62. 
-        •  Fortsetzung. 

I.    Wendet  man  das  Prinzip  der  partiellen  Integration  auf  das 
h&ofig  yorkommende  Integral 


/ 


a^  sinx  dx 
an,  so  erhalt  man  sehr  leicht 

/  «*'*  sinx  dx  =  —  x"*  C08X  -{-  m  I  a^'^^  coax  dxy 

und  indem  man  dasselbe  Verfahren  wieder  für  das  Integral  rechter 
*  Hand  benutzt: 

J  •r*'*^^  cosxdxr=z  «^""^  8inx  —  (m  —  1)  /  ar"*""^  sin x  dx, 

Dureh  Substitution  dieser  Gleichung  in  die  vorhergehende  er- 
giebt  sich  die  Beduktionsformel 

1) '"  - '      I'  x^^ainx  dx  =  —  a^cosx  -\-  ma^'^^  sinx 

mittelst  deren  das  gesuchte  Integral  auf  ein  anderes  von  derselben 
Form  curQckgefuhrt  wird,  in  welchem  der  Exponeüt  von  x  um  2 
▼ermindert  ist.-  Wendet  man  die  obige  Formel  in  dem  Falle  eines 
gaazett  |k>8itiyen  m  mehrmals  nach  einander  an ,  so  gelangt  man  auf 
%|iiesB  ^:  beiden  Integrale 

/  8inx  dx  =  —  coax  -^  C^ 

f  I  xainxdx=z  —  xcoax  -(-  ainx  -|-  C, 

f    von  denen  das  erste  unmittelbar  bekannt  ist  und  das  zweite  sich  aus 
'     Are.  1).  selbst  f iir  m  =  1  ergiebt. 

Lassen  wir  in  Nro.  1)  —  m-\-2  an  die  Stelle  von  m  treten  und 
'    reduziren  auf  das  Integral  rechter  Hand ,  so  folgt : 

ö.  •'  Painx  ,  ainx  coax  . 

•^    «^.:.  (??r"^)^  (m— l)(m— 2)a?^— 2 

1  r  ainx 

•     ^      •  .  ~  (m^l)(m-2)  J  ^^2     ^\ 

PQ^  m=  1  und  m  =  2  ist  die^e  Formel  unbrauchbar  und- es  bleibt 
^^Qn  nichts  übrig,  ab  imt  Hülfe  unendlicher  Reihen  zu  integriren; 
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im  ersten  Falle  erhält  man  mittelst  der  unendlichen  Reihe  für  sinx: 

/sinx  .    ,  j?         ,       ä'       .    -       x^ 

im  zweiten  Falle  hat  man  zunächst  durch  theilweise  Integration: 

Cainx   ,  sinx    ,       Ccosx   , 

*>  J-1Ä^'= — T  +  J  —  ^*^ 

und  nachher  vermöge  der  Cosinusreihe: 

/C08X  .  ,      J?*         .  '    X^ 

Die  Formel  2)  kann  nun  dienen,  um  die  Integrale 

/sinx   ,                   r  sinx  ^ 
—  da,,  J    —dx 

auf  die  Integrale  in  3)  und  5)  zurückzuführen. 

Ist  der  Exponent  von  x  weder  eine  positive  noch  negative  game 
Zahl,  so  lässt  sich  derselbe  mittelst  der  Formeln  1)  und  2)  zwar 
verkleinem  oder  vergrossem,  man  wird  aber  schliesslich  immer  cor 
Integration  durch  Reihen  seine  Zuflucht  nehmen  müssen« 

Dieselben  Betrachtungen  gelten  fast  wörtlich  für  das  Integral 

man  findet  dafür  zunächst  die  Reduktionsformel 

6)  j  s^  C08X  dx  =  «*"  sinx  -f-  wi«"*""^  cm 4? 

—  mim—  1)  /  a?»»-2  cosm  dxy 

welche  bei  ganzen  positiven  m  anwendbar  ist  und  zuletzt  wat  einet 
der  beiden  Integrale 

/    C08X  dx  =  sinx  -f-  C, 

/  X  C08X  dx  '=1  X  8%nX  -[-  <^08X  -|-  C 

zurückführt —  Ersetzt  man  m  durch  —  m-f-2,  so  ergiebt  sich  dureh 
ümkehrung  der  Gleichung  4): 

CC08X    ,                                 C08X              . 
7)  /   —   dx   =  ;   H 

^  J    aF  (m— 1)«*«-^        (m— l)(m— 2)«»-* 

1 C  C08X 

~(m-l)(m— 2)  J  ^m-.2  ^*" 

Für  m  =  1  und  m  =  2  ist  die  Formel  nicht  anwendbar;  im  erstes 
dieser  Fälle  benutzt  man  die  in  Nro.  5)  angegebene  Reihe,  im 
ten  Falle  hat  man  durch  partielle  Integration 


/' 


Sinx 
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«.  Ccosx   ,  cossß  Csinx   , 

ö)  /  — --  dx  = / da. 

J     x^  X  J      X 

wo  der  Werth  des  rechter  Hand  befindlichen  Integrales  aus  Nro.  3) 
zu  nehmen  ist.  —  Die  Gleichung  7)  kann  nun  dienen,  um  die  In- 
tegrale 

/C08X  Ccoax 

"pr  '^'     7  -;r  ^*'  •  •  •  • 

auf  die  in  3)  und  5)  entwickelten  Integral»  zurückzuführen.  Für 
andere  Exponenten  von  x  muss  man  jedenfalls  die  Integration  durch 
Reihen  bewerkstelligen.  —  Als  Gresammtresultat  dieser  Betrachtun- 
gen ergiebt  sich,  dass  Integrationen  von  den  Formen 

/  /(*)  ^^^  dx  und    /  /(«)  C08X  dx 

in  geschlossener  Gestalt  ausführbar  sind,  wenn  f(x)  unter  der  Form 
A  -^  Bx-\-  Cx^  -|"e*c*  steht,  und  dass  sie  auf  die  zwei  Integrale 

B       C 

8)  und  5)  zurückkommen,  wenn/(«)  der  Form  A  -| [--j-j-etc. 

X  X 

»ngehört. 

Wir  beschäftigen  uns  noch  mit  den  beiden  Integralen 

P  =  je^^co^  ßx  dxundQ=  je''^sifPßx  dx, 

in  denen  m  eine  ganze  positive  Zahl  bezeichnen  möge.  Durch  theil- 
weise  Integration  wird  zimächst 

P  =  co^ßx  fe''^ dx  —  id cos^ßx y  e«» dx 

—  co^ßx V         \  coa'^^^ßx  sinßx  dx  e«^  . 

und  wenn  wir  das  Integral  rechter  Hand  kurz  mit  Pj  bezeichnen: 

9)  «P  =  e^'^cos^  ßx  -{-mß  .  Pi. 

Die  partielle  Integration  giebt  ferner,  auf  Pi  angewendet: 
Pi  =  co«^~l/Jjy  sinßx l  d  [coa^'^^  ß x  sin ß x']  — 

a 

^  A«*  Icoa'^ßx  —  (m— 1)  co8'^'-^ßxiinißx']dx, 

OL  J 

oder  w^in  man  M^ßxzz^l — ooa^ßx  setzt  und  die  einzelnen  Theile 
intesnirt: 
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—mß y  e**^ coJ^ ßxdx-\-im—l)ß  je""^ co/^"^ ß s  dw, 

woböi  man  bemerken  möge,  daas  das  erste  Integral  rechter  Hand 
wiederum  P  ist,  Substituiren  wir  nun  die  vorstehende  Gleichung  in 
Nro.  9),  nachdem  wir  letztere  mit  a  multijilizirt  haben,  so  ergiebt 
sich 

a2p=  ae'^cos^ßx  +  m ß e^^ cos^—^ ß x  sinßx 

—  m2  j82  P  +  m  (m  —  1)  ^32  y  «*^^  c<w^-2  j8 Ä  (iar. 

Durch  Reduktion  auf  die  Unbekannte  P  und  durch  Einsatz  ihrer 
ursprünglichen  Bedeutung  folgt  schliesslich: 
iA\       r  €tx      ma     j  aco8ßx-\-mß8inßx    „«.      m^l  a 

10)      J  e'^C08^ßxdx=  \,,^^2ß2  ^^^"  ß^ 

Für  das  Integral  Q  erhält  man  nach  demselben  Verfahren  ein# 
ähnliche  Reduktionsformel,  nämlich: 

^^N  r  ax     '  m  a      j  asinßx mßcosßx     ^rr     .  m— 1  iff 

11)      /  e^^  8in^  ßx  dx  =  ^—-j — f^,    '^     e"^  sivT    ^  ßx 

'     a^-\-m^ß^J  ^ 

Je  nachdem  m  gerade  oder  ungerade  ist,  führen  diese  Formeln 
auf  eines  der  folgenden  drei  Integrale  zurück: 


/ 


««^  d*  =  -^  ««*  4-  c, 


12)   y",«-eo«/J*d*=£££f^£±te&f,«.^_c, 

von  denen  das  erste  unmittelbar  bekannt  ist,  das  zweite  und  dritte 
aber  aus  den  Formeln  10)  und  11)  selbst  für  wi  =  1  entspringen. 

Umgekehrt  kann  man  auch  von  den  Formeln  12)  imd  13)  aus- 
gehen, um  die  vorhin  mit  P  und  Q  bezeichneten  Integrale  in  etwas 
anderer  Gestalt  zu  entwickeln.  Man  wendet  dann  die  Formeln  11)) 
12),  18)  und  14)  in  §.  43  für  «  =  jSa?,  m  =  2n  oder  m  =  2«-f-^ 
an  xind  integrirt  die  einzelnen  Glieder :  so  ist  z.  B : 


% 


/■ 
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j  e'^oo^  ßxdx 
=  r2^y  e"*C(2«)oCo«2n^«-j-(2nXco«(2n-2)/}«+...+  J(2«)Ji. 

—  22n-l  «     I  ^^"^  «2_|_(2„)2|32 

"T-  «.^  "^  „.  _|_  (2  n— 2)»/J«  "!"••' 

und  ähnlich  in  allen  übrigen  Fällen. 

Aus  diesen  Betrachtangen  geht  hervor,  dass  sich  das  Integral 

««*  F^a)  da 

vollständig'  mittelst  der  Formeln  8)  bis  11)  entwickeln  lässt,  sobald 
F(x)  in  eine  Beihe  der  Form 

umgewandelt  werden  kann. 

8.  68. 
Cykloraetrischa  Differenziale. 

Enthält  das  gegebene  Differenzial  eine  cyklometrische  Funktion 
allein,  so  ist  es  leicht  auf  ein  goniometrisches  Differenzial  zurück* 
zuführen;  mittelst  der  Substitution 

1)  Aresina  =  <f,     «  =  sinz^     da  z=:  cosg  dz 
erhält  man  nämlich  ohne  Weiteres 

2)  /  fiÄrcsinx)  da  =i  I  f{z)  coaz  dz ; 

nidit  minder  ein&ch  ist  die  Ableitung  der  folgenden  Formeln : 

8)  /  fiÄrccosa)  da  :::= —  /  f{z)  sinz  dz  ^     z  =i  Arccoaa^ 

i)  /  /{ArcUm  a)  da  ^r=.       I  f(^e)sec^zdz  ,      z  =  Arctana^ 

6)  /  /  (^Arccot  a)  da  =  —  /  /(«)  csc^  zdz  ^     z  ^^^  Arccota^ 

So  hat  man  z.  B.  nach  der  Formel  2)  und  nach  Nro.  12)  des 
Vorigen  Paragraphen 

SehlOmiloh,  Analytli.  17 


Ard"^  Binx  dx  und    /  At(P^  cosx  dx 


1 
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mithin  rückwärts  für  sinz  =  x^  ootl  =  vi — x^  : 

f^aArcsinx^^  =  7f  7^  ""  ««^^^''»^  +  ConsU 

J  «^  -f-  1  ' 

Auf  gleiche  Weise  würden  sich  die  beiden  Integrale 

/  At(S'^  Binx  dx  und    /  - 

mittelst  der  Formeln  10)  und  11)  des  vorigen  Paragraphen  entwi- 
ckeln lassen. 

Leicht  integrabel  sind  auch  die  Differenziale  von  der  Form 
f(ßyi\j(ß)dx^  wenn  ^(.t?)  eine  cyklometrische  Funktion  und  f(jc)  so 
beschaffen  ist,  dass  das  Integral  yon  f(x)dx  eine  algebraische  Funk- 
tion bildet ;  in  der  That  genügt  unter  diesen  Voraussetzungen  die 
theilweise  Integration  des  gegebene^  Differenziales,  um  sogleich  auf 
das  Integral  eines  algebraischen  Ausdruckes  zu  kommen.  Man  hat 
nämlich  für  ^(x)  =  Arennxi 

I  Aresin  x  f(x)  dx 
=  Ärcsinx  I  /(x)  dx  —   /  d Aresin  x  I  f(jß)dx 


oder 


1)  /  f(x)Arcsinxdx  =  Are^inx  I  f(x)dx —  /  ry^ /  fix)dg; 

mit  gleicher  Leichtigkeit  sind  die  folgenden  Formeln  entwickelbar: 

2)  /  f(x)Arccosxdx  =  Arccosx  I  /(x^dx-j-  I     ,  I  f(x)dtf^ 

d\  I  f(x)Arct(mxdx  =  Arctanx  I  f(x)dx —  /      .     ^    /  f(x)dxj 

4)  /  f(x)Ar€€otx  dx  =  Arecotx  I  f(x)  dx-^-  l      .     ^    /  f(x)dx. 

So  ist  z.  B.  in  dem  speziellen  Falle  f(x)  =  1  nach  Nro.  1): 

5)  /  Aresin X  dx  =  Arcsinx  ,  x  —  /  ,  .  x 
'           J                                                 J  Vi— jga 

=  X  Aresin  X  -f-  V  1 — x^  -f-  Consta 


und  nach  Nro.  8): 


=  xAretanx  —  IKl-f"**)  +  OomL; 


I     A  * 

4-«^ 
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überhaupt  allgemeiner  für  /(x)  =  aP^^^ : 

r  «•— 1    ^      .        ,  ^  Arcsinx  1     C  x^  dx 

7)  \  x^    ^  Arcsinx  dx  = /  ^  .  , 

J  m  m  J  y  1  —  -1.2 

C  ^ 1     .  ,  x^  Arctanx  1     CsS"^  dx 

8)      y  «»-1  ^cta«*d*  =  — —j  j-p, 

wo  die  rechter  Hand  vorkommenden  Integrationen  bei  ganzem  posi- 
tiven m  jederzeit  ausführbar  sind. 

Ein  etwas  zusammengesetzteres  Beispiel  ist  folgendes.    Man  hat 
zunächst  nach  Nro.  3) 

/X  .  l>r ,       CYl X^ 

^,  Arctanx  dx  =  — Arctanx  .  V  1  —  «*+  /   —— ^ — -rdx^ 


femer 


rV  \—x^  ^^  _  ri-'X^        dx 


2      _     j        cfg? 
l+x^~     i  Vl-^2 


=  2  /  7-7 — -  ^  * —  Arcsinx. 


Schafft  man  das  Wurzelzeichen  in  dem  rechter  Hand  befindli- 
chen Integrale  weg  (§.  56)  und  integrirt  nachher,  so  findet  sich: 

1  dx  1        .    .         «V^T 


f. 


=  -r-r=  ÄMan 


i+4?2yi_^2  —  VT 

und  durch  Substitution  dieses  Werthes: 


/ 


VI 


2 


«VT^ 


Vi—«»  ' 

Lässt  sich. keine  der  erwähnten  Methoden  anwenden,  so  muss 
man  wie  immer  die  Integration  durch  unendliche  Reihen  zu  bewerk- 
stelligen suchen. 


Cap.  XIV. 
Die  ÄusmesBimg  der  Linien,  Flächen  und  ESrper. 


ebene 


Schon  in  £.  47  haben  wir  darauf  hingewiesen,  dasa  ein  Integral 
als  die  ebene  Fläche  angesehen  werden  kann ,  welche  unterhalb  von 
der  AbsciBaenachae ,  oberhalb  von  einer  beliebigen  Cnrve  einfacher 
Kriimimuig  und  xa  beiden  Seiten  von  ein  paar  beliebigen  Ordinaten 
dieser  Linie  begrenzt  wird;  wir  haben  dies  nun  etwas  näher  augm- 
führen. 


Kg.  28. 


In  Figur  28  sei  OM=x, 
die  Fläche  QMFB^Fix)  oder 
auch  kürzer  =  F,  die  Ordinate 
MF  =  y  ^  /(«) ,  so  ist  noch 
dem  Früheren 


mithin  u 
tion 


Q  gekehrt  durch  Integra- 


1)  F=    I  f(3:)dg:  +  GmsU  ::=  I  ydx  -\-  GttuL 

Die  Bedeutung  der  willkürlichen  Constante  besteht  darin,  dass 
es  für  die  letzte  Ordinate  y  gleichgültig  ist,  von  welcher  Anfangs- 
Ordinate  QR  ans  die  Fläche  gemessen  wird,  dass  mithin  so  lange 
eine  Unbestimmtheit  in  der  Aufgabe  liegt ,  als  jene  Aufangsordinate 
nicht  besonders  angegeben  ist.  Bechnen  wir  aber  die  Fläche  von 
der  Ordiuate  aus,  welche  einer  bekannten  Abscisse  x^  entspricht,  so 
muss  {&!  a  ^  x^  die  Fläche  F=:0  werden,  tind  hieraus  beBtimint 
sich  die  Constante  von  selbst,  wie  die  folgenden  Beispiele  zeigen 
werden. 
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a.  Die  Parabel.    Aus  der  bekannten  Gleichung  dieser Caire 
Fig.  29.  „  =  £l  _  _L  ^j 

11- 
ergiebt  äich  nach  Nro.  1)  sugleich 

-F  = ^  +  C'on^i. 

'i  *• 
Soll  die  Fläche  vom  Scheitel  der  Para- 
bel aus  gerechnet  werdoa,  iat  aleo  in  Fig.  29 
die  Fläche  OMF  =  F,  so  rnnss  f iir  «  =  0 
auch  f  ^  0  werden ;  dies  giebt  0  =  0  -f- 
Conat.,  also 

daraus  folgt  weiter  der  Archimedische  SatK,  dass  die  Fläche  OLP 
=  \xy  sein  mass,  wenn  £-f  ]|  OM  gezogen  wird. 

Eine  elegante  und  später  brauchbare  Er  weite  nuig  dea  Theoremes 

2)  ist  folgende.  Man  ziehe  noch  zwei  Ordinalen  M' P'  und  M"Pf, 
in  den  Abständen  MM'  =  M'M"  =  e,  so  ist  die  zwischen  der 
ersten  und  letzten  Ordinate  enthaltene  Fläche: 

MM"P"P  =  OM"P"  —  OMP 

_{ai-\--2ey f!  _  1    6j'+12j;e  +  8B' 

~        3?  33  ~'*  q  ' 

wofür  man  auch  achreibeu.kann : 

MM-'P"P=ls  \^  +  4  (l  +  i>-'  +  ^^i^l- 
»      L3       '  q  q         S 

Bezeichnen  wir  die  drei  Ordinalen  MP^  M'P',  M"P"  mit  y, 
jr',  y",  so  ist  die  vorige  Beziehung  einerlei  mit  der  folgenden : 
MM"F"P=lE  (y  +  iy'+j^O- 

Dnrch  einen  beliebigen  Punkt  Q  legen  wir  ein  neues  Coordi- 
natensyatem  parallel  dem  früheren  und  setzen  OS  =  b, 
NP  =  7i  =  y  +  i,  N'P'  =  7)'  =  y'  +  6,  N"P"  =  ij"  =  y"  +  J, 
so  ist 
Fläche  NN"F"  P  ^  Eechteck  NN" M" M  +  Fläche  MM" P"  P 

=  2£i+i«[^-i+4(,,'-i)+»j"— J], 
oder  bei  gehöriger  Bednktion 

3)  Fläche  NN"P"P  =  i£(^-f  4i,'+y')- 

Legt  man  also  durch  drei  Punkte  P,  P\  P",  deren  Ordinaten 
gleiche  Abstände  halten,  eine  Parabel,  deren  Achse  der  Ordinaten- 
achse  parallel  iat,    so    kann  man  die  Fläche  dieses  parabolischen 
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Streifens  aus  den  drei  Ordinaten  und  ihrer  gegenseitigen  Entfernung 
berechnen,  ohne  den  Scheitel  und  den  Parameter  der  Parabel  erst 
aufsuchen  zu  müssen. 

ß.    Die  Ellipse,  deren  Gleichung  wir  in  der  Form 

y  = y  «2  —  a?2 

a 

darstellen,  giebt 

,  F  =  —jVa^—x^  da  =  -[j  x  V^^^  -^la^Areän^-^Omt; 

wenn  die  Fläche  von  der  kleinen  Halbachse  aus  gcprechiict  wird)  so 
muss  F  mit  ce  gleichzeitig  verschwinden ,  also  Conri.  :=^  0  sein ;  es 

bleibt  dann 

sc 
4)  F=:  lay  ~\- \ab Aresin — • 

Für  ^  =  a,  ^  =  0  erhält  man  die  Fläche  des  elliptisch^i  Qua- 
dranten =  lab  .  l^t^  mithin  abn  als  ganze  Ellipsenfläche.  In  dem 
speziellen  Falle  b=za  geht  die  Ellipse  in  einen  Ejreis  über  und  man 
wird  dann  die  Formel  4)  leicht  auf  geometrischem  Wege  und  svar 
dadurch  prüfen  können,  dass  man  die  über  der  Abscisse  x  steiheiide 
Kreisfläche  in  ein  rechtwinkliges  Dreieck  mit  den  Katheten  a  und  y 
und  in  einen  Kreisausschnitt  zerlegt. 

y.  Die  Hyperbel.  Stellen  wir  die  Gleichung  dieser  Curve 
in  ihrer  gewöhnlichen  Form  dar,  nämlich 


=  —   V^a?8— a». 


^  a 


so  wif  d 


Fr==  —  fv «»— a«  da 
a  J 

=  —  ßa?Va?2_a«  —  la^  Ka+V  a^—a^)]  -f  Qmst. 

Das  Natürlichste  ist,  die  Fläche  vom  Scheitel  an  zu  rechnen, 
so  dass  jF  =  0  wird,  wenn  a  =  a\  dies  giebt 

0  =  —  [—  ia2  /  (a)]  -|-  ConsU 

Hieraus  bestimmt  sich  die  Constante  und  es  kann  nachher  ihr 
Werth  in  die  vorige  Gleichung  substituirt  werden;  dasselbe  eilaogt 
man  kürzer  durch  Subtraktion  der  beiden  Gleichungen,  nämlich 

oder  in  eleganterer  Form 

5)-  p  =  i^y  _  lab  l  (^-^ -\- f)- 


Cl^  XIV.    S-  Gl.    Diu  QuftdiatuT  ebener  Curven.  808 

A.  Die  CyCloide.  Nehmen  wir,  wie  in  $.  18  (auf  S.  66) 
den  Soheitel  der  Cy oloide  nun  Anfangspunkt  der  Coordinaten,  so  ist 
die  DiA^reoualgleichung  der  Cuire 

um  von  derselben  Gebrauch  za  maoben,  ersetzen  vir  die  Gleichung 
1)  dttrch  die  folgende 

F  -^  yx  —    j    X  dy, 
welche  durch  partielle  Integration  entsteht;  es  wird  duin 

F=ay  —  I  dxVtTx^xK  _.       ,■ 

Fig.  30.  Die    geometrisohtt   Bedeotmig 

des  rechter  Maud  beftndliclkn  Inte- 
grales iit  anmittelbar  einleachteud, 
wenn  man  sich  erinnert,  dass  in 
dem  Halbkreise  C  Q  Z>  (Figur  30) 
CO,,  also 


V77 


^ 


=  Flüche  CMQ,  +  Conat. 
sein  maas;  wir  haben  daher 
f  =  *y  —  Fläche  CMQ.  +  Gmat. 
Verstehen  wir  unter  F  die  Fläche  CMP,  so  wird  für  «  =  0 
gleichzeitig  F^  QnaA  CJUQ  =  0,  mithin  auch  ConsL  =  0,  also 

F=X3  —  Fläche  CMQ  oder  xy  —  F=  Fläche  CMQ; 
geometrisch  heisst   di^s,    dass  die  Flächen  CPS  und  CMQ    stets 
gleich  sind;  hierin  lt«gt  unmittelbar  die  Quadratur  der  Cycloide. ' 

Besondere  Aufmerksamkeit  verdient  der  Fall,  wenn  die  zu  qua- 
drirende  Curve  die  Abscissenachse  durchschneidet,  wenn  also  die 
gesuchte  Fläche  aus  zwei  Theilen  besteht,  vou  denen  der  eine  über, 
der  andere  unter  der  jener  Achse  liegt.  Für  ein  negatives  y,  etwa 
y  =  —  9)(«),  wird  nämlich  J*  negativ  =  — J(p{a:')dx,  was  auch 
geometrisch  leicht  zu  constatiren  ist  *);    geht  nun  y  au^^dem  Xega- 

•)  Ein  Rechteck  MM-P-P  (Fig.  31),  dessen  Basis 
MM'  positiv  und  dessen  Uühe  MP  negativ  ist,  hat 
znr  Flache  das  Produkt  —  MM' .  MP,  gilt  also  für 
negativ,  wie  dies  auch  durch  seine  entgegengeaetaUi 
Lage  angezeigt  wird.  Dieselbe  Bemerkung  nuise  sich 
auf  krummlinig  begrenzte  unterhalb  der  AbscisBen« 
aehse  liegende  Flächen  erstrecken,   weil   eine  Fläche 

RechteckEumme  angesehen  werden  darf  (§.  47). 


Fig.  31. 
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tiven  ins  Posidve  über,  so  wechselt  F  gleichzeitig  sein  Yoneichoi 
und  die  Formel  1)  giebt  in  diesem  Falle  die  algebraische  Summe 
der  beiden  über  und  nnter  der  Abscissenachse  lieg^iden  Fl&chen- 
theile.  Gewöhnlich  will  man  aber  die  arithmetische  Summe; 
diese  erlangt  man  leicht,  ind«n  man  jene  Flächentheile  einzeln  be- 
rechnet und  mit  gleichen)  Vorzeichen  zusammennimmt*  Wählt  man 
z.  S.  die  durch  den  Brennpunkt  0  (Fig.  32)  einer  Parabel  auf  de- 
Fig.  32.  re'i  Achse  senkrecht  gelegte  Gerade  zur  Abscis- 

aenacbae,  so  ist  die  Oleichnng  der  Parabel 

»  =  i(f -p).  . 

mithin 


''>       ^=S'(€-'')+' 


und  wenn  die  Fläche  F  von  der  Ordinatenachsa  abgsreohnet  irnd, 
iatCotuU^O.  üeber  der  AbscUse  00  =  j)Vs  steht  diemueh 
die  Fläche  .      :      ,.    . 

Dieses  Besultat  sagt,  dass  die  beiden  Flächen  OAB  und  ^OS 
gleich  gross  und  von  entgegengesetztem  Zeiohen  sein  iiil}Bien;'BHUi 
hat  in  der  That  für  die  erste  Fläche  wegen  O'Ä  =  ps 

Fläche  OÄS  =  —  lj>a  _  _  !  .  OB  .  OA, 
was  mit  dem  Archimedischen  Satze  Übereinstimmt.     Um  die  zweite 
Fläche  ÄCD  zu  finden,  reebnen  wir  in  Nro.  6)  die  Fläche  Fvom 
Punkte  A  ans ,  so  dass  F  iür  a  ■=:  p  verschwindet;  dies  giebt  eoi 
Constantenbesdmmung  0  ^  —  |p*  -(-  ConaU,  also 

^=i-{fp -")  +  ''<"■• 

für  X  ^ p  V3  erhalten  wir  hieraus 

Fläche  ACD  =rr  ipä, 
dem  Werthe  nach  mit  OAB  übereinstimmend,   dem  Zeichen  naiA 
entgegengesetzt.     Die  algebraische  Summe  der  Flächen  OAB  od 
ACD  ist  also  Null,  die  arithmetische  Summe  ^  lp\ 

Einer  ähnlichen  Vorsicht  bedarf  es  in  dem  Falla,  iro'd| 
sich  sprungweise  innerhalb  der  gesuchten  Fläche  ändert; 
besteht  die  Fläche  aus  zwei  gesonderten    Theilsn^  welch«'  ( 
berechnet  werden  müssen.     Wollte  man  z.  S.  die  über  AfSt  j 
«  =  2  a  stehende  Fläche  der  Carve 


(b  und  a  poaitiv) 
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ermitteln,  so  erhielte  man  ohne  jene  Rücksicht 

J  (a  — a)»        a-x 

und  weil  Tom  Anfange  der  Coordinaten  her  F=0  wird  für  x  = 

6"      . 
0  =  — .  +  CoMt, 

also 

a — «  a 

and  endlich  für  x  =  2a 

F= = 


Die  Unrichtigkeit  dieses  Resultates  erkennt  man  schon  darana, 
dasB  die  Cnrre  keine  negative  Fläche  haben  kann ,  weil  die  Ordi- 
nate g  Stets  pontiv  ist.  Mun  besteht  aber  die  über  der  Abscisse 
«  =  2  a  liegende  Fläche  aas  zwei  getrennten  aber  congmenten 
Theilen,  indem  y  für  x  ^  a  discontinnirlich  wird  und  zu  x^a-\-u 
und  zn  «  =  0 — u  immer  dieselben  Ordinaten  gehören;  die  gesuchte 
Fläche  ist  demnach  das  Doppelte  der  über  der  halben  Abscisse 
X  =  a  —  0  stehenden  Fläche  und  letztere 

—  o_(a_0)  a     —  +  *  a' 

also  überhaupt  unendlich  gross  und  positiv-,  daher  ist  auch  F=  ck. 


§.  65. 
Quadratur  in  Polarcoordinaten. 

Wenn  die  Gleichung  einer  Curve   in  Po larcoordii taten  ausge- 
drückt wird,  so  kommt  es  darauf  an,  die  Fläche  cineä  Sectors,  Wie 
Pig  33  z.  B.  AOP,  Fig.  3a,  zu  ermitteln;  nennen 

I  wir  sie  S  und  bezeichnen  wie  folgt; 
^XOF  =  u,  /_POP'  =  ^u, 

OP=r,  0/"  =  r  +  ^r, 

0  ist  ^S  =  der  Fläche  POP';  gehen  wir 
on  den  Differenzen  zu  den  Difienrenzialen 
I  über,  so  gilt  dS   (bis  auf  unendlich  kleine 
Grössen  höherer  Ordnungen)  einem  Dreiecke 
POP'  gleich  nnd  ist  daher  dS  =  \r(r-^dr)tin(du),  femer,  weil 
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sin  (du)  mit  derselben  Genauigkeit  =  du  ist^  dS  =  ^r  (r-\-dr)du 
und  mit  Weglassung  der  unendlich  kleinen  Grosse  zweiter  Ordnung 
dr  du: 

1)  dS  =  lr^du,     S  =  lJr^dU'-\-C(m8t. 

Die  Constante  bestimmt  sich  dadurch,  dass  man  festsetzt,  von 
welchem  Radiusvector  aus  der  Sector/S  gerechnet  werden  soll;  nen- 
nen wir  Uq  den  Winkel  AOX^  welchen  dieser  Anfangsradius  mit 
OX  bildet,  so  wird  Ä  =  0  für  m  =  «o- 

Als  Beispiel  nehmen  wir  die  Quadratur  eines  Ellipsensectors, 
indem  wir  den  einen  Brennpunkt  der  Ellipse  als  Anfangspunkt  der 
Polarcoordinaten  und  die  Gerade  von  diesem  Punkte  naoh  dfül 
nächstliegenden  Endpunkte  der  grossen  Achse  als  Aniangslage  das 
Radiusvector  ansehen;  die  Gleichung  der  Ellipse  ist  dann 


^  « 


^  '  1  +  BC08U^  Mj 

wobei  p  <ieu  Halbparameter  (die  Ordinate  im  Brennpunkte)  aildl<'t 
die  numerbche  Excentricität  <:^  1  bezeichnet  Für  den  Seotor  hit 
man 

Den  Werth  des  Integrales  kann  man  entweder  dadurch  finden, 
dass  man  die  Gleichung 

r     du  2      ,  ^    /  /5=r     ,  \ 

/  — r-i =  ,/  Arctan  (  V/  — r—  tanlu) 

J  a-f-  b  cosu        y  (jfi — 11  \  V    a-\-h  *   / 

in  Beziehung  auf  a  differenzirt  und  nachher  a  =  1,  h  -==,  b  setzt, 
oder  auf  die  Weise,  dass  man  die  Differenzialformel  algebraisch  und 
rational  macht     Hierzu  dient  die  Substitution 

1— a?2  2Är 

cosu  =  r— ; — 1,      sinu 


,  i^xda  _  'Idx 

sinu  du  =.  TZ — i — — -  ,     du  =i 


(l+a?2)2'  —    l-|-a?2' 

mittelst  deren  man  erhält 

r     du  r     (i+/g»)d»    - 

J  (l  +  ccoÄu)«  J  [(l-|-£)-|-(l --«)*}[]» 

—  1—sJ     [(!  +  «)+(! -«)x«? 

2_   r         dx iL.  r         ■<'* 

~  1— £  J  (i-Uf)-|-ri_£)x2       1— fj  i 


die  Integration  hat  nun  keine  Schwierigkeiten;  führt  man  sie  aiu 


i 
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und  setzt  nachher  für  x  aemen  Werth ,  n&inlich  tun  |u,  so  ergiebt 
sich 

y  1 ;f*"  \V  i-|-£      *  /       i—f»  i-\~ecosu 

als  Werth  des  in  Nro.  3)  Torkomineiiden  Integrales  und  mithin  wird 

y  1— £»  \V   l+e        '  /        2(1— e»)l+fcoaw' 

wo  keine  Constante  hinzuzufügen  ist,  we&n  der  Sector  ,iS  tqd  der 
Hg.  34  grossen  Achse  ait  gerechnet  wird,  also  mit  u 

nchzvhig  verschwinden  mau.     Man  kann 
r  übi;^en  Ponnel  «ine  sehr  degante  GeBtalt 
Jve.rleihcn,  ireoa  manjrdnrchdie  gTossejSslb- 
l;iclisa  a  aitsdrfiekt  und  einen  ntiaen  Winkel 
\ij  einführt,  wddier  dadn^eh  entsteht,  dassdie 
lOrdinate  Jl/P  {Flg.  84)  verlSogcrt  wird,  bis 
i!  den  mita  beschriebenen  Kreis  in  Q  schnei- 
et und  Q  mit  dem  Mittelpunkte  0  der  £1- 
Upse  Terbnnden  wird.    Fiir  AOQ^  u>  ist  nämlich 

a  costo  —  ae  ^  r  coau, 
oder  wegen  a  =  p  :  il  —  £*)  und  vermöge  des  Werthos  von  r 


1  —  e'  l-\-scosu 

Aus  dieser  Beziehung  zwischen  w  und  u  leitet  man  o] 
noch  folgende  Gleichungen  ab ; 

eosw  —  £  V  1 — E*«fitt 


=  \/S'»l«'. 


-■--1+., 

mittelst  deren  die  Formel  S  In  die  folgende  übergeht: 

5  =  |o3  Vi— c^  (w  —  e  linto), 
oder  endlich,  weil  a  V  l^f^  die  kleine  Halbachse  b  der  Ellipse  be- 
deutet: 

5)  S  =  |at  (w~6«nw), 

von  welcher  Formel  in  der  Theorie  der  Planetenbewegung  eine  An- 
vendnng  vorkommt. 

Aendert  sich  der  Radiusvector  der  krummen  Linie  sprungweise 
innerhalb  des  zu  quadrirenden  Sectors,  so  besteht  letzterer  aus  zwei 
getrennten  Sectoren,  deren  Flächen  einzeln  zu- berechnen  sind. 
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§.  66. 
Näberungsweise  Quadratnr«n. 

Unter  Voraussetzung  rechtwinkliger  Coordinaten  sei  in  Fig.  35  ~ 

AB  die 'Bnsis  einer  Fläche,   OJtf  =  «,  3ff  =  y  =/(*);  tholen 

wir  AB  ia  eine  beliebige  Anzahl, 

etwa  m,  gleicher  Theile  nod  sie- 

heu  durch  jeden  Theilpunkt  eine 

Ordinate,  «o  Rrfälli  die  FSUäw 

ABDC  in  ffl Streifen,' wekh«  nik- 

hernngäweise  als  Baohte^lU'S^* 

ten  können,  sobald  m  WM  .gTMW 

Zahl  ht.  Beseiebnen  wir  die  0^ 

dinateo  der  Reihe  nach. mit  ygifi, 

y^,  .  .  .  ^^,  den  mten  ^eQ  Ton 

AB  mit  5  tind  die  Fläche  ABB  C  mit  F,  so  erhalten  wir  die  nKke- 

rungsweise  richtige  Gleichung: 

1)  i'=ä(j.+J,+s.+-.--+S„-i)-       ■ 

Eine  etwas  grössere  Genauigkeit  erreicht  man  dadurch ,.  da« 
man  die  einzelnen  Streifen  als  Trapeze  berechnet,  was  darauf  hin- 
auskommt, die  m  einzelnen  Stücke  des  Bogens  CPD  ala  gerade  lA- 
nien,  mitbin  den  Bogen  selbst  als  gebrochene  Linie  anzusehen;  die> 
giebt 

F^s  y^  +  y'  +  d  y+y'  + 4-Ö  ?2=i±ü^, 

oder  durch  Vereinigung  der  gleichartigen  Grössen 

2)  i?=ä(.j, +  j, +j, +  ...+j,„_, -l-ij^. 

Bedeutender  wird  die  Annäherung,  wenn  man  sich  die  einzel- 
nen Stücke  des  Bogens  CPD  ah  kromme  Linien  und  zwar  am  ein- 
fachsten als  parabolische  Bögen  denkt.  Dass  eine  solche  Voraos- 
setzung  keine  Unmöglichkeit  in  sich  schtiesst,  sieht  man  auf  folgende 
Weise.  Wenn  Oberhaupt  drei  Punkte  £gj,  |'ij.',  £"i]"  gegeben  sind 
und  die  Gleichung 

(..-«)■ 

die  Gleichung  einer  beliebigen  Parabel  bezeichnet,  deren  Achse  der 
Ordinatenachse  parallel  ist,  so  wurde  diese  Parabel  durcli  jene  drei 
Punkte  gehen,  wenn  die  Gleichungen 
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n-ß=.  ___,  r(-ß  =  — — ,  n"-ß  =  —j— 

zusammen  stattfänden;  die  Auflösung  dieser  Gleichungen  in  Bezie- 
hung auf  a,  ß  und  q  liefert  aber  reelle  Werthe  für  dieselben  und 
daher  ist  es  jederzeit  möglich,  durch  jene  drei  Punkte  eine  Parabel 
der  genannten  Art  zu  legen.  Wenden  wir  dies  auf  unseren  Fall  an, 
indem  wir  uns  durch  je  drei  Theilpunkte  des  Bogens  CPD  eine 
Parabel  gelegt  denken,  wobei  m  eine  gerade  Zahl  =  2  n  sein  muss, 
so  können  wir  die  Fläche  jedes  parabolischen  Streifens  nach  Formel 
4)  in  §.  64  ermitteln  und  erhalten 

F=  |ö  (yo  +  4yi 4-2^2)  +  iÄ(y2  +  4y8+y4)  + 

oder  durch  Vereinigung  der  gleichartigen  Grössen 

+  4  (yi  +  ys  +  ys  +  .  .  .  .  +  y2fi-"l) 

+  2  (y2  +  ^4  +  ye  + +  y2n-2)  }  ' 

welche  Formel  unter  dem  Namen  der  Simpson' sehen  Be^el  be- 
kannt ist  und  schon  bei  massig  grossen  n  sehr  genaue  Besultate 
liefert. 

Diese  näherungsweisen  Quadraturen  enthalten  zugleich  die  nä- 
hemngsweise  Berechnung  beliebiger  bestimmter  Integrale ;  denn  die 
Fläche  ÄBDC  iBt  nach  §.  47  dem  bestimmten  Integrale 


/ 


h 
fOO  dx 


gleich,  wenn  man  0^=0,  OB=^b  setzt ;  man  kann  daher  die  Formeln 

1),  2)  und  3)  unmittelbar  anwenden  und  zwar  ist  dabei  d  = 

m 

^uid  yot  Ui^  Vi^  •  •  •  ®^^  ^®  Werthe  von  /(o?),  welche  den  Werthen 
d?  ==  a,  a  -f-  d,  a  -f-  2  d,  .  .  .  entsprechen,  nämlich  y©  =  /C«)^ 
yi  =/(a+d),y2=/(«4-2ö)u.s,  w.  *). 

§.  67. 
Die  Bekt.ifikation  der  Curven. 

I.  Für  eine  ebene  Corve,  auf  rechtwinklige  Coordinaten  a  undy 
bezogen,  gilt  nach  §.  17,  Nro.  4)  die  Belation 

d8  =  Ydx^  +  dya  =  da  |/  1  +  (^)\ 


*)  Man  vergleiche  hiermit  §.  78,  I. 
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in  welcher  da  das  Bogendifferenzial  bedeutet ;  für  den  ganzen  Bogen 
8  ergiebt  sich  hieraus  die  Bektifikationsformel : 


Die  willkürliche  Constante,  welche  dem  Integrale  beigefügt  werden 
kann,  findet  ihre  Bestimmung  dadurch,  dass  man  festsetzt,  von  wel- 
chem Anfangspunkte  aus  der  Bogen  gerechnet  werden  soll;  heissl 
Xq  die  Abscisse  dieses  Punktes,  so  muss  8  =  0  werden  für  a  =:  Oq. 
Will  man  sich  polarer  statt  rechtwinkliger  Goordinaten  bedienen, 
so  ist  nach  §.19  Nro.  8): 

d8  =  Vr«du3-|-dr3  =  du  y/r«  +  (^^ 
und  mithin  durch  Integration: 

WO  sich  die  Integralconstante  durch  die  Polarcoordinaten  des  Bo- 
genanfanges  bestimmt. 

a.    Für  die  Parabel,  deren  Gleichung  wir  in  der  Form 

«2 

^  ~  2p 
darstellen,  ergiebt  sich  nach  Nro.  1): 


Wenn  der  Bogen  im  Scheitel  anfangen  soll,  so  muss  8=0  werden 
für  a  =  0;  man  hat  demnach 

mithin  durch  Elimination  der  Constante: 


^  _ ,  iVSZ+i^,  (idiVSZ). 


3) 

'  P  -     \  p 

Nicht  ohne  Interesse  ist  es,  diese  Rektifikation  der  Parabel  mit  der 
Quadratur  der  Hyperbel  zu  vergleichen.  Construirt  man  nämlich  eine 
gleichseitige  Hyperbel  mit  der  Halbachse  p  und  nimmt  die  Nehen- 
achse  derselben  zur  Abscissenachse ,  so  ist  die  Gleichung  der  Curve 

yi  —  a^  =  p^  oder  y  =  V  p^-^x^; 
mithin  die  Fläche  derselben 
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F=   jdxVp^-]-x\ 

wobei  für  ^=0  auch  Fr=0  werden  muss,  wenn  die  Fläche  von  der 
Ordinatenachse   ab  gerechnet  wird;    mit  dem  Vorigen  verglichen, 

giebt  dies 

F 
8  =  —  oder  F=:  pa 

P 
als  Relation  zwischen  dem  Parabelbogen  über  a  und  der  über  dem- 
selben a  stehenden  hyperbolischen  Fläche.  —  Man  wird  übrigens 
leicht  bemerken,  dass  sich  jede  Rektifikation  einer  ebenen  Curve 
durch  ähnliche  Bemerkungen  auf  die  Quadratur  einer  anderen  Curve 
zurückführen  lässt  und  zwar  ohne  vorherige  Ausfuhrung  der  Inte- 
gration. 

ß.    Die  Ellipse.    Aus  der  G-leichung 

a 
erhält  man  ohne  Mühe  die  folgende : 


8 


-  fw^^ 


worin  s  die  numerische  Excejitricität  ycfi  —  b^:  a  bezeichnet.  Da 
die  postnlirte  Integration  in  geschlossener  Form  nicht  möglich  ist, 
so  stellen  wir  8  in  Form  einer  unendlichen  Reihe  dar.  Zunächst 
bringen  wir  den  in  §.  65  benutzten  Winkel  MOQ  =  w  wieder  in 
Rechnung,  d.  h.  wir  substituiren 

X  =  aco8w,    dx  =.  —  asinwdw^ 
woraus  sich  ergiebt: 

«= — a  j  dwV  1 — B^coa^Wj 
und  weil  seoaw  ein  echter  Bruch  ist: 

8: 


—  al  dw\l  —  Is^coa^w — -r—re^coa^w — 


Die  Integration  der  einzelnen  Theile  ist  hier  sehr  leicht;  denn  man 
hftt  nach  §.  48,  Formel  11) 

/  co^^wdw 
=^2^^/ 1  s  (2«)„ + (2n)„_i  CO«  2  w + (2n)„_2  eof  4w  + ...  \dv> 

mithin  ist 
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—  =  Cofw«.  — u;+|«2.|(i.2i«;-(-|.2o«n2«;) 

+ 

Die  Vereinigung  der  gleichartigen  Grössen  giebt  ein  Resultat  von 
der  Form 

wobei  zur  Abkürzung  gesetzt  wurde: 

,^.='-KMi4)'"-<l^)'"-- 

[^-T^^'-^ 

Um  dieConstante  zu  bestinmien,  rechnen  wir  den  Bogen  8  vomEud' 
punkte  der  kleinen  Halbachse  aus ;  es  ist  dann  8  =  0  für  d?  =  0, 
d.  h.  für  w  =  |ä,  mithin 

0  =  Const  —  -^0— , 

folglich  durch  Elimination  der  Constante: 

6)  8=a[AQQit — w)-J--4a«n2w-|--44«h4w-f~'-*0* 
Für  w  =  0  folgt  die  Länge  des  elliptischen  Quadranten  =  a  Jo}' 
oder: 

7)  Q  =  la.\  1  -  W^  ..-|(M)V_x(4^)%e_....j. 

y.    Für  die  H  y  p  e  r  b  e  1  ist  die  Rechnung  sehr  ähnlich ;  ans  der 
Gleichung 

a 

erhält   man  nämlich,    wenn   e   die  Excentricität  Va*^^^  :  a  be- 
zeichnet: 

J         V     J.2  — a2 


oder  f  ür  «  = 


C08U 


/du  _  / . /     du      /         cog^u 
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Wegen  €  >  1  ist  der  Quotient  ein-  echter   Bnicli    und    man 

c 

kann  daher  eine  Beihenverwandlung  vornehmen;  sie  giebt 

cos^u 


8 


/du    {         ^       cos^u      1 


4       s* 

und  durch  Integration  der  einzelnen  Glieder  gelangt  man  zu  einem 
Resultate  von  der  Form: 

— =  Conat-A-stanu  —  BqU — B*»  sin  2u  —  Ä  sin iu  — ,  . 

a  ' 

worin  zur  Abkürzung  gesetzt  wurde: 

>  =  l[s+i(lB+i(lfl)*i= +••■••] 

8)  L=ii+ii+ 

^     *  32     £3  ~    64    £6      I       • 

-L-L+ 

512    6ß  ~ 

Rechnen  wir  deji  Bogen  8  vom  Scheitel  der  Hyperbel  aus,  so 
wird  8  =  0  für  ä  =  a,  d.  h.  für  u  =  0;  es  ist  also  GonsL  =  0 
und 
9)      8  =  a  [^Btanü — BqU  —  B28in2u — B^sin^u — ]. 

Die  Verlängerung  der  zum  Endpunkte  des  Bogens  gehörenden  Or- 
dinate schneidet  von  der  Asymptote  ein  Stück  ab,  dessen  G-rösse  z 
heissen  möge,  und  es  ist 

*  —  ■ X  =  sa • 


a  cos  u 

die  Differenz  zwischen  diesem  Stücke  und  dem  darunter  liegenden 
Bogen  ergiebt  sich  mittelst  der  obigen  Werthe  von  z  und  «,  nämlich 

z — 8=ae \-'aBQU'4-aBosin2u-4- 

cosu       ' 

Lässt  man  x  imendlich  werden,  wobei  cosu  =  0  mithin  u  =z  \3t 

wird,  so  wachsen  zwar  z  und  s  ins  Unendliche,  ihre  Differenz  aber 

nähert  sich  einer  endlichen  Grenze ;  denn  man  erhält  Lim  (ja  —  s) 

..(.-, )=jfji+i(i)'i+.(i^)'i 

"       d.    Die  Cycloide.    Der  Scheitel  der  Curve  sei  der  Anfangs- 
punkt rechtwinkliger  Coordinaten  (wie  in  §.  17);  es  ist  dann: 

10)      s  =  fda,\/l+^^==:Virf:^=2VJ^. 

SchlOmilch,  Analysis.  1^ 
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Bechnen  wir  den  Bogen  gleichfalla  vom  Scheitel  ans,  so  ist  keine 
Constante  M&zuKuf (igen ,  weil  a  mit  x  gleichzeitig  verschwinden 
mnss.  Für  x  ^i:  2r  folgt,  dass  die  obere  Hälfte  der  Cycloide  dem 
vierfachen  Halbmesser  des  erzeugenden  Kreises,  also  die  ganze  Cy- 
cloide  dem  Achtfachen  dieses  Radius  an  Länge  gleichkommt. 

II.    Für  Curven  doppelter  Krümmung  ist  nach  ?4ro.  5)  in  §.  20 

mithin  dorch  Integration : 

wobei  die  unter  dem  Wurzelzeichen  stehenden  Differenzialqnotienten 
den  beiden  Gleichungen  der  Curve  zu  entnehmen  sind.  Die  Be- 
atümimmg  äer  Integrationscoastaate  geschieht  wie  fnlher  dadurch, 
das»  man  eine  Äbscbse  Xq  festsetzt,  für  welche  der  Bogen  in  Null 
über^ht,  d.  h.  sich  auf  seinen  Anfangspunkt  reduzirt. 

Beispielsweise  betrachten  wir  die  Linie, 
Flg.  SC.  welche    den  Durchschnitt  eines  vertikal  ste- 

henden parabolbchen  und  eines  horizontalen 
cycloidischen  Cylinders  bildet,  Fig.  36;  e« 
sei  nämlich 


wobei  a  die    Entfernung   des   Brennpunktes 
der  Parabel  vom  Scheitel  bezeichnet,  so  wird 


oder:  

12)  »  ~  2  V(a+2r)^=  2  \^2(Ja+r)*, 

wobei  keine  Constante  hinzuzufügen  ist,  wenn  der  Bogen  im  gemein- 
schaftlichen Scheitel  C  der  Parabel  CPÄ  und  der  Cycloide  CP'B 
anfangen  soll.  Die  geometrische  Bedeutung  des  gefundenen  Werthei 
von  *  wird  man  durch  Vergleichung  mit  der  Formel  10)  leicht  er- 
kennen. 
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§.  68. 
Die  Cubatur  begrenzter  Volumina. 

Bereits  in  §.  2  haben  wir  gesehen,  dass  der  Differenzialquo- 
tient  eines  Volumens,  genommen  in  Beziehung  auf  eine  Coordinate 
a?,  der  letzte  Querschnitt  desselben  ist ;  bezeichnen  wir  also  ein  Vo- 
lumen mit  F,  den  durch  den  Endpunkt  von  x  senkrecht  auf  die 
Achse  der  x  gelegten  letzten  Querschnitt  desselben  mit  Q,  so  gelten 
die  Gleichungen: 

1)  dV  =  'Cidx,        V=    Ccida-^  ConsU, 

die  Constante  bestimmt  sich  dadurch,  dass  man  festsetzt,  von  wel- 
cher auf  der  x  Achse  senkrechten  Ebene  aus  das  Volumen  gerech- 
net, für  welchen  Werth  von  x  also  Fin  Null  übergehen  soll.  Als 
Beispiel  mag  die  Cubatur  der  Flächen  zweiten  Grades  dienen. 

.a.  Das  Ellipsoid.  Die  Gleichung  dieser  Fläche  ist  be- 
kanntlich 

(7y+(i)'+(7)=-. 

der  Querschnitt  am  Ende  von  x  senkrecht  zur  x  Achse  gelegt,  bil- 

h  -1/ 

det   bekanntlich  eine  Ellipse,    deren  Halbachsen —  1/ a^  —  x^    und 


a 
c 

a 


Q  =  Ä  —  (a2  —  x^). 


— Vo^— ^  sind,  deren  Fläche  mithin  ist: 

hc 

a 
Nach  Nro.  1)  wird  nun: 

2)  F=  n  ^(a^^  — ia?8), 

wo  keine  Constante  hinzuzuftigen  ist,  wenn  das  Volumen  von  der 
yz  Ebene  an  gerechnet  wird,  d.  h.  für  a?  =  0  verschwinden  muss. 
Die  Formel  2)  giebt  das  Volumen  einer  Zone,  welche,  vom  Mittel- 
punkte des  EUipsoides  aus  auf  der  x  Achse  gerechnet,  die  Dicke  x 
besitzt.  Für  x  =  a  geht  dieselbe  in  das  halbe  Ellipsoid  über 
=  ^fC  ab  c;  das  Volumen  des  ganzen  EUipsoides  ist  demnach 
=  ^JCabc.  Ist  c  =  t  <;  a,  so  erhält  man  ^st ab^  für  den  Inhalt 
des  gestreckten  Rotationsellipsoides,  c  =^  a  "^  b  giebt  ^Tta'^b  als 
Inhalt  des  abgeplatteten  Rotationsellipsoides,  für  c  =  b  =  a  end* 
lieh  ergiebt  sich  das  Volumen  einer  mit  dem  Halbmesser  a  beschrie- 
loenen  Kugel. 
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ß.    Das  einfache  Hyperboloid,  dessen  Gleichung 

-(7)'^a)+(7)-=' 

sein  «möge.  Iiat  zum  Qaerscfanitt  eine  mit  den  Halbachsen  — Va*-f-'* 

a 

und  — Va^+''  beschriebene  ElUipse,  daher  ist: 

3)       r=y«^(a»  +  *»)d*=«^(a»«-|-|«»), 

WO  keine  Constante  beigefügt  werden  darf,  wenn  wir  das  Volumen 
von  der  yx  Ebene  ans  rechnen.  Für  x  =  a  ergiebt  sich  das  be- 
merkenswerthe  Resultat ,  dass  die  Zone  Ton  der  Dicke  a  mit  einem 
aus  den  Halbachsen  a^b^  c  beschriebenen  Ellipsoide  gleichen  Inhalt 
besitzt. 

Y'    Das  getheilte  Hyperboloid,  dessen  Gleichung  in  der 
Form 


(^y-{ff-&= 


dargestellt  "««erden  kann,  hat  zum  Querschnitt  eine  aus  den  Halb- 
achsen — y  jr« — a'  und   — V x* — o*  beschriebene  Ellipse,    welche 
a  a  '^ 


fOi  X  <^  a  imaginär  ist;  daher  wird 

V—    l7C—(x^  —  a^)dx=7e—ax^—a^x)+C(m8t.; 

rechnen  wir  das  Volumen  Fvom  Scheitel  der  Fläche  aus,  so  wird 
V=  0  für  d?  =  a,  mithin  0  =  —  labe  -|-  ConsL  und: 

4)  ^=  «  ^  (|*»-a»*+|a»). 

Die  Formel  giebt  jetzt  das  Volumen  einer  Kappe  von  der  Hohe 
X  —  a;  fvLT  X  =  2a  erhält  man  das  bemerkenswerthe  Resultat,  dass 
die  Kappe  von  der  Höhe  a  gleichen  Inhalt  mit  einem  ans  den  Halb- 
achsen a^  b^  c  construirten  Ellipsoide  besitzt. 

d.    Das  elliptische  Paraboloid  hat  zur  Gleichung 


r2 


p       q  

und  der  Querschnitt  ist  eine   Ellipse   aus   den  Halbachsen  V^2p« 
und    V2qx^  mithin: 

5)  F=    /  2nY^  X  dx  =  äV^««, 

und  zwar  bedarf  es  keiner  Constante,  wenn  man  das  Volumen  vom 
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Scheitel  aus  rechnet,  Falso  den  Inhalt  einer  Kappe  von  der  Höhe 
X  bedeuten  soll. 

€.     Das    hyperbolische     Paraboloid     mag    durch    die 
Gleichung 

V  5 

charakterisirt  werden;  der  in  der  Entfernung  ^  senkrecht  zur  ^  Achse 
gelegte  Querschnitt  ist  eine  Parabel,  von  welcher  die  xxj  Ebene  ein 
begrenztes  Stück  abschneidet;  betrachten  wir  nur  das  über  der  X}i 
Ebene  liegende  Volumen,  so  ist  Q  jenes  Stück  und 

mithin : 


'^  ^=i;W-/^''^^  = 


«s 


und  es  bedarf  hier  keiner  Constante,  wenn  V  mit  x  gleichzeitig  Ver- 
schwinden, V  also  den  Inhalt  des  Baumes  bedeuten  soll,  welcher 
nalsh  unten  von  der  x\j  Ebene,  seitwärts  von  dem  genannten  Quer- 
schnitte und  oberhalb  durch  die  sattelförmige  Fläche  begrenzt  wird. 
Stellt  man  Fin  der  Form 


2p      V   2> 

dar,  so  wird  man  die  geometrische  Bedeutung  des  Ausdruckes  leicht 
erkennen. 

Sehr  einfach  gestaltet  sich  die  Formel  1)  in  dem  Falle,  wo  die 
Begrenzungsfläche  des  Volumens  durch  Umdrehung  einer  ebenen 
Curve  um  die  x  Achse  entstanden  ist;  der  Querschnitt  Q  bildet  hier 
einen  Kreis,  der  die  Ordinate  der  Curve  zum  Kadius  hat,  und  wenn 
-wir  diese  zur  Abscisse  x  gehörige  Ordinate  wie  gewöhnlich  mit  2^ 
bezeichnen,  so  wird  aus  der  Formel  1)  die  folgende: 

deren  Anwendung  leicht  genug  ist. 

Im  Allgemeinen  verlangt  die  Cubatur  eines  begrenzten  Bau- 
mes jederzeit  zwei  Integrationen;  die  eine  dient,  um  vorerst  den 
Querschnitt  Q  zu  ermitteln,  die  zweite  leitet  hieraus  das  Vo- 
lumen V  her ;  diese  Bemerkung  Hesse  sich  auch  in  die  Zeichen- 
sprache der  Analysis  übertragen,  indem  man  F  unter  der  Form  ei- 
nes Doppelintegrales  darstellte,  doch  versparen  wir  das  Nähere  hier- 
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über  biä  dahin,   wo  von  dun  niehriBcheu  bestimmtea  Integralen  nnd 

ihrer  geometrischen  Bedeutung  die  Rede  sein  wird. 


Die  Coniplanation    der  Fläche 


Wenn  nicht  besondere  Umstände  die  Aufgabe  vereinfachen,  so 
erfordert  die  Inhaltsbestimmung  einer  gekrümmten  Fläche  im  All- 
gemeinen eine  doppelte  Integration,  zu  deren  AnsiUhmng  oftmals 
besondere  Kunstgriffe  nöthig  sind;  wir  beschäftigen  uns  daher  vor- 
läulig  nur  mit  der  Cumplanation  solcher  Flächen,  bei  welchen  mit 
einer  einfachen  Integralion  auszukommen  ist. 

I.  Die  Cylinderlliichen.  In  Fig.  87  sei  OJtf  =  «,  JfP 
^  y,  JfQ  ^  PR  ^  2 ,  femer  z  =  iPC*)    die  Gleichung  der  Leit- 


Fig.  37. 


linio  HQJ  eines  horizontal  parallel 
zur  Achse  der  y  liegenden  Cylin- 
dera  und  y  ^  ip  (x)  die  Gleichung 
der    Leitlinie    CPB    eines    vertikal 
stehenden    Cylinders ;   beide    Cylin- 
derflächen    durchschneiden    sich    in. 
der  doppelt  gekrümmten  Linie  KB  L^ 
und  es    entsteht  zugleich    auf  dena 
horizontalen  Cylindcr  eine  begrenz- 
te Fläche  HKSQ,  deren  Grösse  y 
ermittelt  werden  soll.     Lassen  wir 
le  um  dx  wachsen,  so  nimmt  /  uir« 
^in  Rechteck  angesehen  werden  kann-« 
y  die  eine  Seite  und  QQ',  das  Bi>— 
gendilTcrenzial  der  Linie  HJ,  die  andere  Seite  ausmacht;  der  hier- 
bei begangene  Fehler  (nämlich  die  dreieckige  Fläche,  welche  vor» 
einer  Linie  durch  R  parallel  zu  Q  Q'  abgeschnitten  würde),  bestel«-*^ 
nur  aus  Gri'issen  zweiter  und  höherer    Ordnung  und  fallt  deshall* 


einen  Streifen  df  zu,   dur  als 
von  welchem   QR  =  XP  = 


weg;  s 


xHQ  = 


'^■+(1)' 


/=/,.y.+(iy. 


1) 


Als  Anwendung  hiervon  geben  wir  die  Berechnung  der  cylindrischcr« 
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Gew&lbflScheo,  tiir  welche  die  Linie  HQ,J  die  sogenannte  Wölbungs- 
cnrve  ist. 

a.  KreisrSrmiges  Klostergewölbe.  Es  sei  in  Fig.38 
die  Wülbungslinie  /f  Q  A  ein  Stück  eines  Kreises,  der  Halbmesser  des- 
selben  =r,  ferner  die  halbe  Spannweite  0  A=:  a,  der  Pfeil  OH^^h, 
AB  =  &,  femer  in  Fig.  39  0E  =  g,  0> E  ^  k,  so  i^it  die  Glei- 
chung der  Wölbnngäcurve 

Fig.  88.  .         Fig.  36. 


V'+©'  =  ^ 


<ler  Bogen  a  wäre,  wenn  wir  ihn  des  Folgenden  wegen  anmerken: 


=  /v 


'  V r'i—ix-\-ky' 
£ie  Hbrizontalprojektion  des  Gewülbgrathes  BRH  bildet  eine  Ge- 
rade, deren  Gleichung  y  ^  —  »    ist,    und    man  hat    daher    nach 
Ifro.  1): 

ir     r  xdx 

'-  a  J  Vr'-C'+t)' 

'  J  Vr'  — («+i)'  o  J  Vr'— (x+i!)> 

=    —  ^  Vr'-(i+4)'  —  -  ,  +  C6«rf. 
*"*i»  *  ^  0  wird  /  ^  0  und  «  =;  0,  mithin 

0  = V^r*  — ^^4-  ftmal., 

"^^  dnrch  Wegacliafiung  der  Constante : 
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Da  es  weniger  auf  die  Fläche  HQR=zf^  als  vielmehr  auf  die  ganze 
Fläche  ABH  ankommt,  so  setzen  wir  o?  =  a,  wobei  ABH^=  F 
mid  der  Bogen  AH  =i  S  sein  möge;  wir  erhalten  so: 

F=  ^  [vT^IIfc?  —yr-»- (a+fc)«]  —  "  S. 

Aus  Fig.  39  erkennt  man  leicht  die  geometrische  Bedeutung  der 
eingeklammerten  Differenz;  sie  ist  ^  -f-  ^  —  g^  und  so  hat  man  die 
elegante  Formel: 

2)  F=— Ur  — JbA 

wo  a,  h^  h^  ib,  r  unmittelbar  bekannt  sind  und  der  Bogen  S  leicht 
genug  berechnet  werden  kann.  Für  Stichbögen  wird  k  =  0  und  die 
Formel  dadurch  einfacher,  bei  gothischen  Bögen  ist  ^  =  0,  doch 
giebt  dies  kßine  Abkürzung ,  weil  g  in  der  Gleichung  2)  nic^  yoi^ 
kommt. 

ß*  Elliptisches  Klostcrgewölbe.  Ist  die  Wölbungs- 
linie  HQA  ein  Ellipsenquadrant,  dessen  Halbachsen  a=.  OA  und 
h  =  OH  heissen  mögen,  so  ist 

a 

und  im  Uebrigen  wie  vorhin  y  =  —  x.     Hinsichtlieh  des  da  sind 

a 

zwei  Fälle  zu  unterscheiden,  ob  nämlich  a '^  h  oder  a  «^  &,  dtf 
Gewölbe  also  ein  gedrücktes  oder  ein  überhöhtes  ist ;  im  ersten  Falle 
hat  man         

und  im  zweiten  Falle 


mithin  entsprechend  diesen  zwei  Fällen: 

0    r     ,  \/a2—£2a.2 


Mittelst  der  Substitution  a^  —  a?2  :=^  ^i  yp.  verwandeln  sich  diese 
Gleichungen  in  die  folgenden: 

/=—   ah    I   du    Vi  — £2_J-£2m2, 

fz=—  ah  j  du  V  1-f  A2  — A2m2, 
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er  ist  die  Integnttion  ohne  Schwierigkeit  &usßihrbar.  Be- 
rnau die  Constante  so,  dasa  /  ilir  x  ^  0  verschwindet,  und 
idiher  JE  =  o,  so  erhält  man  flir  die  Fläche  ABHA: 

Kreuzgewölbe  bestehen  bekanntlich  aus  den  Stücken, 
übrig  bleiben ,  wenn  die  Flächen  der  Elostergewölbe  von 
Scheu  vollständiger  Tonnengewölbe  abgezogen  worden;  ist 
i.Fig.  40  ABHA  ein  Theil  von  einem  Blostergewijlbe  und 
1  ein  vollständiges  Tonnengewölbe,  so  ist  der  Best  BUK 
ick  von  einem  Kreuzgewölbe,  dessen  übrige  Stücke  dieseili 
er  congrueut  oder  auf  ganz  ähnliche  Weise  eatatanden  sind, 
meu  wir  die  Fläche  BUK  mit  J^,  ABH  mit  J",  die 
der  Wölbungscurve  mit  Ä,  und  AB  mit  6,  so  ist  in  jedem 

Q  i&  ^  einen  der   früheren  Werthe  za  snbstttniren  h^ 


,  Timdrehungsflächen.  Eine  ebene  Curve  Ä'QQ', 
,  deren  Gleichung  t  =  ^(a;)  sein  möge,  werde  um  die 
der  x  herumgedreht  and  die  entstandene  Fläche  durch  einen 
len  Cylinder  geschnitten,  dessen  Leitlinie  BPP'  die  Glei- 
/  =  <p(x)  haben  soll.  Die  gebildete  Fläche  SDBQ  heisse 
entspricht  der  Aenderung  dx  eine  Flächen  an  derung  df 
R'R,  deren  Betrag,  abgesehen  von  unendlich  kleinen  Grössen 
'  Ordnungen,  mit  dem  Inhalte  eines  Rechtecks  aus  den 
QU  und  QQ'  übereinstimmt.  Aus  der  t^atur  der  Umdre- 
äche  folgt  aber  ifQ  ^  MR,  femer 

'  MR' 
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mithin 

l_Q,SJB  =  Arcnn  ■^, 

und  da  QE  ein  mit  dem  Halbmesser  MQ,  beschriebener  Ereiäbo- 
gen  ist; 

QÄ  =  i  Arctin  K 
Für  die  andere  Seite  QQ'  des  betreffenden  Rccblecks  hat  man 


a^^,.y^i(^. 


Durch  Substitution    der  Werthe  von  QR  und  QQ'  in  die  Glei- 
chung df  :=  Q,R.Q,(l'  und  durch  nachherige  Integration  folgt  nun: 


Ab  Beispiel  diene  die 


=/'^»»-fV'+(l)''"- 


Bestimmung  der  Fläche  von  einem  Kugel- 
gewiilbe  (böhniiachen  Gewölbe), 
Die  UmJrehungsfläche  ist  hier  eine 
Kugclll^che,  deren  JUttelpunkt  der 
Anfangspunkt  der  Coonlinaten  nnd 
deren  Halbmesser  r  sei,  Fig.  42;  es 
ist  dann  t  ^=  v  r^  —  «*  und  nun 
findet  daraus ; 


-v^+m- 


Die  Curve  BP  ist  eine  Gerada  pa- 
rallel   zur  Abscissenachse,    abo  y 
=  OB  =^^  b\  aus  der  Gleichung  6)  winl  jetzt  die  folgende: 


oder  bei  theilw< 
f^rx  Arcmt 


>  sich  wieder  eine  Integration  ausfüliren  lasst,  so  dass  man  er- 


,  r ^£_ 


'vT- 
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itzt  man  in  dem  noch  übrigen  Integrale  x  =  V  r^  —  b^  sin  u^  so 
j-d 

r dx \^    r  du 

J  (r2_ar2)y^2 i2_j.2  ~  J  r^cos^u-\-b^sm^u 

1       ,  /6  \  1      ,  bx 

=  -r—  Äretan  \  —  tan  u]  ^^  ' —  Arctan  — ,/- 

br  \r  J         br  r  V  r- — fi^ — x^ 

3mnach  ist  durch  Substitution  in  die  vorige  Gleichung: 

b  I     ,      ^  ^ 

f=rx  Arcsin  ^^  H~  *^  Arcsin  ., 

bx 
—  r*  Äretan  — ,  >    i  , 

r  yr2  — J2  — jj2 

)  es  keiner  Integrationsconstante  bedarf,  weil  die  Fläche  IIJBlRQ 
:  /  mit  X  gleichzeitig  verschwinden  muss.  Schreiben  wir  endlich 
1  grösserer  Symmetrie  willen  a  =  0-4  für  j*  und  i^ für  /,  und  be- 

3rken,  dass 

ba  .      .     /^ a       \ 

Äretan      ^,  =  Ärcsin  \    .  .    ^  ) 

r  Yri  —  b^  —  a^  ^ V  r^ —  a2  y  ^2  —  (,2/ 

^  so  können  wir  dem  Endresultate  in  sofern  eine  elegante  Gestalt 
theilen,  als  wir  sagen:  es  ist 

F=r(aÄ-\-  bB  —  rC), 
)bei  die  drei  Bögen  Ä^  B^  C  mittelst  der  Gleichungen 

sin  Ä  =  ,  /-  =,  sin  B  = ,  .  ■  ,  sin  C  =  sin  Ä  sin  B 

V^r2  — a2  Vr2  — 62 

i  bestimmen  sind. 

Die  allgemeine  Formel  6)  vereinfacht  sich  sehr  wesentlich  in 
5m  Falle ,  wo  der  zwischen  den  positiven  Seiten  der  drei  Coordi- 
ktenebenen  liegende  Octant  der  Rotationsfläche  selbst  betrachtet 
ird,  die  Curve  BP  also  congruent  mit  JTQ  ist.  Es  wird  dann 
=  y,  folglich: 

/ = '"f '  V  •+(!)'■"• 

^  wenn  es  sich  um  die  ganze  ringsherum  liegende  Fläche  handelt : 

'i^ach  findet  man  z.  B.  die  Oberfläche  einer  von  der  yz  Ebene 
gerechneten  Zone  des  abgeplatteten  Botationsellipsoidcs ,   indem 

^     y  =  -r-    v  b^  —  ^2   nimmt  und    F  mit    x  gleichzeitig    ver- 

'^inden  lässt;  die  sehr  einfache  Rechnung  giebt: 
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11)  J-=«f  V^b?+J»  +  ,aH(^+Vp^ 

worin  zur  Abkürzung 


fc=     ** 


gesetzt  worden  war.    Für  x  r=.  h  und  durch  Verdoppelung  des  ent- 
stehenden Werthes  folgt  noch: 

12)  E^^a^n  +  J'^''"     Ya+V"^ 

als  Oberfläclie  des  ganzen  abgeplatteten  Botatlonsellipsoides. 


"N 


Cap.  XV. 
Die  einfachen  bestimmten  Integrale« 

§.  70. 

rundamentaleigenschaften  einfacher  bestimmter 

Integrale. 

I.  Wir -knüpfen  an  die  Betrachtungen  des  §.  47  wieder  an,  de- 

zufolge  unter  dem  Symbole 

h 


ß 


fix)  da 

a 
Grenzwerth  verstanden  wird,  gegen  welchen  die  Summe 

/(a)Äi  +/(a+Ä0«2  +/(«+«i+«2)Ä8  + 

+/(«+*i  +  «2+...  +  Än-l)  «n 

rergirt,  wenn  die  Grössen  ^1,^3,.«.$^  der  Null ^ näher  und 
5r  kommen ,  während  sie  immer  der  Bedingung  Äi  -j-  Ä2  "f"  ^8  -f" 
|-  df^  genügen  müssen ;  zugleich  erkannten  wir  die  geometrische 
dutnng  dieser  Definition  für  den  Fall,  dass  a  als  Abscisse  und 
:  f(jx)  als  zugehörige  Ordinate  einer  Curve  angesehen  wird ;  es 
nämlich  das  obige  bestimmte  Integral  gleich  der  Fläche,  welche 
Btrecke  b — a  der  Abscissenachse  zur  Basis  hat,  seitwärts  durch 
Ordinaten  /(a),  /(b")  und  oberhalb  durch  die  genannte  Curve  be- 
izt wird  (Fläche  ABDC  in  Fig.  28).  Später  ergab  sich,  dass 
bestimmte  Integral  auch  als  Differenz  zweier  Spezialwerthe  des 
stimmten  Integrales 


/. 


f(jß)dx  =  F(jß)  -}-  ConsU 


achtet  werden  konnte,  und  es  war 


f' 


f(ai)  da  =  F(b)  —  Fiä), 
a 


i 
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unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Funktion  f(ß)  innerhalb  des  In- 
tervalles  von  a?  =  a  bis  a?  =  5  keine  Unterbrechung  der  Continnitat 
erleidet.  —  Welche  von  diesen  zwei  Definitionen  des  bestimmten 
Integrales  man  als  die  primäre  wählen  wül,  ist  an  sich  gleichgültig, 
wenn  man  an  den  Begriffen  festhält;  wir  entscheiden  uns  für  die 
erste,  weil  sie  in  gewisser  Bücksicht  die  allgemeinere  ist.  Die 
zweite  Definition  setzt  nämlich  voraus,  dass  man  das  unbestimmte 
Integral  von  f(jc)dx  bereits  kenne,  und  hierin  liegt  wiederum  ^die 
Voraussetzung,  dass  die  Natur  der  Funktion /(ar)  bekannt  sei;  eine 
solche  Beschränkung  findet  bei  der  ersten  Definition  nicht  statt,  es 
reicht  bei  ihr  hin,  wenn  das  jedem  sc  von  x  =.  a\m  x  •=!}  entspre- 
chende y  angebbar  ist,  gleichgültig,  wo  man  es  herbekommen  hat 
Wer  z.  B.  mit  dem  Bleistift  einen  beliebigen  regellosen  (nur  wenig- 
stens zusammenhängenden)  Zug  auf  das  Papier  wirft,  weiss  nach 
der  ersten  Definition  recht  gut  die  Bedeutung  des  bestimmten  Inte-' 
grales,  da  mit  dem  Zuge  selbst  eine  Fläche  entstanden  ist,  er  kann 
den  Werth  desselben  nach  §.66  oder  auf  eine  mechanische  Weise  •) 
mit  vieler  Genauigkeit  auffinden,  während  dies  nach  der  zweiten 
Definition  erst  dann  geschehen  könnte,  wenn  die  (vielleicht  gar  nicht 
angebbare)  Gleichung  der  entstandenen  Curve  bekannt  wäre. 

n.    Behält  die  Funktion  f(jc)  innerhalb  des  Intervalles  x  z=z  a 
bis  ^  =  ^  dasselbe  Vorzeichen,    so  kommt  letzteres  den  Grossen 

fiß^  f(ß-\-^i)'i  •  •  • /(ö^"f~^i~f~"4"^fi— l)  gemöiöschaftlich,  mithin 
auch  dem  ganzen  Integrale  zu;  geometrisch  heisst  dies,  eine  Gurre 
mit  durchaus  positiven  oder  durchaus  negativen  Ordinaten  besitzt 
eine  positive,  resp.  negative  Fläche. 

Wendet  man  die  Definition  des  bestimmten  Integrales  auf  einen 
Ausdruck  von  der  Form 

fix)  =  A9(jc)  -f-  B^ix) 
an,  so  entsteht  eine  Doppelsumme,  die  sich  zu  einer  einfachen  sn- 
sammenziehen  lässt;  man  erhält  nämlich 

h  h  h 

4)      nÄ0ix)+BV(x)  j  dx  =  Aj^ix^dx+B  Cv(x)dx, 

a  a  a 

was  sich  mittelst  der  Gleichung  8)  verifiziren  Hesse. 

Aus  den  beiden  soeben  gemachten  Bemerkungen  zusanunen  fol^ 
noch  ein  Satz,  der  von  häufigem  Gebrauche  ist.   Setzen  wir  nämlich 


*)  Unter  den  mechanischen  Vorrichtungen  zur  Ermittelung  des  Flächen» 
Inhaltes  ganz  beliebiger  Figuren  empfiehlt  sich  das  Planim^ter  von 
Weltli  nach  seiner  Verbesserung  durch  Hansen. 
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voraus,  es  sei  f(ai)  ein  Produkt  zweier  stetigen  Funktionen  ^  (o?)  und 
^(^),  deren  erste  innerhalb  des  Intervalles  a  bis  b  für  a  =  a  ih- 
ren grössten  und  für  a  =  ß  ihren  kleinsten  Werth  annehmen*  möge, 
so  ist  für  jenes  Intervall  (p  (a)  —  q>  (j?)  positiv,  q>  (/3)  —  q>  (x)  negativ, 
ferner,  wenn  ij^  {x)  von  a  bis  h  positiv  bleibt,  auch  [cp  (a)  —  9?  (ar)]  il)  (je) 
positiv,  dagegen  [sp{ß)  —  9^(^)]^(^)  negativ;  hieraus  folgt  nach 
dem  Obigen 
h  h 

I  [fP  («)  —  9  W]  ^  W  ^^  positiv ;  /  [9?  (/3)  —  (p  (ß)]  1^  (je)  dx  negativ, 
a  ■  a 

Durch  Integration  der  einzelnen  Theile  giebt  dies 
h  h  h 

q>{a)  j  i\) (x)  dx  >►  /  (p(x)^ (x) dx  "^  (p(ß)  J  '^ (^) dx. 
a  a  a 

Will  man  aus  dieser  Ungleichung  eine  Gleichung  bilden,  so 
lasse  man  in  dem  Ausdrucke 


<)p(ö/^(^: 


)dx 

a 
die  willkürliche  Grösse  |  das  Intervall  a  bis  b  durchlaufen  ujid  be- 
achte, dass  derselbe  einmal  kleiner  und  einmal  grösser  als  das  In- 
tegral 


/ 


h 
(p  (a?)  tif  (a?)  dx 


a 
wird;  wegen  der  Stetigkeit  von  9>($)  muss  es  daher  einen  zwischen 
a  und  b  liegenden  Werth  von  |  geben,  für  welchen  beide  Ausdrücke 
gleich  werden.     Diesen  Werth  von  |  können  wir  mit  a-^d'(b — ä) 
bezeichnen,  wo  d'  ein  positiver  echter  Bruch  ist;  wir  haben  daher 

die  Gleichung 

h  h 

5)  /  q>ix)tlf(x)dx  =  (p[a-\^d'(b  —  a)]  /  ilf(x)dx^ 

a  a 

Und  .zwar  unter  der  Determination,  dass  (pix)  stetig  und  i\>(x)  stetig 
und  zugleich  positiv  bleibt  von  x  =  a  bis  x  =:  b.  Beispielsweise 
ist  nach  diesem  Satze 


i« 


/  stme  .  ar"    '^  dx  =  sin  —r-  •  -^ , 

J  im 
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woraus  u.  A«  folgt,  dass  der  Werth  des  Integrales  für  unendlich 
wachsende  77»  gegen  die  Null  convergirt,  was  man  auf  anderem  Wege 
nicht  so  leicht  finden  würde. 

Nimmt  man  einfach  ^  (ai)  =  1,  so  wird  aus  Nro.  5) 
h 

6)  /  q)(x)dx=:  Cb—ä)q>la-\-d'(b—a)], 

a 
was  eine  sehr  einfache  geometrische  Deutung  zulässt 

m.  Betrachten  wir  nun  die  Veränderungen,  welche  im  be- 
stimmten Integrale  entstehen,  wenn  das  Integrationsinteryall  zu-  oder 
abnimmt.  Aus  der  in  Nro.  I.  gegebenen  Definition  folgt  die  nach- 
stehende auch  geometrisch  leicht  zu  erklärende  Gleichung: 

h  c  c 

7)  J f(jc)  die  -{-J fix)  dx  =  Jf(x)dx 

aha 
und  umgekehrt 

c  c  h 

I  f(x)  dx  —  /  f(x)  dx  =  J  f(ß)dx. 

aha 
Setzt  man  in  Nro.  5)  c  =  a  und  berücksichtigt,  dass  jederzeit 

a 


f' 


f(x)  dxz=:  0 

a 
sein  muss,  so  folgt  noch 

h  a 

8)  J  f(x)dx  =  —J  fCx)dx, 

a  h 

und  es  würde  sehr  leicht  sein,  diese  Eigenschaften  mittelst  der  Glei- 
chung 3)  zu  verifiziren. 

Von  besonderem  Nutzen  ist  oft  folgende  Bemerkung.      Nach 
Nro.  5)  hat  man 

/  fix)  dx=  J  fix)  dx  -\-  j  fix)  dx; 

entwickelt  man  die  Integrale  der  rechten  Seite  nach  Nro.  2),  indem 
man  der  Einfachheit  wegen  di  =z  d^  .  .  .  =  d^  =  d  setzt,   so  ist 

in  jedem  Falle  d  =  -^  und  die  rechte  Seite  der  vorigen  Gleichimg 
bildet  den  Grenzwerth  von : 
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/((l— ).)« +/((!— )■+«)« +/Ö»-)'+2*)ä  +  ^^  ■  •  ■ 

+/(f~r+t-m» 

+/0'+r)«  +  /(!»+)■-«)«  +/((■+»•- 2«)«  +  ■■■■  ■  ■ 

+/0'+y-»-lJ)«, 

wobei  die  dem  Eweiten  Integrale  entäprecliciidc  Reilie  die  umgekehrte 
Änordnimg  erhalten  het.     Igt  nun  ffir  jedes  | 
9)  /((•-{)=/(('  +  £), 

80  wird  die  zweite  Reihe  der  ereten  gleich  und  es  folgt  daran« : 
f.+>'  f 

10)  j  /(*)  dx  =  ij  fix)  dx. 
f-r  f—y 

WUre  ditgegen 

11)  /(/*-!)  =  -/0*+«). 

so  heben   sich  alte  Glieder  der  obigen  Reihen  gegenseitig  auf  uud 
ea  bleibt: 

m  j  fix)dx  =  o. 

f—y 

Die  geometrische  Bedeutung  dieser  Ergebnisse  Jtt  iblgende ; 
venn /(f( — |)  =  /((t-)-|),  so  besteht  die  zu  quadrirende  Curve 
aas  Bwei  congrueiitenTheilenvongleicberLageCiV^uud£>JV,  Fig.43, 
wo  OIH  =  (*  und  AM  =  y.  Die  FlSche  ABDNC  betragt  daher 
das  Doppelte  von  der  Fläche  AMNC;  wenn  dagegen  /(ft  —  {) 
=^  —  /0*~l~S)i  ^°  ^'"'^  i^"^  Theile  zwar  ebenfalls  congnient,  aber 
VOM  entgegenge.'ictzteT  Lage;  die  entsproehendw  Fliahan  AMNC 
Fig.  44, 
Fig.  48. 


qnd  BMN'D  besitzen  dann  gleiche  Grösse  und  entgegengssetste 
Vöneichen  (Fig.  44),  es  iat  mithin  die  Fläche  AßJiN'NO=  0. 
Mittelst  diciier  Bomerkiingon  findet  man  z.  B.  ohne  nlle  Rechnimg, 
das« 
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0  0 

/   co^x  dx=2  J   eo^x  da 


musB,  ferner  bei  ganzen  and  positiven  n: 

J   eos^"~-^x  dx  =  0,  J  ttn'^^^rdx=0. 

die  Bedeutung  des  bestimm- 


rv.  Hier  ist  angleich  der  Ort, 
teo  Integrales 


ß 


fix)  dx 


für  den  Fall  zn  erörtern,  dass  die  Funktion  /(x)  innerhalb  des  In- 
tegrationsintervallea  eine  Unterbrechung  der  Continuität  erleidet 
Träte  eine  solche  ein  für  ;r  ^  K,  wo  t>JC>-(i,  so  kann  man  nach 
Nro.  5)  die  Zerlegung 


Fig.  45. 


<+o 


Tomehmen,    die  geometrisch  bedentet, 
dass  die  über  der  Strecke  AB=h^' 
(Fig.  45)  stehende  Fläche  471  i>i'iC 
TM  Theilen^JTZ-CundÄ'^i'i' 
mgesetzt  ist,  und  dass  KL  ^ 
/(x~  0)  die  letzte  Ordinate  des  ent«i> 
und  KL-  =7Ci(+0),  dieerrte  Ordi- 
nate dea  zwaitenStflckeSHinsoll.  Statt 
der  otngan  Gtleiehnng  lässt  sich  die  folguide  letaBn: 
.6  X-,  h      ■ 

■    Jf(t)dt^  Lim'^Jfix)dx  4-  Jf(x)  dx   j, 

wenn  man  unter  dnnd  *  zwei  in  Null  übergehende  Grössen  verstebt 
Will  man  die  Integration  mittelst  der  Gleichung 


//< 
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ausführen,  so  wird  in  diesem  Falle 
h 

1 3)  ffix)  dx  =  F(b) — F(ä)  —  Lim  \f(x-\-S)  —  F(y,  —  £)  |, 

a 
also  gilt  dann  die  Gleichung  4)  ohne  Weiteres  nicht  mehr,   sie  be- 
darf im  Gegentheil  einer  Correktion.     So  wäre  es  z.  B.  unrichtig, 

2 

dx  1  1 


/ 


(1  —  ^)2         1  —  2         1  —  0 

0 


=  —  2 


setzen  zu  wollen,  ohne  zu  beachten,  dass  die  Funktion für 

(1  —  xy 

a;  =  1  discontinuirlich  wird;  der  wahre  Werth  ist 

1  1  _.     (  1  1 

—  Lim 


1_2         1—0  (i_(i-^a)-       1  _(!_£) 

=   —    2  -f  QO. 

Auf  gleiche  Weise  wäre  es  falsch, 
h 

/da 

-6     * 
ZU  nehmen,  wobei  eine  reelle  Curve  zu  einer   imaginären  Fläche 

käme;  man  muss  im  Gegentheil,  da  —   für  x  =  0  eine  Unterbre- 

X 

chung  der  Continuität  erleidet,  die  Bechnung  so  stellen: 

h 

i—  dx  =  Ih  —  li-^h)  —Lim  |/(0-f  d)  — /(O  — «)| 


h 


=  Liml(^-^), 


da  8  und  B  auf  beliebige  Weise  in  Null  übergeführt  werden  dürfen, 

so  ist  — 5-   eine  unbestimmte   Grösse,  mithin  der  Werth  des  obigen 

Integrales  so  lange  nicht  genau  i)estimmt,  als  man  keine  Voraus- 
setzung darüber  macht,  wie  £  und  8  zu  Null  werden  sollen.  Die- 
ses Resultat  darf  nicht  befremden,  wenn  man  sich  erinnert,  dass  je- 
nes Integral,  geometrisch  betrachtet,  die  Differenz  zweier  unend- 
lichen Flächen  ist  und  der  Ausdruck  00  —  00  immer  den  Charakter 
der  Unbestimmtheit  trägt;  setzt  man  £  =  d,  so  ergiebt  sich  der  so- 
genannte Haüptwerth  des  Integrales  und  zwar  ist  er  =  0.  Man 
würde  denselben  auch  dadurch  gefunden  haben,  dass  man  mittelst 
der  Formel 

19* 

i 
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/ 


—  =U  (aj3)  4-  Const. 


integrirt  hätte,  welche  sich  durch  Differenziation  aU  richtig  ausweist 

§.  71. 

Substitution  neuer  Variabelen  in  bestimmten 

Integralen. 

Wie  bei  unbestimmten,  so  kann  man  auch  bei  bestimmten  Inte- 
gralen eine  neue  Variabele  durch  Substitution  einfüllten,  nur  hat 
man  dabei  die  entsprechenden  Aenderungen  der  Grenzen  zu  beach- 
ten.    Setzt  man  nämlich  in  dem  Integrale 

h 


l 


f[fp{ic)']dx 

a 

(p(jB)  =1  y^  so  erhält  man  wie  früher  (in  §.49,  HI.)  x  =  tlf(y)^ 
dx  =  tl^'Qßdy;  ist  nun  x  =  a  geworden,  so  hat  y  den  Werth  (p(a) 
angenommen,  der  oberen  Integrationsgrenze  x  :=z  b  entspricht  auf 
gleiche  Weise  y  =  q)(b)  und  man  hat  daher 

h  (r(b) 

1)  j  flSpi^yidx  =Jf(yW(y)dy, 

a  (p(a) 

und  wenn  sich  die  Integration  rechter  Hand  ausführen  lässt,  so  ist 

zugleich  der  Werth  des  ursprünglichen  Integrales  gefunden,  ohne 

dass  man,  wie  bei  unbestimmten  Integralen,  die  Substitution  y=^(i;) 

rückwärts   anzuwenden  nöthig   hätte.      So   ergiebt  sich  z.  B.   für 

q>(x)  =  hx-\-k 

h  bh+k 

2)  ff(h^-\-  k)dx  =  -yf/Cy)  dy ; 

spezieller  für  a  =  0  und  6=1,  und  umgekehrt  geschrieben 

Ä+Jk  1 

ff(y)dy  =  hjf(hx-^k)dx, 
oder,  wenn  k  =  a^  h  =  ß  —  a  gesetzt  wird: 

3)  ff(y)  dy  =  Cß  —  a^J/la+Cß^a^x-]  dx, 

«  *  0 
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wodurch  ein  Integnl  mit  beliebigen  Grenzen  auf  ein  anderes  mit 
den  Grenzen  0  nnd  1  znrflckgeftlhrt  ist.     Setzt  man  weiter 

—      '  1  ^      * 

l-|-j'  1 — ji' 

flo  erhält  man  nmächst 

wenn  femer  ^  =  0  nnd  ir  ^  1  geworden  ist,  so  hat  z  die  Werthe 
2^0  und  s  :=  J  ^  eo   angenommen;  so  wird  ans  Nro.  8): 

.,         ^.,=„-.>/(^')^, 

nnd  man  kann  also  jedem  bestimmten  Integrale  anch  die  Grenzen 
0  und  CO   verschaffen. 

Eine  wesentliche  Modifikation  verlangt  die  in  Nro.  I)  angege- 
bene Umwandlung  in  dem  Falle,  wo  die  Gleichung  fp(ß)  ^^=  y,  nach 
s  anfjgelöst,  mehrere  reelle  Wurzeln  darbietet;  da  nämlich  derWerth 
von  y  nicht  rückwärts  wieder  eingesetzt  wird,  so  bleibt  hier  die 
Frage  übrig,  welche  von  den  verschiedenen  Wurzeln  für  x  genom- 
men werden  soll.  Denken  wir  uns  die  Sache  der  Anschaulichkeit 
wegen  geometrisch,  nämlich  y  =  <p(x)  als  Gleichung  einer  Cnrve, 
so  bedeutet  die  Umkehrung  dieser  Gleichung,  dass  nicht  wie  frOher 
die  Abscisse,  sondern  nunmehr  die  Ordinate  die  willkürliche  der 
beiden  Coordinaten  sein,  die  Curve  also  gewiss ennaassen  über  der 
Ordinatenachse  statt  Über  der  Abscissenachse  construirt  werden  soll. 
Ob  nun  einer  Ordinate  y  nnr  eine  Absclsae  x  oder  mehrere  a  ent- 
sprechen, das  hängt  von  dem  Laufe  der  krummen  Linie  ab)  wenn 
dieselbe  von  a  ^  a  bis  a;  =  *  nur  steigt  oder  nur  fällt,  also  fp'i«) 
sein  Vorzeichen  nicht  wechselt,  so  gehört  ssu  jedem  neuen  x  ein 
neues  y,  ebenso  umgekehrt  zn  jedem  y  ein  einziges  x;  es  ezistirt  in 
diesem  Falle  nur  eine  reelle  Umkehrung  der  Gleichung  y  =  tpix), 
nnd  diese  Umkehrung  «  =  i(>(j)  ist  die  in  der  Formel  1)  vorkom- 
Fig.  40.  mende.  —  Wenn  dagegen  die  Cnrve 

y  =:  qo  (x)  innerhalb  des  Intervalles 
X  ^  a  bis  X  :=:  b  ein  Maximum  oder 
ein  Minimum  hat,  welches  für  x  =  | 
eintreten  möge,  so  finden  sich  über  x = | 
hinaus  die  früheren  Ordinaten  wenig- 
stens zum  Theil  wieder;  so  ist  in  Fi- 
gur 46,  für  00=  |,0Ä'=x,03fi=Ä„ 
die  zu«<;Sgehörende  Ordinate  3fP=y 
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gleich  der  zu  oT]  ^  |  gehörenden  Ordinate  Mi  Pi ;  umgekehrt  giebt 

es  also  für  ON  =  y   zwei    entsprechende  Abscissen'  NP  =  ä, 

NPx  =  cTi,  die  wir  durch  ^(y)  xmdL%(y)  unterscheiden  wollen;  von 

diesen  beiden  Umkehrungen  x  ^=  ilf(y)  und  x  =l  %(y)  ist  die   erste 

da  zu  nehmen,  wo  a?  <^  §  sein  muss,  die  zweite,  wenn  man  weiss, 

dass  X  ^  ^  sein  soll.     Zerlegen  wir  nun  das  ursprüngliche  Integral 

wie  folgt: 

h  l  h 

J  f\SP  (^)]  ^«  =J  f^SPi^y]  ^^  +J  /[9  W]  d^-i 

aal 
so  ist  im  ersten  Integrale  rechter  Hand  j;  <[[  |,  im  zweiten  ^  ^  |, 
also  dort  x  z=  ij;  (y),  hier  x  -=  x(y)  einzusetzen ;  die  Transformation 

gescliieht  im  Uebrigen  wie  früher  und  giebt  jetzt 

h  (pQ)  g>Qji) 

Jflq>(,x)]dx  =ff(y)if'(y)dy  +Jm%'(y)dy. 

a  g){d)  (p(h) 

Granz  ähnlich  wäre  die  Sache  in  dem  Falle,  wo  zwischen  J7  =  a 
und  X  =  h^  mehrere  Maxima  und  Minima,  mithin  auch  mehrere 
Ümkehrungen  stattfanden ;  sind  |i ,  &  i  •  •  •  In  ^^  Werthe  von  j?, 
für  welche  jene  Maxima  und  Minima  eintreten,  so  zerlegt  man  das 
ursprüngliche  Integral  in  eine  Reihe  anderer  von  a?=  a  bis  ar  =  |i, 
4?  =  li  bis  Ä  =  I2  ®*C'  '^^^  substituirt  in  jedem  einzelnen  Integrale 
die  Ümkehrung  der  Gleichung  y  =  g?(a?),  welche  dem  betreffenden 
Integrationsintervalle  entspricht. 

Ein  paar  allgemeine  Beispiele  zu  dieser  Regel  sind  folgende. 
Es  sei  erstlich  q> (x)  =  x^-^ 2 rar,  a  =  —  00,  5  =  -|-oo,  so  tritt 
ein  Maximum  ein  für  a?  =  —  r  und  aus  x^  -j^  2rx  =  y  folgen  die 
beiden  Werthe 

X  =  —  r  —  Vr^-f-y?     x  =  —  r  -(-  k  r^-j-y, 
von  welchen  der  erste  <^  r,  der  zweite  }>  r  ist;  nach  diesen  Be- 
merkuugen  hat  man 

I  f(x^+2rx)dx 

00  *  -  •     , 

=  J  f(a!^-\-2rx)dx  +J f(x^'\'irxydsf^ 
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«nd  weoB  roan  im  ersten  Integrale  rechter  Hand  die  Integrationfl- 
grenzen  vertauscht,  wodurch  es  mit  dem  zweiten  Integrale  identisch 
wird; 


-00  _co 


für  ^  =  r^  (z^ —  1)  erhält  man  noch: 

5)  j  fix^'\'2Tx)dx—2r  jf[r^{z^ ---ly]  dz.  V 

— 00  0 

Es  sei  zweitens  q>(ß)  =  y «  -| ,  a  =  0,  6  :=  00 ,  so  tritt 

X 

im  X  =z\/  —  ein  Minimum  ein;  wir  setzen  daher: 


0 
a 


//(y*+-f-)d. 


r         V  *  CA 

0      ^  ^1/^ 


Vf 


Y    r 

Die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung  yx  -j =  y  sind: 

^d  daher  wird  aus  der  obigen  Gleichung  die  folgende: 

0 

^^^^  nach  gehöriger  Reduktion : 

Nehmen  wir  weiter  Vy*-"— 4ay  =  ^j,  so  ergiebt  sich  noch: 
0  0  ' 
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hieraus  lassen  sich  noch  mancherlei  andere  TransformatioDsformeln 

ablehefl;  für/(t/)  =  pC-l—J  folgt  z.B.: 


j90  qo 


für  /(w)  =  F(u^—  2ay)  dagegen  ergiebt  sich  aus  Nro.  6) 

0  ^  ^0 

und  wenn  man  ««  =  o,  /J*  z=  i,  j?«  =  u,  r*  =  «  setzt : 

endlich  für  F(z)  =  q)  f— _j: 

Diese  Beispiele  mögen  hinreichen,  um  die  vielfache  Umwandel- 
barkeit  bestimmter  Integrale  erkennen  sa  lassen. 


§.  72. 
Die  Differenzialquotienten  bestimmter  Integrale. 


Aus  der  Definition  des  bestimmten  Integrales 

h 


f> 


fix)  dx 

a 
geht  unmittelbar  hervor,  dass  der  Werth  desselben  nicht  mehr  von 
07,  sondern  nur  von  den  Integrationsgrenzeu  a  und  h ,  der  Natur  der 
Funktion/(47)  und  den  in  ihr  vorkommenden  Constanten  abhängig  ist. 
Denkt  man  sich  diese  Constanten  als  willkürlich,  so  kann  man  den 
Werih  des  Integrales  in  Beziehung  auf  diese  Constanten  differenziren. 

Aendert  sich  h  allein,  so  ist  der  Difierenzenquotient  des  Inte- 
grales : 
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h+Jh  h 


a 


die  völlige  Willkürlichkeit  des  ^b  erlaubt,  dasselbe  als  eine  von 
den  Grössen  d  zu,  betrachten,  welche  in  der  Definition  des  bestimm- 
ten Integrales  Nro.  2)  in  §.  70  vorkommen,  also  ^b  =z  ö^j  i  ^  zu 
setzen;    man   hat   dann  für  verschwindende  di,  $2,  .  .  .  .  d„  und 

h 

Jfix)dx=f(a)8^  +/(a+öi)«2  +/(a+«i+Ö2)«8  +  .... 

+/(«+«! +«2 +..+«n)«n+l, 
mithin  durch  Subtraktion,  Division  mit  dbz=:  ö^j_i  und  weil  ^i  -f-  Ö2  "f- 

...-|-ff^  -}-  J^-L-i  =  ^  —  ö  -(-  di  in  i  —  a  übergeht: 

h 

d 


I  f(x)  dx 


1)  -2_^^_=/W. 

Dieses  Resultat  stimmt  damit  überein,  dass  der  Differenzial- 
quotient  einer  ebenen  Fläche  die  letzte  Ordinate  ist. 
Aus  der  Gleichung 

h  a 


I  fix)  dx  z=:  —  /  /(o?)  da 
a  0 


ergiebt  sich  durch  beiderseitige  Differenziation  in  Beziehung  auf  o, 

-welches  rechter  Hand  die  obere  Grenze  bildet: 

b 


•f' 


d  I  f  (ß)  dx 

Enthält  die  Funktion  f(x)  ausser  x  noch  eine  willkürliche  Con- 
stante  r,  in  welchem  Falle  wir  f(Xir)  für/(a?)  schreiben,  und  sind 
ausserdem  a  und  6  von  r  unabhängig,  so  findet  sich,  ähnlich  wie  in 
§.  49,  IV. : 
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h  h 

j  f(je^r-\-^r)dx — j  f(je^r)da  5 

a 


äs 


wo  £  beliebig  klein  werden  kann,  wenn  ^r  gegen  die  Null  edfay^^ 
girt  Unter  der  schon  in  §.  49,  TV,  gemachten  Yoranssetziuig,  dta 
X  keine  unendlichen  Werthe  erhält,  d.  h.  mit  anderen  Worten,  wmm 
die  Integrationsgrenzen  endliche  Zahlen  sind,  ergiebt  sich  hierans 
dass  €  mit  ^r  gleichzeitig  verschwindet,  also: 

h 


8) 


d 
a 


J  f(ä!,r)dx 


J         dr 


dr 

a 

Wir  betrachten  nun  den  allgemeinsten  Fall,  wenn  nämlich  r  in 
/(j?)  und  zug.leich  in  a  und  t  vorkommt;  der  WerÜi  des  Integra- 
les, der  für  den  Augenblick  W  heissen  möge,  ist  dann  eine  Funktion 
dreier  Variabelen  a,  i,  r,  deren  beide  erste  wiederum  von  der  letz- 
ten abhängen ;  es  gilt  hier  die  bekannte  Begel-  der  DifferenzialTecli- 

nung 

dW        ^TT     da     ,     T^W     db     ,     STT 

dr  Sa       dr     '      Sft       dr     *      Ir 

und  sie  giebt  in  unserem  Falle  , 

h 

—  =  -/(a,r)  — +  /(J,r)  -^J  —^^  dx, 

a 
oder  wenn  man  einen  in  Beziehung  auf  r  genommenen  Differenzial- 
quotienten  kurz  mit  D^  bezeichnet: 

h 

4)  D^  Jf{x,r)dx 

a 

h 

=  /  [Z>r/(*i^)]  äx  +  /(i,r)  .  D^h—f(a,r)  .  D^a. 

Dieses  Resultat  wird  anschaulich,  wenn  man  sich  y  ==/(«, r) 
als  Gleichung  einer  Curve  und  das  bestimmte  Integral  wiederum  als 
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die  fiber  der  Strecke  b — a  ^  AB,  Fig.47,  der  Äbscisaenachse  Bte- 
Y\a   47 ,  hende    Fläche   ABDC   denkt.      Aendert 

sich  nämlich  r  in  /(ß^r)  allein,  eo  erhält 
man  eine  ähnliche  Curve  von  anderem 
Parameter,  und  die  Fläche.4£i>f?  nimmt 
Hm  denStreifenCiJJ'^zu,  welcher  durch 


>. 


.fi.x,T)  .  dr]  dx 


ansgedrQckt  wird.  Durch  die  alleinige 
Aendening  von  b  wächst  die  Fläche  umBB'D'D=fib,r'i.Prb.dr, 
nnd  durch  Aendening  des  a  verniindert  sie  sich  um  AA'C'C  ^ 
/(a,r)  .  Dfü.  dr.  Die  gleichzeitige  Aendening  von  r,  6  und  a  ver- 
wandelt die  ursprüngliche  Fläche  in  A'  B'  F"  ^,\ui.A  mit  Wegtassung 
der  Vierecke  ßD' F' F,  CC  E' E,  welche  unendlich  kleine  Grösgeii 
zweiter  Ordnung  sind,  hat  man 

A'B'F'E'  ~  ABDC=  CDFE  ~\-  BB' I^D  —  AA'CC; 
ans  diesem  Differenzial   der  Fläche  ABDC  ergiebt   sich  derselbe 
Differenzialquotient  wie  oben. 

Will  man  daa  Integral  mehrmals. nach  einander  in  Beziehung 
snf  r  differenziren,  so  ist  es  von  Yortheil,  die  beiden  letzten  Glieder 
rechter  Hand  in  Nro.  4)  durch  die  Düferenz 

D^{bf(b,r)~afia,r))  -  {bDJib,r)  —  aD^f(fl,r)] 
zu   setzen;  die  wiederholte  Differenziation  ^ebt  dann  immer  Aus- 
drücke von  derselben  Form,  nämlich; 
h 

fi)  D^Jfix,r}dx 

h 
=  f  [ö"/(*,'-)]  dx-\-lf\  i/(*,r)-a/(o,r)j 

-\blf0,r)-aD'^fia,r)\. 

Zum  Ueberflusse  könnte  man  diese  Formel  noch  mittelst  des  Schlua- 
flM  von  «  auf  n  -|- 1  verifizireii. 

Wenn  eine  der  Integrationsgrenzen  unendlich  ist,  oder  beide  es 
sind,  so  dürfen  die  Theoreme  4)  und  5)  nicht  ohne  eine  spezielle 
Vntersnchang  angewendet  werden,  welche  die  Frage  zu  entscheiden 
hat,  ob  das  Integ^ 
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h 

s  d  Ol 


f 


mit  €  gleichzeitig  verschwindet  oder  nicht»     Jktfffbäm  dir  AieI  irivd 
§.  74  liefern.  .^  .    .;  *  r. 

§.  73.  '    .   ■  ■     ' 

Werthermittelungen  bestimniiet  I]it#gri|lii. 

In  dem  Falle,  wo  das  unbestimmte  lotefml  «itM  PIIBiftMliteg 
f(jß)dx  bekannt  ist,  kann  das  bestimmte  Integral  desselben  leickt 
mittelst  des  Satzes  entwickelt  werden,  dass  ein  bestimmtes  Integral 
als  die  Differenz  zweier  Spezialwerthe  des  entsprechenden  unbestimm- 
ten Integrales  angesehen  werden  darf,  so  lange  die  unter  dem  Inte- 
gralzeichen stehende  Funktion  keine  Unterbrechung  der  Continuitit 

erleidet.     Nach  dieser  Bemerkimg  findet  man  z.  B.  ohne  Mühe: 

a 

/dx      it 

0 

00 

/*  ^^     _  IL. 

0  ' 

a 


/dx Ä_ 


3) 

0 

Aus  der  Reduktionsformel  Nro.  8)  in  §•  57  ergiebt  sich  für 
a==l,i==  —   l,n=l: 


/ 


,^^1,,      ^,,.  r^-'l(l-.:)H-l 


^m~i  (^_^a!ydx  ==  — 


8-\-m 

8-\-m  J  ^  ^        t 

mithin  für  ^  =  1  und  ^  =  0 : 

1  1 

J  5-4-m  J 

0  '         0 

Durch  mehrmalige  Anwendung  dieser  Formel  erhält  man  bei 

ganzen  positiven  m : 

1  .1 

/ml  V..  w— 1      ^—2  2         1      r 
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Der  Werth  des  letzten  Integrales  ist,    unbestimmt  genommen, 

= -r— •  (1  —  ä)*  •  ^,    zwischen  den  gegebenen  Grenzen  also 

8    I     A 

=  — r-—;  setzt  man  noch  8  =  a —  1,  so  ergiebt  sich: 
1 

^  J  ^      ^  a    (a-fl)(a+2)..(a-fm— 1) 

Für  X  =  z  :  (1  -|-  z)  erhält  die  linke  Seite  eine  etwas  andere 
Form;  es  wird  nämlich: 


GO 

5) 


r   z"^^^  dz     __    1  ,    1.2.3...(w  — 1) 


J   (i_^;,)a+w  a    (a+l)(a+2)..(a+m— 1) 

Aus  der  schon  benutzten  Heduktionsformel  Nro.  8)  iu  §.57  be- 
kommt man  ferner  für  a=  1,  ft  =  —  1,  n=2,  5  =  —  \\ 
Cx^-^  dx  _  _  ^.^-2  y  JTI72        m— 2   Px^'^dx 
J  Vi  —  ar2  w — 1  w  —  Ic/   y  1 -p2' 

Schreibt  man  w  für  m —  1  und  führt  die  Grenzen  j?=l,  a?=0 
ein,  so  wird 


/^  x'^'dx     _  m  — 1    Px^-^dx 
J  Vi— a?2  ~      in    J    V  1—^8  * 


0  0 
Durch  mehrmalige  Anwendung  dieser  Formel  kommt  man,  je 

nachdem  m  gerade  oder  ungerade  ist,  auf  eines  der  beiden  Integrale 

1  1 

/dx       n         r    xdx     

und  gelangt  damit  zu  folgenden  zwei  Formeln: 

1 
Cx^dx'  1.8.5....(m  — 1)    n      ^ 

^>  J  YT^  ^        2.4. 6. ...m        T    ("^  ^^^^^^)' 

1 

r  x^  dx  2.4.6....  (m—1) 

7)  /  .,/  = ^    , (m  ungerade). 

Für  .r  =  sinu  und  für  ^  =  cosv^  wobei  im  letzteren  Falle  die 
Integrationsgrenzen  zu  vertauschen  sind,  hat  man  überhaupt: 

1  2  ^  2^ 

8)  /     y — U-. —  =    /   sin!^ u  du  =  I   co8^  v  dv. 


0      '  0  0 


i 
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Die  Formeln  6)  und  7)  geben  also  gleichzeitig  die  Werthe  der  zwi- 
schen den  Grenzen  0  und  | %  genommenen  Integrale  von  ml^  u  du 
und  co^  V  dv. 

Nimmt  man  in  der  Formel  6)  des  §.  59  a  negativ,  so  wird 
dieselbe 

und  durch  Einführung  der  Grenzen  a?  =  oo  ,  x  =  0  erhält  man 

daraus  unter  Berücksichtigung  des  Umstandes,  dass  «"*  «""***  für 
X  =  CO   ebenso  wie  fiir  ä  =  0  verschwindet: 

00  00 

fx^e-<^dx=-^  Jx'^-h'-^dx. 

0  0 

Die  wiederholte  Anwendung  dieser  Formel  fuhrt  bei  ganzen  ppsi- 
tiven  m  auf  das  Integral : 

für  a  >  0, 


00 
^7 

4 

9) 

/  e    ^dx  — 

0 

1 
a 

t 

und  man 

hat  daher: 

10) 

oc 

J  x'^'e-'^'^dx  —  ^ 
0 

.2 

t  o  •  • 

n-\-l 

.m 

Für  X  — 

:  l  ( — j  ist  noch: 

„  a  >  0. 


0 
Aus  der  unbestimmten  Integralformel 

r  dx  ^      .  fß  \ 

I    i — ^T — T-r—  =  — -  Arctan  \  ^—  tan  x ) 

J    a^ cos'^  X -\- ß^  8in^ X        aß  \a  / 

fliesst  fiir  x  =  l  tc  und  x  =  0  die  häufig  vorkommende  Gleichung: 

In 

-*  J  a*co«2«-|-/S««n««        aß  i' 

Für  a  '^  b  hat  man  bei  unbestimmter  Integration:' 

niitliin  liir  z  =  7C  und  r  =  0 : 
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71 


/dz  Ä  ^     , 

—TT =  n/  5  «  >  ^. 

0 

Die  beiden  Integralformeln 

aambas-^bcosba!    ^- 

,-<"=co8b^d^  = ^^^ e    "', 

CL  COS  b  X  —  b  sin  bx        ^«. 
e-^^sinbxdx  =  —  ^24,^2  ^"^    ' 

welche  dem  §.12  entnommen  sind,  liefern  noch  folgende  bestimmte 
Integrale : 


/- 


14)  / 


00 

a 


e    ^^cosbx  dx= 


a^  +  b^' 

0 

00 

b 


15)  J  e-^^sinbx  dx  =^t.  j^, 

0 
in  denen  man  aber  a  nicht  der  Null  gleich  nehmen  darf,  weil  die 

Ausdrücke  e~'^^  cosbx  und  e~^^  sinbx  nur  dann   für  a?  =  00   ver- 
schwinden, wenn  a  von  Null  verschieden  ist. 

Man  sieht  aus  diesen  Ableitungen,  dass  der  Werth  eines  be- 
stimmten Integrales  häufig  weit  einfacher,  als  der  des  entsprechen- 
den unbestimmten  Integrales  ausfallt;  ein  bemerkenswerthes  Bei- 
spiel hierzu  ist  noch  folgendes.     In  der  Formel  7)  §.  53   nehmen 

wir  X  =  —  und  o?  =  ^,  wo  9  eine  beliebige  positive  Grösse  be- 


zeichnen möge;  es  ist  dann  für  ganze  positive  m,  gerade  n^  m 


und  Q'  = — : 

n 

1 


16)      / = E\coshm%' .  /  ( ^ — -^  ) 

\     2     T-f  •   i     Q.     >!    *      l  —  Qeosh%'\ 

+ —  2j\sinhmv' ,  Ärctan .  ,  ^ 

n         L  Qsinhd'  J 

, ZJ I  sinkmd' .  Ärctan  ^ -— —  L 

n         L  sinh^     J 

Wobei  sich  das  Summenzeichen  auf  die  Werthe  Ä=  1,  3,  5,  .... 

^n  — ^  1)  bezieht.    Die  beiden  ersten  Summen  geben  durch  Vereini- 

^ng  der  entsprechenden  Glieder  die  eine  Summe 


i 


9 
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— 2;  [cos  Am -»-./((»a)] 

=  —  lQ\oosmd'-\-co83md''^co8  6md'-\-..  -f-  cos  (n —  l)m^|. 

Da  nun  überhaupt  die  Summenfonnel: 

17)         cosu-\-cos3u-\-co8  6u-j-,.^oo8(n — 1)m==-t--: — 

/  sin  u 

gilt,  deren  Richtigkeit  durch  Multiplikation  mit  2  «zn  u  mid  Zerle- 
gung der  links  entstehenden  Produkte  leicht  zu  prüfen  ist,  so  kana 
die   vorige  Summirung  sofort  ausgeführt  werden;    für  u    t=  m^ 

77t 

=  —  7C  ergiebt  sich,  dass  jene  Summe  =  0  ist  und  es  bleibt  daher 
n 

» 

Yx'^-^dx         2        r  1  — pcoa^l 

/  =  — 2j  \  sinnmv' ,  Arcian .  .  ^ —  1 

J     i-j-a«'*  n        L  Q8%nh^     J 

"  Zd  I  «inAm'O'.  Arctan  - — .  ,    ■ —  1. 

n        L  8inh^     J 

Lassen  wir  noch  q  in  Null  übergehen,  so  wird 

J      i-^«.n  »        L  2j 

—  —  2j\8in}im%,  Ärctan(^ — cot  h  &)  u 

oder,  weil  immer  Ärctan  ( — cotz)  =  — Ärctan  (cot  z)  =: — (|ä— 0 

ist: 

00 

f;faZl±^  =  —s\in  —  h&)8mhm^] 

=  — I  8inm^'^^sin3m%'-\-8inhm%''\-  .,,-\-sin(n — l)m#| 

\l8inm%-\-3  8in3m^-{'  ...-{' (n—V)  sin (n—l)m%'\. 

Die  Summe  der  ersten  Reihe  kann  unmittelbar  mittelst  der  (auf  ähn- 
'     liehe  Weise  wie  Nro.  17  zu  prüfenden)  Formel 

8inu-\-  8inou-\r  • '  •  '-f-  sin{n —  l)u= — -r—, 

'  '  '  isvnu 

gefunden  werden;  indem  man  u  =  171%"  =  —  7t  setzt;  die  Summe 

der  zweiten  Bieihe  ergiebt  sich  durch  Differenziation  der  GleichoDg 
17);  man  erhält  nämlich  zunächst: 


\ 


V 
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1««M-|- 3 5m3M-|- 5 «n 5 M-(-.,.r|-(n — l)^i(ii — 1)m 


stnnucosu'  ncosnu 


28in^u  2  8inu 

orin  noch  u  =  md'  za  setzen  ist;  nach  diesen  Angaben  findet  miäß. 
ine  Mühe: 

ttd  vermöge  des  Werthes  von  '9': 


2«n —  2  sin 

n  n 


oc 


'  nsin 

n 


1^ 
toch  Einführung  einer  neuen  Variabelen  z  •=.  aP  und  indem  man 

-r=:  li  setzt,  nimmt  das  erhaltene  Resultat  die  Elegantere  Form  an: 

00  . 

j^      l-f-;?  mnilX 

'O  man  sich  unter  ft  eine  beliebige  Zahl  zwischen  0  und  1  denken 
Etnn,  da  eine  solche  immer  in  einen  Bruch  mit  geradem  Nenner 
5.  B.  Dezimalbruch)  verwandelbar  ist.  Für  z  =^  t^  =  tari^u  und 
II  —  1  =  A  erhält  man  noch : 

00  2^ 

0)  /^,  =  /to«»«d«  =  -5-4v-     ,     1>A>-1. 

^    l-f-«2         c/  2co5|Aä 

Ganz  ähnlich  gestaltet  sich  der  Calcül  für  das  bestimmte  In-^ 
)gral 

ur  ist  hier  zu  beachten,  dass  für  /p  =  1  eine  Unterbrechung  der 
lontinuität  eintritt,  dass  man  also  zunächst  die  Zerlegung 

1—«  00 


omehmen  muss.  Setzt  man,  um  den  Hauptwerth  des  Bitegraks  zu 
rhalten,  c  =  d  =  0,  führt  aber  ini  Uebrigen  die  B«chiiung  g^anTL 
ne  vorfain,  80  findet  sich:  .         •  - 

Seklftmileli,  Audjili.  26 


30G  .Qrp  XV.  §.  74.    Fortsetzung  und  Schluss. 


•21) 


oder  such 


0      ^      ^  nto» 

n 


§.  74. 
Fortsetzung    und    Schluss. 

I.  Ein  in  vielen  Fällen  sehr  brauchbares  Verfahren  zur  Er- 
mittelung der  Werthe  bestimmter  Integrale  besteht  darin,  dass  man 
das  fragliche  Integral  in  Beziehung  auf  eine  darin  voi^onunende 
willkürliche  Constante  erst  differenzirt,  den  Werth  jdes  neuen  In- 
tegrales aufsucht  und  dann  zu  dem  ursprünglichen  Integrale  zurück- 
kehrt.   Aus  der  Gleichung 

h 


«==  I  f(x 


iT-  J  —^^r-^'^ 


a 
folgt  nämlich  unter  der  Voraussetzung,  dass  a  und  h  endliche  von 

r  unabhängige  Grössen  sind : 

h 
dA 

d\ 

a 

und  es  kann  vorkommen,  dass  der  Werth  des  neuen  Integrals  leicht 
aufzufinden  ist;  bezeichnen  wir  ihn  mit  t^,  so  wird 

u  :=  I  Ui  dr-^Const^ 

wo  es  auf  die  Ausfuhrung  dieser   Integration  und    nachher  darauf 
ankommt,  die  Integrationsconstante  zu  bestinunen,  wie  man  aas  den 
nachstehenden  Beispielen  ersehen  wird. 
OL,    Das  gesuchte  Integral  sei: 

oo 

/-fcr   •        ^^ 
X 

0 
Um  in  Beziehung  auf  r  zu  differenziren ,  dürfen  wir  die  gewöhn- 
liehe Regel  nicht  ohne  alle  Vorsicht  anwenden,  weil  die  obere  In- 
tegrationsgrenze unendlich  ist;  dagegen  haben  wir  onmittelbar: 


1) 
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^u  r j^J^iin  rx\  da 

aus  der  Gleichung: 

WO  Q  mit  ^  z  gleichzeitig  verschwindet,  folgt  aber  für  t  -=  xr^  in- 
dem .V  als  Constante  angesehen  wird, 

^ainar  ,  ,     ^ 

mithin 

QO  QO 

—  =    j  e^^cosrx  dx  -\'    I  Q  e^^dx. 
0  0 

Denkt  man  sich  q  willkürlich  gewählt   und  /dr  danach  bestimmt, 
so  ist  der  Werth  des  zweiten  Integrales 


=  <"/ 


«'  ^dx  =  -^; 
0 


mithin  ergiebt  sich  für  p  =  0  und  fc  >  0: 

QO 

du         r  __|u-  k 

-7-  =  I  e    '^cosrx  dz=:~rT—t — r- 
dr       J  ÄJ«4-r2 

0 

T 

Umgekehrt  folgt  daraus  u  =  Arctan  -r — [-  Owwi.;  die  Constante  muss 

sber  =  0  sein,  weil  aus  Nro..l)  unmittelbar  hervorgeht,  dass  u  mit 
r  gleichzeitig  verschwindet.  Wir  gelangen  so  zu  der  Integralformel : 

/  1         8tft  V  X  f* 

2)  /  «~*^ dx^zÄrcUm-T'. 

J  X  k 

0 

Dieselbe  gilt  für  alle  an  sich  positiven  ik,  man  darf  sie  jedoch 
nicht  ohne  Weiteres  für  ifc  =  0  in  Anspruch  nehmen,  weil 
die  vorhergehende  Gleichung  für  ifc  =  0  unrichtig  wird;  dage- 
gen kann  folgende  Transformation  vorgenommen  werden.  Man  setze 

z 
r  =  k^  und  x  =  -rj,  wo  z  eine  neue  Vaiiabele  bezeichnet,  dann  ist 


/ 


0 
lind  wenn  die  bekannte  Gleichung  f  (z)  -=  /(O)  -f-  z  f*  {Bz)  auf 

die  Exponenzialgrösse  unter  dem  Integralzeichen  angewendet  wird: 

20* 
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00      Bz 


A 

0  0 


stnz   - 
-  dz 


-\ 7"  Je       '^  sin  z  dz  ==  Arctan  k. 


Welches  nun  auch  der  Werth  des  positiven  Bruches  S  sein  möge, 
so  ist  doch  aus  der  Integralformel 

00 

e'^^sinz  dz  = 


/■ 


unmittelbar  ersichtlich,  dass  der  Werth  des  zweiten  Integrales  in 
der  vorigen  Gleichung  ein  endlicher  bleiben  muss,  und  daher  ergieht 
sich  far  ib  =  00  : 

00 

sinz 


ß 


dz  =  Arctan  oo  =  1«. 
z  ^ 


0 

Ffir  t  z=z  rx  folgt  daraus,  wenn  r  eine  positive  von  Null  verschie- 
dene Constante  bezeichnet: 

.00 


/sinrx  ^  . 

--dx  =  \n. 


3) 

0 

Dasselbe  würde  man  aus  der  Formel  2)  fiir  ä;  =  0  erhalten,  letz- 
tere gilt  daher  auch  noch  in  diesem  Falle. 
/}.    Für  ein  zweites  Beispiel  sei: 


00 

, — rx 


u  =   It^^ZZl dx. 

Y  X 


■00 

=  je-^^dx  =—     ,         für  r  >  0, 


4) 

0 

Durch  ganz  ähnliche  Betrachtungen  wie  vorhin  leitet  man  hieraus 
die  Gleichung  ab: 

•00 

du 

dr 

0 

derzufolge  m  =  Zr  -|-  Const.  sein  muss.  Da  andererseits  die  Glei- 
chung 4)  unmittelbar  erkennen  lässt,  dass  ti  =  0  wird  für  r  =  1, 
so  ist  Const.  =  0,  also: 

yoo 
^— o; ^—rx 
' dx  =  lt. 

0  * 

Giebt  man  dem  r  zwei  Werthe  a  und  6,  so  ist  durch  Subtraktion 

der  beiden  entsprechenden  Gleichungen: 
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y.    Betrachten  wir  noch  die  allgemeinere  Gleichung: 


. — ox      ^ — hx 


7)  u  =  J^^^-^     ^^^^*-* 


0 


es  ergiebt  sich  zunächst  daraus: 

00 

d 


0 
mithin 

M  =  I K^^  +  «•*)  +  Cona^ 
Zur  Bestimmung  der  Constante  setzen  wir  r  =  0,  wodurch  u  in  das 
unter  Nro.  6)  entwickelte  Integral  übergeht,  also 

l  C^  =  \  l  (6«)  +  ComL 
wird.     Dieser  Bestimmung  zufolge  ist: 


8) 


/ dx  =  \l{-^),    b>0. 


Nehmen  wir  spezieller  a  =  r,6=l,  x  =  — ^so  wird  noch: 

T 


00  2 


9)  /!*"'-'     "  «>*'  1^  =  ^  '  (iT  +  l), 
wobei,  ähnlich  wie  in  a^  für  die  linke  Seite  geschrieben  werden  kann : 

dz     ,    1    1     ~"T 
(e^^ —  cos z) 1 /  ^      ^cosz  dz. 

Z  T  Y 

0  0 

Für  r  =  00   verschwindet  der  zweite  Theil  und  es  bleibt  daher  aus 
der  Gleichung  9)  noch  übrig: 

10)  fe-'-cosz  ^^  _ 

wovon  wir  später  einmal  Gebrauch  machen  werden. 

m.  In  allen  Fällen,  wo  man  mittelst  der  bisher  angegebenen 
Methoden  den  Werth  eines  bestimmten  Integrales  nicht  findet,  blei- 
ben immer  noch  zwei  Wege  zur  Berechnung  desselben,  nämlich  die 
Verwandlung  in  eine  Reihe  und  die  sogenannte  näh erungs weise 
Quadratur. 

Für  die  erste  dieser  Berechnungsweisen  ist  nur  das  Eine  zu 
bemerken,  dass  die  Reihe ,  welche  an  die  Stelle  von  /  (ß)  in 
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b 


f' 


a 
gesetzt  wird,  auch  für  alle  4?  von  x  z=  a  bis  x=h  dem  /(ä)  gleich- 
gelten, also  convergiren  miis:};  findet  diese  Bedingung  nicht  statt,  so 
i<«t  de2$wegeu  .die  Anwendung  der  Reihe  noch  nicht  ausgeschlossen, 
nur  uiuss  man  in  diesem  Falle  die  Reihe  endlich  nehmen  und  ihren 
Rest  hinzufügen.    So  z.  B.  wurde  es  voreilig  sein,  in  dem  Integrale 

J    1— j:      \  X  / 
0 

ohne  Weiteres  1  :  (1  —  x)  =  1  -^   x  ~\-  x^  -\-  . .  in  in/,  setzen  zu 

wollen,  weil  die  Convergeuz  dieser  Reihe  an  der  oberen  Integia- 

tionsgrenze  aufliört;  dagegen  ist  jenes  Integral 

1 

=/ji+x+..+...+x-^+-^j;(4-)d*, 

0 

und  wenn  man  die  einzelnen  Reihenglieder  mittelst  der  Formel  11) 
in  §•  73  integrirt,  so  liat  man  auch 

1 

0 

In  Beziehung  auf'  das  Restintegral  ist  zu  bemerken ,  dass  der  Aus- 

X  Ix 

druck- von  «r  =  0  bis  x  =  1  endlich  bleibt  (er  verschwindet 

1  — X 

für  0?  =  0  und  wird  =  —  1  ftir  a?  =  1),  dass  mithin  sein  Maxi- 

mimi   A  und  sein  Minimum    B  endliche  Grössen   sind;   da   femer 

x^"^  sein  Zeichen  nicht  wechselt,  so  liegt  der  Werth  des  Restio- 
t(3grales  zwischen 

1  1 

Ä  Jx''-^  ^*  =  7  """^  ^  fä^^^  dar  =  - , 
0  0 

liat  also  für  unendlich  wachsende  n  die  Null  zur  Grenze;  aus  diesen 
Bemerkungen  ergiebt  sich: 
1 

0 
Die  zweite  Nähenmgsmethode  entspringt  unmittelbar  aus  der 
geometrischen  Bedeutung  des  bestimmten  Integrales;  betrachtet  msn 
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dasselbe  als  die  Fläche  einer  ebenen  Curve,  so  bieten  die  Lehren 
des  §.66  hinreichende  Mittel  dar,  um  den  Werth  des  Integrales 
init  jedem  beliedigen  Grade  der  Genauigkeit  zu  berechnen.  Zugleich 
ist  hieraus  ersichtlich,  dass  ein  einfaches  bestimmtes  Integral,  dessen 
Constanten  numerisch  bestimmt  sind,  als  eine  völlig  angebbare 
Grosse  betrachtet  werden  kann,  und  daher  muss  eine  unbekannte 
Zahl  von  dem  Augenblicke  an  als  bekannt  gelten,  wo  man  sie  in 
ein  bestimmtes  Integral  verwandelt  hat.  Hiemach  ordnet  sich  auch 
das  Yerhältniss,  in  welchem  die  bestimmten  Integrale  zu  den  Rei- 
hen stehen.  Eine  Gleichung  nämlich  zwischen  einer  endlichen  oder 
unendlichen  Reihe  und  zwischen  einem  bestimmten  Integrale  ist 
einer  doppelten  Auüassung  fähig;  convergirt  diese  Reihe  rasch,  so 
wird  man  ihre  Summe  leicht  durch  gewöhnlich^  Additioh  ermitteln, 
und  man  findet  damit  den  Werth  des  Integrales;  convergirt  aber 
die  Reihe  so  langsam,  dass  eine  grosse  Gliederzahl  vereidigt  wer- 
den müsste,  um  nur  eine  erträgliche  Genauigkeit  zu  erreichen,  so 
wird  man  den  Werth  des  Integrales  mittelst  der  Methode  der  Qua- 
dratur (z.  B.  durch  die  Simpson'sche  Regel)  aufsuchen,  und  gelangt 
damit  gleichzeitig  zur  Eenntniss  der  Reihensumme.  Beispiele  sol- 
cher doppelter  Auflassungen  wird  man  im  nächsten  Capitel  linden. 


Cap.  XVL 
iomiiiitrong  durch  bestimmte  Integrale. 


f.  75. 

Ableitung  neuer  Reihen  ans  frnhereta. 

Kennt  man  bereits  eine  Gleichung  von  der  Form: 

f  (r)  =  2i  -f-  ^  +  ^  4-  ^  + , 

worin  2^0^  Zi^  Zf^  etc.  Funktionen  von  z  sind,  so  lässt  sich  daraus 
durch  Multiplikation  mit  einem  beliebigen  Differenziale  9>(')  dz 
und  durch  nachherige  Integration  eine  neue  Beihenformel  ableiten, 
nämlich 

jFiz)q>iz)dz 

=  rZoq>iz)dz-\-    Cz^q>iz)dz^    Cz^ipCz^dz-^- ...; 

bei  unbestimmter  Integration  wird  dieses  Resultat  oft  etwas  ver- 
wickelt, dagegen  nimmt  es  leicht  eine  sehr  elegante  Form  an,  wenn 
die  Integration  zwischen  bestimmten  Grenzen  vollzogen  wird,  und 
es  erklärt  sich  diese  Erscheinung  von  selbst  aus  der  grösseren  Ein- 
fachheit bestimmter  Integrale.  Einige  Beispiele  mögen  dies  zeigen. 
I.     Wir  gehen  von  einer  Gleichung  der  Form  aus: 

setzen  x  =  uz^ ^   wo    u  eine  beliebige  Constante    bedeuten   möge, 

multipliziren  mit  z^^^  (1  —  z)"*~^  dz  und  integriren  zwischen  den 
Grenzen  z  =  0^  z  =  1,  natürlich  unter  der  Voraussetzung,  dass  die 
Gleichung  von  x  =  0  bisd?  =  M.l  richtig  bleibt.  Wir  erhalten 
rechter  Hand  eine  neue  Reihe,  deren  allgemeines  Glied 
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1 

0 
sein  würde,  wo  sich  die  Integration  ausführen  lässt,  wenn  wir  erst 
r  =  1  —  X  setzen  und  unter  der  Voraussetzung  eines  ^ganzen  po- 
sitiven n  jdie  Formel  4)  in  §.  73  für  a  =  a  -j-  ib^  in  Anwendung 
bringen.  Bei  nachheriger  Division  mit  1.2...  (m  —  1)  ergiebt 
S]£h  das  Resultat: 

1 

0 

_  Ai ,  -4i  ti 

'^(a+2/J)(«+2/J  +  l) («-)-2/J'+j»  — 1)  + 

Die  linker  Hand  vorkommende  Integration  lässt  sich  häufig  dadurch 

ausfuhren,  dass  man  (1  —  «)"*"*  nach  dem  binomischen  Satze  ent- 
wickelt und  dadurch  das  gesuchte  Integral  auf  m  andere  von  der 

Form 

1 

0 
reduzirt.    So  erhält  man  z.  B.  fiir 

/J=l,m=S,/(«)=  jq-^ 

und  a  =  1  die  Gleichung: 

""1.2.3         2.3.4"*     3.4.5         4.5.6    '  ' 

wobei  wegen  des  früheren  1  ^  a  ^  —  1  nunmehr  1  ^  m  ^  —  1 
sein  muss ;  femer  für  a  =  |  nach  Division  mit  8 : 

1  tt  "^    _     ^^      I 

I       K     T    Q  T    a     11      I     ' 


1.3.5        3.5.7    '    5.7.9        7.9.11 
worin  u  wiederum  ein  echter  Bruch  sein  muss. 

n.    Gilt  für  alle  z  von  z  =  0  his  g  =  \n  eine  Gleichung  von 
der  Form : 


4 
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3)  Fiz)  =  Ao-j-A^8in^z-\-Ä4  sin^z-j- , 

so  erhält  man  durch  Multiplikation  mit  dz  und  Integration  zwischen 
den  Grenzen  0  und  |^  mittelst  der  Formeln  8)  und  6)  in  §.  73: 

*)  .  *       JF(t)dz 

0 

Wenden  wir  z.  B.  dieses  Verfahren  auf  die -Gleichung 

1  —  C08Z        1  —  Vi  —  «in'  z 


•Ml  • 


\8ec^\z  = 


sin^  z  sin^  z 


—  2+5""4       r  O  .6     "*"  2.4.6     8     "•" 


an  und  divi^iren  nach  geschehener  Integration  mit  ^9r,  so  gelangen 
wir  zu  dem  nicht  uninteressanten  Resultate: 

|-=i+ia)'+!(i^)+l(i^O'+-:- 

Eine  weniger  spezielle  und  deshalb  an  Folgerungen  weit  reichere 
Anwendung  desselben  Prinzipes  möge  dem  nächsten  Paragraphen 
vorbehalten  bleiben. 


§.  76. 

Die  trigonometrischen  Funktionen  als  unendlich« 

Produkte. 

Die  unter  Nro.  17)  in  §.  34  entwickelte  Gleichung 

coa.=  l-  — ^n^.4-    ,^3^    ^in^z 

_A'a'-2^(A'-4') 

1.2....6  *'**  ^^••' 


gilt  tür  alle  A  und  für  alle  zwischen  0  und  \  n  liegenden  z ;  an  der 
Grenze  dieses Intervalles,  d.h.  fär  2  =  ^^r,  convergirt aber  die  Beihe 
noch,  zugleich  behält  cosXz  seine  Continuität  und  daher  gilt  die 
obige  Gleichung  noch  liir  z  =  \3r.  Durch  Multiplikation  mit  dz 
und  Integration  zwischen  den  Grenzen  r  =  0  und  z  :=  ^x  folgt 
nun  augenblicklich: 
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2.1.  ,       Ä»        XHp—2^ 


oder  fiir  A  =  2ft: 

1  u» 

1)  — «mtt«  =  l  —  -^ 


AH>t^— 2«)(A8— 4«)  . 

2«.4«.6»  "*" ' 


13.2« 

12.22.3» 


Man  könnte  statt  dieser  Gleichung  auch  die  folgende  schreiben,  bei 
der  rechts  eine  endliche  Reihe  gesetzt  ist: 

~  12  12.22  12.22.32  

^  ^2(12_^2)(22— ft2)...(|-n-l]2-^2) 

12.2«.32...n2 


•  •  •  • 


Hier  bedeutet  (p^ii^h)  den  Rest  der  Reihe,  auf  dessen  genaue  Eennt- 
niss  es  nicht  ankommt,  von  welchem  wir  aber  wenigstens  wissen, 
dass  er  fiir  unendlich  werdende  n  verschwindet,  weil  dann  die  vor- 
stehende Gleichung  mit  der  unter  Nro.  1)  verzeichneten  zusammen- 
fallen muss.  Vereinigt  man  die  Glieder  der  endlichen  Reihe  durch 
gewöhnliche  Addition,  so  folgt: 

ft  TT 
_(12_^2)(22— ^2)(32_^2)..,.(n2_^2) 

~  12. 22.32. ...n2 

=('-^)('-f)('-|J>-0-5) 

und  durch  Uebergang  zur  Grenze  für  unendlich  wachsende  n: 

2)  ««^«  =  ^;r(l-^)  (1— |i)  (l-f.) , 

WO   nun  siniijt  unter  der   Form  eines  unendlichen  Produktes   er- 
^     scheint. 

Setzt  man  in  der  vorhergehenden  Gleichmig  erst  n  gleich  einer 
geraden  Zahl  2  m,  dann  =  m  und  schreibt  im  letzteren  Falle  |ft  fiir 
fi,  so  giebt  die  Division  beider  auf  diese  Weise  gebildeten  Glei- 
chungen : 
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=(-^)('-f)(-^)-(-5^> 

und  hieraus  wird  bei  unendlich  wachsenden  m: 

8)  «„|^«=(l— ^)  (l--^)  (l-f  ) 

Die  Gleichungen  2)  and  3)  können  auch  in  den  Formen:   , 
4)  m„=.(l—^)  (j-j^)  (l-J^) 

«  — 0-^)('-Ä)(-^)- 

dargestellt  werden;  für  je  =  \x  erhalt  man  ans  der  ersten: 

Ä     1^  3^  5^ 

2  '  2»  '  4«  •  6«  ""' 
oder  umgekehrt: 

X  2      2      4      4      6      6 


^^  2^1"3'3'5'5'7  

Nimmt  man  in  den  Gleichungen  4)  und  5)  beiderseits  die  na- 
türlichen Logarithmen  und  von  diesen  die  Differenzialquotienten,  so 
ergeben  sich  die  beiden  neuen  Formeln: 

1_  2x 2a  2x 

7}cotx—    ^  ^2_j.2  —  (23r)2  — jr2  ""  (3ä)«  — jr«~"'"'' 

um  eine  ähnliche  Reihe  för  co«ec  x  zu  erhalten,  vereinigen  wir  die 
nach  Nro.  8)  gebildete  Gleichung: 

j     ix        . 4« .  44?  j^ 

mit  der  Gleichung  7)  durch  Addition,  wobei  linker  Hand  die  For- 
mel cot  X  -{-  tan  \x  =  cosec  x  zur  Anwendung  kommt;  es  ist  dann: 
1      ,        2x  2x  ,  2x 


X    '  «2— «2      (2jty—x^  '  iSxy—x^     

Daraus  folgt  noch  eine  Reihe  für  die  Sekante,  wenn*  man  der  vor- 
stehenden Gleichung  die  Form: 
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MC  «  =  —  4-  \— —\  —  i— ^ 1       } 

A.\^ L      , 

giebt  und  nachher  \7C  —  a?  an  die  Stelle  von  a  treten  lässt;  man 
erhält  durch  Vereinigung  der  entsprechenden  Glieder: 

10)  sec  X  =  ,,    ^,      ^,  —  ,.^,      ^,  4- 


Sehr  nahe  liegt  hier  der  Gedanke,  die  soeben  gewonnenen 
Resultate  mit  den  früheren  in  §.  88  entwickelten  Formeln  zu  ver- 
gleichen; hierzu  bedarf  es  nur  einer  Umwandlung  der  vorigen  Rei- 
hen in  Poteuzenreihen ;  wir  wollen  dieäe  an  der  Gleichung  7)  zei- 
gen.   C  lobt  man  ihr  die  Form : 

1 2a^  1  2a  1 

a  ä2 


-{ff  ''"' ^-{fj 


2tt 


(3«y 


\Sft) 


und  setzt  —  als  echten  Bruch,  also  ä  >>  j?  >  —  9t  voraus,  so 
kann  jedes  einzelne  Glied  mittelst  der  Formel : 

in  eine  unendliche  Reihe  verwandelt  werden ;  darauf  lassen  sich  alle 
die  Glieder  vereinigen,  welche  gleiche  Potenzen  von  a  enthalten, 
und  es  entsteht  so  die  neue  Gleichung: 

in  welcher  zur  Abkürzung  gesetzt  wurde : 

11)  —  +  —  +  —  +••••  =  ^m. 

Aus  der  Vergleichung  mit  der  Formel  10)  in  §.  33  folgt: 

1  ^ 2_  ^ 

1.2.8...(2n)  ^2n-l—   ^2n '^«n, 

worin  eine  direkte  Bestimmung  der  Gotangentencoefßcienten  liegt. 
Setzt  man,  wie  es  gewöhnlich  ist, 

22n     —  -^2n-l, 
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and  nennt  B^f^^^i  die  Bemoullische  Zahl  des  Index  2  n  —  1,  so  geht 
die  vorige  Oleichong  in  die  folgende  Aber: 

^^^  l2nrr  22n  ^  32n  ^  1.  2.3  ..  .(2n) 

und  die  Cotangentenreihe  lautet  dann: 

1  22J5i  2*^3     .  2«^6      ^ 

«  >  «  >  —  n. 

Wendet  man  dieselben  Transformationen  auf  die  übrigen  Gleichuor 
gen  8),  9)  und  10)  an,  so  ergeben  sich  ganz  ähnliche  Resultate, 
nämlich  aus  Nro.  8): 

1*>  l2„  +  32„ -1- 52„ -+-•••- *      1.2. 8... (2«)     ' 

'  1.2  '    ^  1.2.8.4     * 

Ferner  aus  Nro.  9) : 

,„  J__2.    .    J ,(2^"-2)J^_i»'^ 

^''^  l2»        22"  """s*"      *     1.2.3...(2n)     ' 

endlich  aus  Nro.  10): 

l  1  1  T^n'^'*+^ 

^^>    ^M^l  -  p;H=i  +  g2;;R  — •—  i.2...(2n).22«+2' 

worin  Tq,  T2,  7*4,...  die  Coeflficienten  der  Sekantenreihe  bezeichnen. 


§.  77. 
Die  Beste  der  Reihen  von  Taylor  und  Mac  Laurin. 

I.    Bezeichnen  wir  mit  F(jaß)  die  Summe  der  n  gliedrigen  Reihe 
so  ist  nach  §.  30 : 
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dx  1.2.3..(n— l)'      ^^' 

mithin  umgekehrt  durch  Integration : 

Um  die  Constante  zn  bestimmen,  setzen  wir  ^  =  j?,  dann  4?  =s  a 
und  subträhiren  die  beiden  so  entstehenden  Werthe  von  F(a) ;  ist  nun 

p^^(jß)  stetig  von  «  =  o?  bis  a?  =  a,  so  ist  es  auch  das  Produkt 

(a— j?y*— ^/'»)(i?)  und  die  Differenz  F(x)  —  /^(a)  besitzt  in  die- 
a^em  Falle  denselben  Werth  wie  das  bestimmte  Integral: 

X 

J    1.2.3...(n— 1)       • 
Vermöge  <ler  Bedeutung  von  F{x)  giebt  dies : 

wobei  wir,  um  Verwechselungen  vorzabengen,  statt  der  rechten  Seite 
das  Integral 

setzen  wollen.  Für  a  —  o?  =  ä,  also  a  =  x  -{-  h  geht  die  vange 
Gleichung  in  die  folgende  über: 

a^fÄ 

deren  Gültigkeit  an  die  Bedingung  gebunden  ist,  dass  p^\u)  stetig 
büibt  von  m  =  o?  bis  m  =  o?  -)-  ä.  Gewöhnlich  giebt  man  der 
Gleichung  1)  die  Form: 

2)  /(*  +  h)  =/(x)  +  -^  /'  (X)  +  j^f"  (X)  4- ...  . 

•••^1.2...(n— 1)'  W-T'tn» 
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wo  Bf^  den  Best  der  Beihe  bezeichnet;  derselbe  ist; 

oder  aber,  wenn  man  statt  u  eine  neue  Yariabele  t  =i  u  —  a  ein- 
führt, also  tt  =  «  -|-  <  und  du  =z  di  setzt: 

Ans  der  Gleichung  2)  wird  für  «  =  0  und  indem  man  nach- 
her X  für  A  schreibt: 

/(«-1)(0)     ^^, ' 

•"^"l.2...(n— 1)  "•"    * 

wobei  /'"'(«)  von  u  =  0  bis  m  =  «  stetig  bleiben  muss;  flüp  den 
Best  der  Beihe  hat  man: 

X 

^  '^      ^  1.2...(n— 1/      ^^ 

Die  in  {•  30  angegebene  Form  des  Bestes  der  Taylor'schen  oder 
Mac  Laorin'schen  Beihe  ist  aus  diesen  Integralen  leicht  herznleiten, 
indem  man  von  den  Formeln  des  Abschnittes  IL  in  §.  70  Gebrauch 
saoht. 

n.  Eine  wichtige  Anwendung  dieser  Bestformeln  ist  folgende. 
Wir  bezeichnen  F(x-^h)  —  F(x)  kurz  mit  /JF(jaci)  und  geben  der 
Gleichung  2)  folgende  Gestalt: 

^F(.)  =  -j-F'(.)+-^y"(.)+...+  -j-^^f<")(.) 

in  dieser  setzen  wir  gleichzeitig 

F(x)=/(x}  ,  /'(x)  ,  r  (X)  ,  .../(2''-l)(x) 
m=2n    ,  2n — 1,  2n — 2,  ...       1 

und  erhalten  so  die  folgende  Beihe  von  Gleichungen : 


I 
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^/(.,=-/.(.)+-/"<.)+..;..+j^A__/«(,, 

h  '        h^  A^W —  1 

Ä 


+/SäS/<^"^"c-W^., 


^    -._..(2n— 1) 
^/"(*)=-/«(*)+-/IV(,)  + 4.____/2„)(,), 


+/feS?/=*^-'<-+**^' 


^    .._..(2n-2) 

•  •  •  •••  •  •  •  •  •  •* 

h 

^/2»-l)(«)=A/2»)(^)+yÄ:pi/2«+l)(^+t)dt.      , 

0 

Wir  addiren  i^lle  diese  Gleichungeii,  nachdem  wir  die  zweite^ 
mit  Äih^  die  dritte  mit  ^^3,...  die  letzte  mit  uägy^^jÄ^^""^  tnultl- 
plizirt  haben,  wo  Ai,  As-"  J^n-t  S«^»«  i^bher  zu  bestim- 
mende  ZaiAea  bedeuten.  Durch  Vereinignng  der  gleichartigen 
Gtössen  wird  jetzt 

J/iai)  +  Äi  h  Jf  («)  +  -4  Ä»  ^/"  («)  +  ... 
+  Ll...(2n)+l..(2n—l)"'"l..(2n— 2)  "•"••• 

/ 

SohlOmlloh,  Analyilt.  21 

ä 


...+^|li]A2ny.(2»)(,5 
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■^j^  Ll..(2n)  "*"  1.2..(2n— 1)"^   1.2..(2n  — 2)  "•"*'• 

'  ■■■+^--'T'''~''W"  w  ^. 

Die  noch  willkfirlich^n  Coefficienten  ^i ,  ^ , . . .  ^^^x   wollen 

wir  80  wählen,  dass  die  mit  äV"(^),  h^ r*(ßD)  ...J?^f^^^^ix)  ver- 
sehenen  Glieder  verschwinden ;  wir  setzen  also : . 

1.2^  1 

1.2.8^  1.2~  1  ■ 

|lt2.3.4~1.2.3   '"1.2T   1 

l — + ^ +...+fü^4.f!5z:l=o, 

1.2..(2n)^l..(2n— 1)^      ^    1.2  ^       1  ' 

und  diese  Bestinunung  ist  jederzeit  möglich,  weil  diese  G-leichungen 
sammt  und  sonders  vom  ersten  Grade  sind.  Die  vorhergehende 
Differenzensomme  vereinfacht  sich  jetzt  bedeutend;  bezeichnen  wir 
zur  Abkürzung  wie  folgt: 

^  1.2..(2n)~'~  1.2..(2n— l)"*"   1.2...(2n— 2)  """  •**     . 

...-j  7 ^ 9 

SO  ist  bei  umgekehrter  Stellung; 

h 

0 

Diese  Gleichung,  welche  nur  voraussetzt,  dass /(^'*"^^^  (ti)  von  tt  =  * 
bis  tt  =  a?  -(-  Ä  stetig  bleibe,  gestattet  einige  Transformationen,  die 
wir  an  dem  Spezialfälle  n  =  2  durchfähren  wollen;  man  vdrd  dar* 
aus  zugleich  ersehen,  wie  jeder  andere  Fall  zu  behandeln  sein 
würde. 

Für  n  =  2  ergeben  sich  aus  Nrb.  7)  die  Werthe  Äi  =  —  |, 


% 
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i^  =  j^^  ^  =  0,  axu  Nro.  8)  erh&lt  man  J  =  ^(^— 0'^)  »"^ 

hinifft: 

h 

0 

Der  Betrag  des  Integrales  lässt  sich ,  wenn  auch  nicht  genau, 

joch  näheningsweise  mittelst  der  Beziehung 

l  h  h 

.    o  a  a 

finden,  in  w«kbor  ^  und  ^  das  Maximum  und  Minimum  von  (p(i) 

bezeichneioi  önid  ^(0  eine  positiv  bleibende  Funktion  ist  (S*70,  11.); 

man  kann  nimlich  entweder  ^(O  =  /^  («-|-t),  ^(t)  =  (h  —  ty  f^ 

setzen  oder  auch  umgekehrt  q>(i)  =  (h — 0***i  ^(0  =/^  C^'+'O 

nehmen,  wobei  aber  im  letzteren  Falle  /^  (^-f-0   positiv   bleiben 

muss  von  /  =  0  bis  t  =  A ,  was  sehr  häufig  der  Fall  ist.    Bleiben 

wir  bei  den  letzten  Substitutionen  stehen,  so  wird  Ä=^h\  ^=0, 

also: 

h 

0 
und  man  kann  demnach  den  Werth  des  Integrales  mit 

bezeichnen,  wenn  0  ein  positiver  echter  Bruch  ist.  Aehnliche  Be- 
trachtungen würden  für  den  Fall  gelten,  wo  /^  («+0  negativ  wäre 
Von  t  =  0  bis  <  =  Ä  (es  würde  sich  in  der  That  nur  das  Vorzei- 
chen ändern),  und  wir  können  daher  die  Gleichung  1D>  unter  folgen* 
der  ji'orm  darstellen : 

A/'W=/(*+A)-/(4r)-  |Ä[/'(4?+A)-/'(«)] 
+ÄA«  [/"  (*+  A)-r (^)]-2^A*[/iv  (^  4-  Ä)  _/iv  (^)}^ 

^obd  /^  (u)  endlich,  stetig  und  vou  gleichem  Vorzeichen  sein  muss 
^erhalb  des  Intervalles  m  =  ^  bis  «  =  «-}"  A.  Setzt  man  noch 
/*.(«)  s=s  ^(tt),  so  wird  aus  der  vorigen  Gleichung  die  nach- 
^hende: 

h^(äf)=z  r(p(u)du^lh[tp(x-^K)—q)(xy] 

X 

+ÄÄ»[9'(*+Ä)-g)'(*)]-^^A*[9"'(*-|-»)-9»«'(*)], 
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vorausgesetzt,  dass  ip^(u)  innerhalb  der  Grenzen  u=  a  bia  ti  =  j? 
-f-  h  endlich  und  stetig  bleibt  und  ausserdem  keinen  Vorzeichen- 
Wechsel  erleidet.     Wir  nehmen  noch  s  der  Reihe  nach  =  a,  a-f-A, 

a-j-  2A,  .  .  .  a  -{^  n  —  lA  und  addireü  alle  so  enftstehenden  Glei- 
chungen, wobei  sich  die  Integrale  zu  einem  einzigen  Integral  zu- 
sammenziehen lassen ;^wir  erhalten  nämlich: 

11)       Ä|9(a)4-9(a-f  Ä)  +  9(a+2Ä)+...+^(a--J-n^=niÄ)| 

+A»':?>'(<"+"»)-»'(«)l-^5j7j5*'S, 

^oiS  den  Ausdruck:  "  t 

*  .'■      • 

. .  .-f  »n-l  C9)'"(«+«Ä)-  9"'(«+i^^=^Ä)] 
bedeutet;  der  kleinste  Werth ,  den  u  bekommen  hat,  isto,  dergrosste 
ö'  -}-  hÄ;  die  Gleichung  11)  besteht  daher  nur  dann,  wenn  9)^  (u) 
stetig  und  endlich  bleibt  von  u  =  a  hia  u  =  a  -^  nh  und  zugleich 
dasselbe  Vorzeichen  behält.  Ebendeswegen  beträgt  der  absolute 
Werth  von  S  weniger  als  Das,  was  aus  Nro  12)  für  ö  =  81 
=  ®2  •••  ®n— 1  ^^=  ^  werden  würde  und  ist  also  S<i  9'"(a-{-nÄ) 
—  g)'"(a),  oder  S  ==  #  [9'"(a-|-nÄ)  —  9'"(a)],  wo  9  wiedemm 
einen  echten  Bruch  bezeichnet.  Schreiben  wir  endlich  a  und  / 
für  u  und  (p ,  so  haben  wir  nach  allen  diesen  Bemerkungen  den 

Satz-  /      "  . 

IS)       ÄJ/(a>+/(a.fÄ)+/(a-f2Ä)-f...+/(a4.^S^:r-U)j 

=  ffCäOdd^lh\JCa+nK)—/Cä)'] 
ä 

und  zwar  muss  /^(«)  endlich,  stetig  und  von  gleichem  Vorzeichen 
sein  innerhalb  des  Intervalles  x  =z  a  bis  x  =  a  '■\-  nh* 


I: 
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il,  =  ^^  id,  =  0,  ans  Nro.  8)  erhält  man  J=  ^(A— QSfS,  mit- 

hin  ist: 

k 

10)  Ä/'w+Ä  AÄ-*)»^«/^(*+od« 

Der  Betrag  des  Integrales  lässt  sich,  wenn  auch  nicht  genau, 

4och  näherungsweise  mittelst  der  Beziehung 

l  h  h 

,   a  a  a 

finden,  in  weleher  Ä  und  B  das  Maximum  und  Minimum  von  q)(t) 

bezeichnen  und  ^(Q  eine  positiv  bleibende  Funktion  ist  (§.70,  ü.); 
man  kann  nämlich  entweder  9(0  =/v  (a?-|-0?  ^(0  =  ^  — 0^  <* 
setzein  oder  auch  umgekehrt  q>(]t)  =  (h — tyP^  ^(0  =/^  (*"f**0 
nehmen  y  wobei  aber  im  letzteren  Falle /^  (df-j-Q  positiv  bleiben 
muss  von  i  =  0  bis  i  =  A,  was  sehr  häufig  der  Fall  ist.  Bleiben 
wir  bei  den  letzten  Substitutionen  stehen,  so  wird  iL=^A^,  ^=0, 

also: 

h 

^Ä4[/iV(^Ä)-/iV(^)]>y*(Ä-0««*/^(*+0^«>.0, 

0 
und  man  kann  demnach  den  Werth  des  Integrales  mit 

®ÄA*[/^  (*+A)  -  /"^  (*)] 
bezeichnen,  wenn  0  ein  positiver  echter  Bruch  ist    Aehnliche  Be- 

tirachtungen  würden  für  den  Fall  gelten,  wo  /^  (flf-f-O  negativ  wäre 
von  t  ==  0  bis  t  =  Ä  (es  würde  sich  in  der  That  nur  das  Vorzei- 
chen ätidern),  lind  wir  können  daher  die  Gleichung  10>  unter  folge&«> 
der  ^orm  darstellen: 

Ä/'(*)=/(*+A)— /(*)  —  |A[/'Gr-j-Ä)--/'(«)] 

+&Ä'  [/"  (*  +  Ä)-/"(*)]-2^A*[/v  ix  +  h)  -/iv  (x)}^ 

wobei  /^  (u)  endlich,  stetig  und  vou  gleichem  Vorzeichen  sein  muss 
innerhalb  des  Intervalles  u  =  ^  bis  u  :=  a  -^  h.  Setzt  man  noch 
f[(u)  =s  f)(u),  so  wird  aus  der  vorigen  Gieiohung  die  nach- 
stehende: 

Ä9(ä?)—  rq>(u)du—\hlq)ix-\'K)—q>(ay] 

X 

+ÄÄ«[9»'(«+Ä)-9)'(«)]— j£j^*[9'"(«+Ä)-9«'(,)], 


Sl' 


ä 
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das  zn  berechnende  Integral  nöthigenfalls  dnreh  Theilung  des  Inte- 
grationsintervalles  in  andere  Integrale  zerlegen,  innerhalb  deren 
Grenzen  jene  Bedingungen  erfüllt  sind 

n.  So  wie  vorhin  die  Gleichung  1)  zur  Beredmung  eines  be- 
stimmten Integrales  mittelst  einer  Summe  diente,  so  kann  auch  imi- 
gekehrt  die  Summe  durch  das  bestimmte  Integral  ausgedrfickt  wer- 
den. Setzen  wir  a  =  ^  =  1,  und  addiren  beiderseits  /(»4~  ^)9  ^ 
wird: 

/(l)-|-/(2)4-/(»)+- ••+/(«+!) 

=  J/is)  dx+\\/in-\- 1)  +/(1)  j 
1 

+  Ä  j/'  («+  1)-/'  (1)  j-  -gfj  j  /"'  («+  1)  -  /'"  (1)J, 

oder,  wenn  wir  n  -\~  1  mit  p  bezeichnen  und  auflösen : 

/(l) -|-/(2)+/(8)+. .  .+/(p) 

oder  durch  Yereinigung  der  von  p  anabhängigen  also  ooiutanteii 
Grössen  m  einer  emsigen  Constanten  K: 

«)  /(l)+/(2)+/(8)+-.  •+/(?) 


=^+// 


/(«)d«  +  i/(p)-|-ij/»o>)-^/'"(p). 


Bedingung  für  die  Gültigkeit  dieser  sehr  brauchbaren  Formel  ist, 
dass  /^^  {tt)  endlich,  stetig  und  von  gleichem  Vorzeichen  bleibe  inner- 
halb des  Intervalles  ^  =  1  bis  «  =  p.  Ein  paar  bemerkenswerthe 
Beispiele  sind  folgende : 

a.     Mit  der  Annahme  /(je)  =  —  genügt   man    den   angege- 

X 

benen  Bestimmungen  und  zwar  für  jedes  beliebige  ganze  p  >  1; 
es  ist  daher 

4  J  +  5  +  ^  +  -  +  -7 

WO  ei  noch  aui'  die  Be^timmu.ig  der  Cundtauten  K  ankommt.  Schafft 
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man  /p  aaf  die  linke  Seite  und  lässt  darauf  p  ins  Unendliche  wach- 
sen ,  so  verschwinden  rechts  alle  Glieder  bis  auf  K  und  es  bleibt 

5)  i«njj  +  |+...  +  -i--/pj=Ä 

Dass  nun  die  angedeutete  Grenze  einen  bestitnmten  endlichen  Be- 
trag hat,  kann  man  auf  folgende  Weise  sehen.  Der  in  Nro.  5)  ein- 
geklammerte Ausdruck  werde  mit  ^(p)  bezeichnet,  so  ist 

und  da  ausNro.  13]  in  §.30  hervorgeht,  dass  bei  echt  gebrochenen  x 
jederzeit  l\— —  )  >  ^  sein  muss,  so  wird  die  vorstehende  Diffe- 
renz negativ  oder  ^  (p  -(-  1)  <C  ^  (p)  >  ^e  Funktion  ^  (p)  nimmt 
also  ab,  wenn  p  wächst.  Andererseits  giebt  die  Ungleichung 
«  >>  /  (1  4-  ^)i  welche  aus  Nro.  3)  in  §.  32  hervorgeht,  füra?=|, 

I ,  .  • . folgende  Beziehungen : 

vereinigt  man  sie  mit  der  Gleichung  x  =  ^  durch  Addition,  so  folgt 

l4-J  +  l+..-+y>^(^)+i, 

und  durch  Subtraktion  von  Ipi 

1('(P)  >  1  —  ^  2  +  /  (l+— )>  1  —  Z2. 

Die  Abnahme,  welche  ^(p)  bei  unendlich  wachsenden  p  erleidet, 
geht  also  nicht  ins  Unbestimmte  hinein,  und  demnach  ist  Lim  ifCp) 
=  K  eine  bestimmte  zwischen  \  —  H  =  1  ujnd  1  —  12  =z  0,8.. 
liegende  Zahl,  genauer 

6)  Ä*=  0,57721566490..., 

wie  sich  bei  wirklicher  Berechnung  mittelst  einer  grossen  Zahl  p 
finden  lässt. 

Den  vortheilhaffcen  Gebrauch  der  Formel  4)  möge  das  Beispiel 

«ft*     1  1         1 

p  =  1000  zeigen ;  das  Restglied  -tt  — 7  <C  -TT  "TT^Tr^"^  ist  dann  so 
•^  (54   p*        64    1000^ 

klein,  daas  es  auf  12  Dezimalen  keinen  Einfiüss  ausübt;  sind  also 

K  und  Ip  auf  12  Dezimalen  bekannt,  so  ergiebt  sich  hieraus  die 


828         Cap.  XVL  §.  78.    Amwendmigeii  des  vorigen  TbedfeBMs. 

'^'^"™°®  1  H~  f  ~4~  "•  ~}~  W6  ^"^  ebensoviel  Stellen  genau;   sie  iii 
7,48547086... 

ß.    Die  Annahme  f(a)  =  Ix  genügt  gleich&Us  den  aofgestell- 
ten  Bedingungen  für  jedes  p  I>  1 ;  sie  giebt 
7)  n  +  /2  4-  ...  +  lp  =  l(1.2.S...p) 

Für  die  Bestimmung  der  Gonstante  erinnern  wir  zunächst  an  die 
identische  Gleichung: 

^'        2. 4. 6. ..(2^)        2^-1. 2.3. -3 

aus  welcher  die  nachstehende  folgt: 

2. 4. 6. ..(2g)      _  2^(1.2. 3. ..g)» 

1.3.5...(2g— 1)  ~     1.2. 3-. ..(2^)  ' 
Wir  nehmen  beiderseits  die  natürlichen  Logarithmen,  wodurch  rechts 

der  Ausdruck  2ql2  -j-  2Z(1.2..g)  — Z(l  .2..-2g)entsteht,  und  be- 
nutzen die  Gleichung  7),  indem  wir  zur  Abkürzung 

^^  p  192  j?3  —    p 

setzen;  wir  erhalten  so: 

(i.al°.(2f-.))-^-l"+t'»+'«,-^, 

oder  nach  Multiplikation  mit  2  und  Subtraktion  von  l(2q-^l): 

(    2».4».6»...(2g)^    _l_\_K_i2 
\1.3«.5«...(2g— 1)*  2g+l/ 

Für  unendlich  wachsende  q  hat  die  linke  Seite,  die  unter  der  Form 


l(  1.    1  £.  1  2g  2q    \ 

\  1     3  *  3     b  '"  2q—l    2qX-l) 


2g— 1    2g-f- 

dargestellt  werden  kann,  l(\7C)  zur  Grenze,  rechter  Hand  verschwin- 
den — ,  Rg  und  Ä2gi  68  bleibt  daher  l(\7C)  =  2K — :  2  Z2,  wor- 
aus K=  |Z(2ä)  folgt.     So  ist  nun: 
8)  ia'2.3...p)  =  \li27t)-^(p  +  l)lp—p 

^^^  p  192  p^' 

und  diese  Formel  wird,  wie  die  vorige,  um  so  brauchbarer,  je  grösser 
die  Zahl  p  ist. 
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Benutzt  man  Bp  wieder  zur  Abkürzung,  so  ist  durch  Bückgang 
zu  den  Zahlen 


9) 


1  .  2  .  3  .  .  .  jp  =  V27Cp  f-S-J    e  ^ 


Vermöge  der  Bemerkung,  dass  der  Binomialcoefficient  jXj^- eines 
ganzen  Exponenten  ^  unter  der  Form 

,  1*2*0«*««»«|X 

1.2.3..  Qi  —  k)  .  1  .  2  .  .  .h 
dargestellt  werden  kann,  folgt  aus  Nro.  9)  noch  das  Resultat: 

10)     uj.  =  -74= =— *=- r  e  ^      *^       ^      , 

^        VJ^lJ^+^Cfi^kr-^+l 

welches  für  die  Wahrscheinlichkeitsermittehmg  bei  oft  wiederholten 
Versuchen  von  Werth  ist. 


§.  79. 
Die  periodischen  Reihen  von  Lagrange. 

Eine  der  interessantesten  und  zugleich  ein&chsten  Anwendun* 
gen  der  Theorie  bestimmter  Integrale  bildet  die  Untersuchung  der 
Umstände,  unter  welchen  sich  eine  gegebene  Funktion  von  a  in  eine 
Reihe  von  der  Form 

Aq  -\-  Ä1CO8X  -f-  Ä^cos^x  -j-  A^cosSa  -|-  .  .  . 
oder  von  der  entsprechenden  Form 

^1  sina  -f-  JB2 5271 2 a?  -f-  ^3  «in 3 0?  -f-  .  .  . 

verwandeln  lässt.     Die  ganze  Betrachtung  beruht  auf  einigen  Fun- 
damentalsätzen, die  wir  zunächst  erörtern  müssen. 

I.  Wenn  f(t)  eine  von  t  =  a  bis  t  z=  b  continüirliche  Funk- 
tion von  t  bezeichnet,  so  folgt  aus  der  identischen  Gleichung 

/*     '  coskt      1  r 

f(t)  sinkt  dt  =  —  /(O  -j-  4-  -7- /  /(O  coskt  dt 

augenblicklich  die  nachstehende 

6  & 

/'.,x   .  ,     .         fiä)coska—f(h)co8kh    ,      1     T 
f(t) sinkt  dt  ztz-OlI _-£L^ 1-  —  I  f(t)co8ktdt. 

a  a 

Unter  der  Voraussetzung ,  dass  /'  (t)  von  t  =  a  bis  <  =  ft  po- 
sitiv bleibt,  also  f(t)  innerhalb  dieses  Intervalles  nur  wächst,  kann 
man  auf  das  Integral  rechter  Hand  die  Erörterungen  in  Nro.  K^  des 
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f.  70  för  if(äi)  z=z  f(x)  und  fp(jß)  =  co9hM  anwenden,  indem  man 
1  als  den  grössten  nnd  —  1  aU  den  kleinsten  Werth  von  eo9hm  oder 
eosht  ansieht;  es  folgt  dann 

h 

und  man  darf  daher  dea  Werth  des  Integrales  mit  6[/(6) — /(a)] 
bezeichnen,  wo  a  zwischen  — 1  und  -f-l  Hegt.  Die  nunmehrige 
Gleichung 

fm^inict  dt = ^^^>^^'''''  7  ^^^^''''  + .  ^(^)  -  /(") 

a 
^bt  za  erkennen,  dass  für  unendlich  wachsende  k 

h 

1)  Lhn    ff(t)smkt  dt=0 

a 
sein  muss,  wenn  f(f)  eine  von  t  z=z  ahis  t  =  b  nur  wachsende,  ste- 
tig und  endlich  bleibende  Funktion  ist.  N&hme  /(O  während  des 
Integrationsintervalles  beständig  ab,  so  würde  das  Theorem  1)  zwar 
nicht  auf  /(Q ,  wohl  aber  auf  die  Funktion  /(a)  —  f(f)  passen  und 
es  ist  dann 

L*^  I  [/(ö)  —  /(O]  smhtdt  =  0, 

a 
d.  h. 

h 

i/(^) 1 /  f(f)^nktdt  \  =  0. 

a 

Da  der  vom  Integralzeichen  freie  Theil  verschwindet,  so  folgt 
auch  für  eine  abnehmende  endlich  und  stetig  bleibende  Funktion 

h 

Lim  I fCt)8inktdt  =  0^ 

a 
und  die  Gleichung  1)  gilt  nunmehr  für  beide  Falle.  Wenn  die 
Funktion  f(t)  innerhalb  der  Integrationsgrenzen  bald  wächst,  bald 
abnimmt,  also  zwischen  a  und  b  verschiedene  Maxima  und  Minima 
erreicht,  so  denke  man  sich  die  Stellen  t=  ti^  t2^ ...  t^  aufgesucht, 
an  welchen  jene  Maxima  und  Minima  eintreten  und  zerlege  darauf 
das  in  Bede  stehende  Integral  folgendermaassen : 


V 
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/(()sinhtdt 


/' 


a  « 

h 


•    t,  L  h 

=  I  f(!^9mhi  dt -^^  jfif)  sinkt  di-^-...-^  jf(i^ 

a  ti  tm 

Innerhalb  der  rechts  vorkommenden  Intervalle  ist  die  Funktion 
/(O  jedesmal  eine  abnehmende  oder  eine  wachsende;  für .  unendlich 
werdende  k  verschwindet  daher  jedes  Integral  rechter  Hand  und  es 
bleibt  eine  Gleichung  von  der  Form  Nro.  1)  Übrig,  für  deren  Gül- 
tigkeit nur  noch  erfordert  wird ,.  dass  /(Q  stetig  und  endlich  bleib<> 
von  t  =  a  bis  <=&.  Aber  auch  die  Bedingung  der  Stetigkeit  lässt 
sich  eliminiren;  erleidet  nämlich  /(Q  zwischen  a  und  b  Unterbre- 
cbtingen  der  Continuität,  etwa  für  t  =  Ti,  %,  .  •  .  t,^,  ohne  jedoch 
unendlich  2n  werden,  so  ist  das  fragliche  lotogral  gleich  der  Summe 

der  Integrale 

ti — 0  T, — 0  h 

I  f(t)  sinkt  dt -^  I  f(t)  sinkt  dt-{'...-\- Jf(t)  sinkt  dt\ 

in  jedem  Integrale  für  sich  betrachtet  bleibt  f(t)  stetig  und  endlich ; 
für  ib  =  00   verschwinden  daher  die  Integrale  und  es  ist  wiederum 

2)  Lim    I  f(t) sinkt  dt  =  0, 

a 
und  das  Bestehen  dieser  Gleichung  ist  jetzt  nur  an  die  eine  Bedin- 
gung gebunden ,  dass  /(Q  von  t  =  ä  hia  t  :=  b  endlich  bleibt.  — 
Durch  eine  völlig  analoge  Betrachtung  lässt  sich  nachweisen,  dass 

unter  derselben  Determination  die  entsprechende  Gleichung 

h 


3)  Lim    I  f(t)  cos  ht  dt  :=  0 


ß 


a 


gelten  muss. 

Für  das  Folgende  denken,  wir  uns  k  als  positive  ungerade  Zahl 
und  setzen 

f^^  = iÄu — ' 

wo  M  eine  beliebige  Constante  und  F(%i)  eine  von  u  '=z  x-^a  \A» 
u  =  a-\-b  endlich  bleibende  Funktion  bezeichnet.  Nehmen  wir 
a  =  0  und  b  <^  x^  so  wird  /(Q  unter  den  gemachten  Voraussetzuno 
ffen  nicht  unendlich  und  ea  ist  daher 

i 
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ZÄ«  /^H  ^<'-^<>-^»>  d«  =  0, 

0 
oder  durch  Integration  der  einzelnen  Theile: 

h  h 

4)         i^tm    f?^Fix-^i)dt  =  F(ji).Lm    f^  dt. 
0  0 

Um  den  Grenzwerth  rechter  Hand  zu  finden,  zerlegen  wir  wie 
folgt: 

und  bemerken,  dass  nach  Nro.  2)  das  zweite  Integral  rechter  Haod 
für  unendliche  h  veraebwindet,  weil  cosect  von  t^=z\fC  bis  t:=ih<^% 
endlich  bleibt.     Vermöge  der  bekannten  Summenformel 

—     .],  =  1  +  2  J  co52«-|-  CM4t  4-  .  .  +  cos^nt 

sint  ( 

findet  sich  augenblicklich  für  2n-|-l  =  ib: 


J    « 


-— -  dt  =  iar, 

0 
und  nach  diesen  beiden  Bemerkungen  zusammen: 

6  In 

_.       r sinkt   ,  ^;      1  sinkt-  ,  ^  ^,   ^ 

J    sint  J    sint  ^ 

0  0 

Die  Gleichung  4)  gestaltet  sich  nun  zu  folgendem  eigenthüm- 

lichen  Theoreme: 

h 

5)         Lim    f^^  F{x-\-t)  dt  =  \nF(jc),     0<6<«. 
c/     sint 
0 

Für  6  =  Ä  gilt  dasselbe  nicht  mehr ,  weil  der  für  f(f)  substi- 
tuirte  Ausdruck  f ür  <  =  ä  =  ä  unendlich  werden  würde;  man  hat 
in  diesem  Falle 

n  an  n 

/sinkt  „,     ,    ,  ,  I  sinkt  „,     ,    ,  ,      ,     C^inkt  ^,    , 

0  0  1» 

setzt  man  im  zweiten  Integrale  rechter  Hand  (  =  ff — 7,-30  yer- 
delt  es  sich  wegen  des  ungeraden  k  in 
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0  In 

/sinkt  _,,     ,  .  ,  f  sinkt  — ,     , 

-T—  ^(ar-f-jr  — r)rfr  =±=  /  -r--  if-Cay+Ä— t)dir, 
Mit  r  ^    stn  t 

wobei  wir  wieder  t  für  t  schreiben  können,  weil  in  einem  bestimm- 
ten Integrale  nichts  auf  die  Bezeichnung  der  Integrationsvariabelen 
ankommt;  die  vorige  Gleichung  lautet  jetzt 

/sinkt  „^   '      ^  ,  1  sinkt  „^     i    ^  *    i     i^^ 

smt  '  y    smt      ^     «    -"        •  ^    ^nt 

0  0      .  0 

und  indem  man  die  Formel  5)  auf  jedes  einzelne  der  rechts  vorhan- 
denen Integrale  anwendet,  ergiebt' sich : 

n 

6)         Lim   f^^F(x^t)dti=\xF(aO'{-ltcFia'{'X). 
%J    sunt 


'Fix'\-mr^  dts 


0 

n.    Nach  diesen  Vorbereitungen  ist  es  leicht,  di6  Summe  der 

unendlichen  Reihe  zu  finden,  von  welcher  das  Integral 

n 

f(u)  cosm  (u'^a^du 

0 

das  allgemeine  Glied  bildet.    Setzen  wir  nämlich  m  =  0,  1,  2, . . .  n 
und  nehmen  das  erste  Glied  nur  zur  H^fte,  so  entsteht  die  endliche 

Reihe 

n  n  n 

7)     5  /  /(«) d«  +  / /(«*)  öö« (u^a)  du  +  /  f(u)eos2(tPpa)du+.^ 

0  0  0 


.  •  •  +//(«: 


)cosn(u'^a)du 


n 


0  . 

und  durch  Summimng  der  eingeklammerten  Reihe' 


2«„    ^. 


Lassen  wir  n  ins  Unendliche  wachsen  und  bezeichnen  2n  -|-  11 
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mit  ib,    80  wird  die  Reihe  unter  Nro.  7)  zur  unendlichen  und  aas 
der  Yergleichung  mit  Nro.  8)  folgt: 


n  n 


9)  \J/(u)du -^2  J/iu)e(>8m(u:fa)du 

0  ^0 

wobei  sieh  das  Sumn^enzeichen  auf  die  Werthe  mcrrl,2,  3,... 
bezieht.  Wir  betrachten  nun  die  willkürliche  Constante  a  ab  po- 
sitiv und  theilen  die  weitere  Untersuchung  in  zwei  Theile,  je  nach- 
dem das  obere  oder  untere  Zeichen  genommen  wird. 

Im  ersten  Falle  setzen  wir  \(u — d)  =  v,  also  u  =  a-f-2«; 
das  rechter  Hand  befindliche  Integral  geht  dann  in  das  folgende  fiber: 

oder,  wenn  im  ersten  Integrale  rechter  Hand  v  =  —  ty  im  zweiten 
V  =  t  substituirt  wird: 


}'■ 


Ö  0 

Für  unendlich  wachsende  k  sind  nun  die  früheren  Sätze  an- 
wendbar und  zwar  wollen  wir  dabei  die  Fälle  ex  =  0,  0  <C[  a  <^  tf 
und  a  =  ^  unterscheiden ;  wir  erhalten  dann  sehr  leicht : 


n  n 


1^)  \  J  fOO  äu-}-  ^  i f(vyeo8m(u—a)  du 

=  -!-;(+„,     ./(.-0)+A.+0),      f /(.-»X 

je  nachdem  «  =  0,    0<a<^ar,    tt  =  «ist. 

Gilt  in  der  Gleichung^)  das  untere  Vorzeichen,  so  sei|(ti-f*^) 
=  t,  mithin  u  =  2t — er;  das  Integral  rechter  H|uid  wird  dann:. 


Un+a)  j(7i+«)  l« 


'/(_a+20««, 
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wo  sich  die  Sätze  5)  und  6)  wiedenun  anwenden  lassen ;  mittelst 
derselben  findet  man  ohne  Mühe: 

11)  I  Jfiti)du  4.  S  Jf(H)oosmiu-^a)du 

0  ^0 

für  a  =  0     ,     0<^ä<:^Xj  «  =  «. 

Durch  Addition  der  Gleichungen  10)  nnd  11)  nnd  durch  nach- 
herige Division  mit  7C  folgt  nun,  dass  die  Sunune  der  Reihe 

—  //(w)iitt  +  Hl —  I fiu)eosmudu.eo9ma  l 

durch /(O),  i[/(«_0)4-/(a+0)],  oder  J[/(jr-0)+/(«+0)] 
ausgedrückt  wird ,  je  nachdem  et  =  0,  zwischen  0  und  9r  enthalten 
oder  =:  jr  ist;  dabei  kann  |  [/(«  —  0)  +/(a+0)]  =  /(«)  gesetsst 
werden,  wenn  die  Funktion  /(/c)  an  der  Stelle  a  =  a  stetig  bleibt. 
Schreiben  wir  a  für  a  und  setzen  zur  Abkürzung: 

n 

2    r 

12)  J^  =  —    /  f(u)  cos  nu  du^ 

0 
ao  erhalten  wir  folgendes  Th^rem: 

Bleibt  die  Funktion  fix)  endlich  und  stetig  voii  d;  =  0  bis 
4P  =  sr,  so  gilt  die  Gleichung 

18)      /(jf)  =  5-4o  -f"  A^coax  '\'  A^cos^x  -f-  -4^ coä 3 a?  -|-  .  .  . 

für  alle  Werthe  von  x  =^  0  hiA  x  =  7C  mit  Einschluss  beider 
Grenzen ;  erleidet  sie  i^ber  an  einer  Stelle  innerhalb  dieses  In- 
tervalles  eine  Unterbrechung  der  Continuitä^v  o\m»  jedoch  un- 
endlich zu  werden,  so  ist  die  Summe  der  obigen  Reihe  gleich 
dem  arithmetischen  Mittel  aus  den  bdden  Werth0n,  welche  dem 
/(«)  an  jener  Stelle  zukommen. 

Durch  S^ubtraktion  der  Gleichung  11)  von  der  Gleichung  10) 

ergiebt  sich  für 

n 

2  r 

14)  B^  =  —  /  /(u)8ni  nu  du 

0 

ein  ganz  ähnliches  Theorem;  es  lautet: 
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Bleibt /(jp)  stetig  und  endlich  von  «  =  0  Imb  «  es  jt,  m 
ist  die  Gleichung 

15)  fix)  =  ^smjp-f  jB,m2jp-|-^«lSjr4- 

für  alle  swiechen  0  und  M  li^ende  Wcrthe  von  x  richtig^ 
nicht  aber  fifar  4r  =  0  nnd  für  «  =  ar,  in  welchen  Fallen  die 
Reihe  verschwindet;  wird  /(#)  c¥dadien  0  nnd  %  discontinnir- 
lich,  so  giebt  die  Summe  der  Reihe  das  arithmetische  Mittel 
der  beiden  an  der  Discontinuitttsstelle  vorhandenen  Weiih» 
von  /(*). 

Ausserhalb  des  Intervalles  0  bis  ar  gilt  im  Allgemeinen  keine 
der  Gleichnngen  1^)  und  15);  die  Summen  der  darin  vorkommenden 
Reihen  sind  nämlich  periodische  Funktionen  von  «,  wie  coamx  und 
Mtnx;  eine  weitere  Gleichung  konnte  also  nur  dann  stattfinden,  wenn 
auf äUigerweise  /  (x)  gleich&lls  periodisch'  wäre.  So  würde  z.  B. 
für  negative  x  die  Gleichung  13)  gelten,  wenn  /( — «)  =  /(«),  und 
die  Gleichung  15),  wenn  /( — x)  =  —  /(x)  wäre,  was  wohl  in  q»e* 
aiellen  Fällen  vorkommen  kann,  im  Allgoneinen  aber  nicht  anxundi- 
pien  ist» 

5.  80. 
Anwendungen  der  vorigen  Theoreme. 

I.    Setzt  man  /(x)  =  x  und  beaclrtet  die  sehr  leicht  wa  «nt* 
wickelnden  Gleichungen 

91 

eosnn — 1 


/■ 


«« 


ucosnudu  = 

0 

n 

/■ 

0 


*              ,         «cos(fi4-l)jr 
usmnudu  = ■  , 


so  führen  die  Tlieoreme  13)  und  15)  su  den  folgenden  zwtt  Fo^ 

mein: 

..  jT  4    (  C09X    1    cosdx    I    cosbx    , 

1)     .  =  ___- j-^  +  -p- 4- _^  +  ... 

«  >  «  >  0, 

g.^  X    ^^  $inx        stRfjp    I    sinox        stit4«c    j^ 

^)  T  —  ~  2~~^       8  4-  +  --- 

«>«>0» 
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deren  zweite  auch  für  x  =  0  und  für  negative  x  <^  ic  ^6t,  weil 
die  linke  Seite  die  Eigenschaften  /(O)  =  0  und  /( —  x)  =l  —  f(x) 
besitzt.  • 

Die  Substitution  y(a?)  =  «^  -|-  e—^  giebt  vfermöge  der  Inte- 
gralformel 


/ 


n 

acoanic 


0  ' 

folgende  Reihenentwickelong : 

Q         jc^  e^  -|-  «~~°^ 1^        acosx     .    acos^x 

^         2     e^  —  «-«'»  "~  2a  ~  ö^+lä  +  0«+  2»  ~  *  *  '  '' 

wobei  das  Gültigkeitsintervall  3r  >  ^  >  0  auf  7C  >  x  ">  —  n  er- 
weitert werden  kann^  weil  /( — ar)  =  —  f(x)  ist.  Ein  analoges  Re- 
sultat ergiebt  sich  aus"  Nro.  15)  für  fix)  =  e«^  —  e-^,  nämlich: 

7C     e*^  —  e"~^^    sinx  2  8in2x    ^^  3 sind x 


2     gö'»  _  g-a«   ~a2_^12        a2-f22    '    a^-f-S 


2 


und  zwar  gilt  dasselbe  f ür  ä  >  a?  >  —  7t.  Man  würde  das  Näm- 
liche durch  Differenziation  der  Gleichung  3)  in  Beziehung  auf  « 
erhalten,  darf  indessen  diesen  Prozess  nicht  zum  zweiten  Male  an- 
wenden, weil  man  sonst  auf  eine  divergente  Reihe  kommen  würde. 

Für /(^)  =  cos^x  und  unter  der  Voraussetzung,  dass  (i  keine 
ganze  Zahl  ist,  findet  sich  aus  Nro.  13): 

7C    COS II X 1^        II COS X     ,    (icos2x 

^  T  siniiTC  ~  2(i~  ^2_i2  +  (i2—2^  —  .  .  .  . 

Ä  >  ft  >  —  or, 

und  aus  Nro.  15)  für  f(x)  =  sin^ix  unter  derselben  Voraussetzung: 

fC  siniix sinx  2sin2x      '  dsindx 

^  r  si^  ~  12— ft2  ~  22— ft2  +  32  — ft«  ~ 

Ä  >  a?  >>  —  Ä, 

wie  man  auch  aus  den  Formeln  3)  und  4)  durch  die  Substitution 
a  =  II  y — 1  erhalten  könnte.  Setzt  man  in  Nro.  5)  einmal  x  =r  0, 
dann  a  z=  7t  und  in  Nro.  6)  d?  =  ^;r,  so  kommt  man  auf  Resultate, 
welche  mit  denen  des^  §.  76  übereinstimmen,  sobald  man  Ii7t  oder 
\li7t  mit  einem  einzigen  Buchstaben  bezeichnet. 

n.  Nach  diesen  speziellen  Beispielen  kehren  wir  zu  den  all- 
gemeinen Theoremen  des  vorigen  Paragraphen  zurück,  um  noch 
eine  wichtige  Transformation  zu  erwähnen,  welche  das  Integral 

i 


7» 
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n 

f(u)  008  nu  du 

0 
in  dem  Falle  betrifit,  wo  f(u)  von  der  Form  q>(ca8u)  ist.      Diese 

Umwandlung  beruht  anf  folgendem  einfachen  Satze :  wenn  die  Fonk- 

tion  fpOß)  so  beschaffen  ist,  dass  sie  und  ihre  n — 1  ersten  Differen- 

zialqnotienten  von  x  =  a  bis  x  =  b  endlich  nnd  stetig  bleiben,  wenn 

femer  if(a)  und  ^'(a?),  ^"(*),  .  •  .  t^^"'^^  (a)  sowohl  für  4? =6  als 
für  a=za  verschwinden ,  so  gilt  die  Gleichung 

J  t  (*)  9^**^  (^)  da  =  (—ly  y  ^W(a?)  (p  OÖdx, 

a  a 

von  deren  Richtigkeit  man  sich  sehr  leicht  durch  n  malige  Anwen- 
dung der  theilweben  Integration  überzeugt.     Für 

sind  nun  die  dem  ^(4?)  auferlegten  Bedingungen  erfüllt,  also 
1  +1  ^_i 

—1  —1 

Vermöge  der  unter  Nro.  12)  auf  Seite  182  entwickelten  For- 
mel ist  aber 

^-l(l-x«)"-4        (_i)n-li.3.5..(2»-i) 

• ; =  8in  In  Are  cos  xu 

und  daher  wird  aus  der  vorigen  Gleichung  die  folgende: 
1 

—1  1 

1.3.  5... (2?» — 1)  PdsminÄrccosx)      , 
= n J  Tx 9'('>''*5 

—1 

hebt  man  rechts  dxxm^  setzt  beiderseits  ^rc  cos  a?=u,  also  «==  cos  ti, 
so  folgt 

n  0 

/•  9«       (n\r       X-.             1.3.5... (2 n  —  ^j  I   ^  ,  ' 

minr^uq^^\co8u)duz=z /  damnu.tpißoBuy^ 

0  n 

oder  endlich,  wenn  man  auf  das  Integral  rechter  Hand  reduzirt: 

n  n 

7)    /  q)(co8u)cosnu  du  =  —      — iv/  V^'^^C^««)«»»^'*«*«. 


X 


» 
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Um  den  Gebrauch  dieser  Formel  an  einem  Beispiele  cu  zeigen, 
sei 

/(«)  =  (1  —  2aco«a?-f"^*)     ^  =  ^(ßosx) 
die  nach  dem  Theoreme  13)  des  vorigen  Paragraphen  zii  entwickelnde 
Funktion;  es  wird  dann 

9)  (£)  =  (1  —  2  a;8;4- a2)~8 

also  nach  Nro.  7): 

^.     P       cosnudu        ^  /*/  sinu  \^^         du 

J  y  1— 2aco«M-|-a2~     J  \V  1— 2aco«ti-+-avV  1— 2aco«w-|-a» 

Das  Integral  rechter  Hand  vereinfacht  sich  mittelst  der  Sub- 
stitution 

sinu  .      .  sinu 

1  — 2aco5M-|-a*  V  1— 2aco«M-f-a* 

man  erhält  nämlich  daraus 

1  V  1 — %aco8u-\-a^  ^^      (1  —  aco8u)du 

y  1 — a^sin^w  1  —  aco5M        '  1  —  2aco«w-j-  a»"^ 

und  durch  Multiplikation  dieser  Gleichungen 

dw  du 


V  l  —  a^8in^w        V"l  — 2ac(WM+a2 

2 
Setzen  wir  dies  in  die  Gleichung  8),  nachdem  dieselbe  mit  — 

multiplizirt  worden  ist,  so  haben  wir  als  Resultat,  dass  die  Coeffici- 
enten  A  in  der  Gleichung 

9)  /■  =  \Aii  -];-  Äxcoax  '\-  A^co8  2a  A-  .  .  . 

y  1  —  2aco«a?-f"^^ 

durch  die  Formel 


n  Ij^ 


w 
sin^w 


. 2^r     sin^'^wdw 4     ^  /     «n^^w  d\ 

^~    n      J  y  l  —  a^8in^w  ~    ^  ^  /  Vl  —  a^st 

zu  bestimmen  sind.     Die  wirkliche  AusfÜhnmg   dieser  Integration 
mittelst  einer  unendlichen  Reihe  hat  keine  Schwierigkeit. 


M* 


d 
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§.  81. 

Erweiterangen  der  früheren  Sätze;  Theorem  Ton 

Foarier.  ' 

L  Die  Grenzen  0  und  sr.  inneihalb  deren  die  Beihenentwicke- 
longen  13)  und  15)  in  $.  76  gültig  bleiben,  lauen  sich  anf  folgende 
Weise  beliebig  erweitem;  es  sei  für  ein  beliebiges  positives  Xz 

'=T'    ''  =  T'  /(t;  =  ''^'>' 

so  geht  die  Gleichung  13)  in  die  folgende  über : 

1)         9(r)  =  \A^  '\'  AxCOB—r   -^  Ai  cos  —"  -*-•-•• 

und  gilt  unter  der 


Ä>^>0,  d.h.  Z>z>0. 

Die  Cocfficienten  Ä  bestimmen  sich  wegen  /(~j~)    =   9>  (0 
nach  der  Formel 

wobei  die  Integrationsgrenzen ,  welche  0  und  a  für  u  waren ,  nun- 
mehr durch  die  Gleichungen  —  =  0  und  —  =  x  bestimmt  wer- 
den, woraus  t  =  0  und  t  =  X  folgt;  so  wird: 

2)  Ä^=^fipit)cos^dt. 

0 

Mittelst  ganz  derselben  Substitutionen  ergiebt  sich  aus  den  For- 
meln 15)  und  14)  in  §.  76,  dass  die  Gleichung: 

3)  vW  =  -Bi««^+  5,  «n^'+  5,  m^  +  .... 

unter  der  erweiterten  Bedingung 

>l  >  ^>  0 

gültig  bleibt,  und  dass  die  Coefficienten  B  aus  der  Formel 

X 

4)  B^=\J^it)sin'^dt 

0 
zu  bestimmen  sind« 


«  « 
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n.  Die  Gleichungen  1)  nnd  3)  lassen  sich  endlich  noch  zu 
einer  einzigen  Formel  vereinigen,  welche  von  z  =  —  k  bis  £  =  -|-  A 
richtig  ist.  Die  Eritwickelung  unter  Nro.  1)  würde  nämlich  für  ne- 
gative z  Bestand  haben,  wenn  zufällig  9( — z)  =  ^>{z)  wäre;  die- 
ser Bedingung  kann  man  aber  ganz  allgemein  durch  die  Substitution 

g)W  = 2 

genügen  und  daher  gilt  die  Gleichung 

s)  Y~~ 

tc  z  ^  tc  z  3  tc  z 

=ilAo  -{■■  Äicos  —  -{'  A^  cos  -r-  -f"  -^8  cos  — r-  -)-•••• 

von  z  -=■  —  khis  z  -=  -\-  X,     Der  Coefficient  A^  ist 

1  .  r ,  ..       wjTT«  ^     ,      1     r.  ,      ,        nnt  ^ 
Ä^  =  ^Y  I  i^(f)<^os  — T-  dt  -f-  —  I  t\j  (—0  cos  -T-  dt 

p  0 

Setzt  man  im  ersten  Integrale  i  =  u,  im  zweiten  i  =  —  u,  so 

ändert  sich  das  erste  nicht  und  aus  dem  zweiten  wird 

—X  0 
•              1     r,.^        nTCu  ^              1     r,,.        nnu   . 
T  I  ^w^^*  "~r~  ""  =  "7"  /  ^(^)  cos — - —  aw, 

0  — A 

und  dadurch  ziehen  sich  beide  Integrale  auf  das  eine  zusammen : 

A 

Ä  ^     r ,  ^  ^        n  TCu    , 

6)  A^r=  —  j  il;(u)cos  —r—  du. 

Ferner  würde  die  Entwickelung  in  Nro.  3)  für  X  ^  z  '^  —  A 
richtig  bleiben,  wenn  (p(0)  =  0  und  (p( — z')==  —  (p(z)  wäre;  bei- 
den Bedingungen  genügt  man  mittelst  der  Substitution : 

9  W  =  2 ' 

und  hat  daher  die  für  A  >>  ä;  >>  —  A  gültige  Gleichung: 

il^(z)  —  iIj(—z) 
^  2 

=  Bi  sin  -7 1-  ^2  «2«  ~7 T  ^3  «2w  — T 1-  .  .  •  ^ 

deren  Coefficienten  ganz  derselben  Umwandlung  unterworfen  werden 

können,  die  wir  oben  auf  Ä^  angewendet  haben ;  man  erhält  nämlich : 

X 


8) 


B^  =  -T-  j    ^00  52W  — T—    eiw. 


Ji 
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Durch  Addition  der  Gleichungen  5)  und  7)  gelangt  man  schliess- 
lich zu  der  Formel: 

9)  * W  =  j4)-+  Äicos—  -^  Ä^  eo9  -j-  + 

-f-  -Bi  «wi  -T — (-  Bj  «w  — T (- , 

welche  für  alle  zwischen  — X  und  -f-il  liegende  z  gilt;  für 
2  =  +  A  dagegen  besteht  die  Gleichung  nicht  mehr,  es  verschwin- 
det dann  der  zweite  Theil  der  Doppelreihe  und  die  Summe  ist  nicht 

^(A),  sondern  |  {l^(>l)  -f~  ^( — ^)}  ^  ^^  '^^^  -^'^*  ^)  unmittelbar 
hervorgeht. 


Cap.  XVII. 
Die  Transcendenten  der  Integralrechnung. 

§.  82. 
Der  Integrallogarithmus. 

Wenn  ein  Differenzial  durch  die  gewöhnlichen  einfachen  Funk- 
tionen nicht  integrabel  ist,  so  bildet  das  Integral  eine  ihrer  Art  nach 
neue  Funktion  der  Integrationsvariabelen,  und  man  kann  sich  die 
Aufgabe  stellen,  aus  der  durch  das  Integral  selbst  gegebenen  Defi- 
nition einer  solchen  Transceudenten  die  hauptsächlichsten  Eigen- 
schaften der  letzteren  herzuleiten.  Dabei  ist  es  nöthig,  der  willkär- 
lichen  Constanten  des  Integrales  einen  bestimmten  Werth  zu  erthei- 
len,  oder,  was  dasselbe  ist,  das  Integral  zwischen  bestimmten  Gren- 
zen zu  nehmen,  damit  die  aufgestellte  Definition  an  keiner  Unbe- 
stimmtheit leide.  Wäre  z.  B.  der  natürliche  Logarithmus  nicht 
bekannt  gewesen,  so  würde  die  Integralrechnung  bei  Grelegenheit 

der  Integration  von  —  darauf  geführt  haben;  die  Gleichung 


X 

I 


X 

dx 


X 

1 

hätte  dann  als  Definition  der  Funktion  fp  (x)  gedient  und  man  würde 
daraus  die  Eigenschaft  9>(a?i)-f-9('2)  =  9>  (^1^2)1  sowie  die  loga- 
rithmischen  Reihen  entwickelt  haben.     Eines  der  einfachsten  unter 

dx 
den  in  geschlossener  Form  nicht  integrabelen  Differenzialen  ist  - — ; 

Ix 

bestimmen  wir  die  Constante  seines  Integrales  so,  dass  letzteres  für 
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a  =  0  verschwindet,  so  entsteht  das  zwischen  den  Grenzen  d?  =  0 

da 
und  X  =  X  genommene  Integral  von  -r— ;  dieses  heisst  der  Inte- 

Ix 

grallogarithmus  von  a,  in  Zeichen: 

X  I 

'^  /f  =  ^^'(^>'     oder /ff  = /a(ö. 

0  0 

Für  ^  <Z  1  ist  Zj7  innerhalb  des  Integrationsintervalles  negativ, 
mithin  auch  /t'Cl)  negativ 

r  dx 

wobei  man  bemerken  kann,  dass  der  Formel  ll- )=i;-|-|x;*-f-e*c* 

zufolge 

'-'<<t)<~' 

mithin  durch  allseitige  Umkehrung 


(i) 


X  /   1  \         1 — X 


sein  muss,  woraus  sich  ergiebt,  dass  li  (|),  bei  echtgebrochenen  |, 
zwischen  den  Zahlen  Kl  — S)  «nd  Kl  — Ö+l  liegt;  für  1=1—0 
wird  daher  Zt(l  —  0)  =  —  oo.  Wenn  endlich  |  die  Einheit  über- 
steigt, so  erleidet  der  Ausdruck  — —  innerhalb  des  Integrationsinter- 

valles  eine  Unterbrechung  der  Continuität ;  wir  verstehen  dann  unter 
/i(S)  <len  Hauptwerth  des  in  Nro.  1)  verzeichneten  Integrales, 
d.  h.  den  Werth,  welchen  die  Summe 

l-<f  I 

/dx     ^^     r  dx 
Ix  ^^  J      Ix 

für  8  =  0  annimmt. 

Die  Gleichung  1)  lässt  oiuige  Transformationen  zu,  welche  wir 
zunächst  erörtern  wollen.     Für  |  =  e""'',    x  =  e    "  wird 

2)  li  (e-O  =  f^  e-»  =  -    [^  e-«; 

J     u  J     u 
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ferner  für  |  =  c  "  '^  und  x  =  e~^ : 

3)  li  (eH-O  =f^  «-«  =  -  J^  «-» 


Die  Substitution  m  =  ly  e  -|-  ij  giebt  weiter  aas  Nro.  2) : 


4) 


/dt 
l-\-t 

0 


und  die  Substitution  u  =  i}t  —  i)  in  Nro.  3) : 

00 

0 
Um  eine  Reihe  zur  Berechnung  des  Integrallogarithmus  zu  er- 
halten, betrachten  wir  zunächst  das  Integral 
n 


-/v'-  =  -/t<-+/- 


1J  1}  » 

=:  Zt  («-'?)  —  /e(c"-^), 

worin  n  eine  ganze  positive  Zahl  sein  möge ;  vermöge  der  bekannten 
Reihe  für  e""^  ergiebt  sich 

Zt  («-")  -  h(e-")  =  Z,,  _  1  -2-  _|-  1  -SL  _  .  .  .  . 

I  1  1    "     _i_  1    «* 

—  I  '«  —  I  1   +  ^T3~"' 

oder  auch,  wie  man  leicht  bestätigt  findet: 

6)  liie-'i)  -  i2(e-^)  =  ^^  -  i  ^  +  5  f^ 

1 

dz  —  In; 

0 

für  unendlich  wachsende  n  geht  die  linke  Seite  in  h'(«""'0  —  ^*(ö) 

=  ZtCe""*^)  über  und  es  kommt  also  wesentlich  darauf  an,  denGrenz- 

werth  des  zweiten  Theiles  rechter  Hand  zu  ermitteln,  wobei  zur 

Abkürzung 

1 

7)  ^n  =  J dz  —  In 

0 
sein  möge.     Nun  ist  identisch: 
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1  1 


^=/^^=^--'"-/' 


dz. 
z 
Ö  0 

Die  erste  Integration  wird  dadurch  ausgeführt,  dass  man  1 — z=^u 
setzt,  dann  die  bekannte  Gleichung  (1  —  ti'*):(l — tt)=l-|-ii-f-M'4" 
.  .  -(-  m'*  ^  in  Anwendung  bringt  und  die  einzelnen  Glieder  inte- 
grirt;  dies  giebt 


1 
?-^— (1— ir)^ 


dz. 


0 
Für  das  noch  übrige  Integral  bemerken  wir  zunächst,  dass  für 

echtgebrochene  z  immer  e  ^  ^  1  —  z^  also  e — ^^  >  (1  —  i?)^,  der 
Werth  des  Integrales  folglich  positiv  ist.  Andererseits  führt  die 
Ungleichung 

«"  —  /J"  <  «a"~*  ia—ßh      «  >  ft 
auf  unseren  Fall  angewendet,  zu  der  Beziehung 

-<  n ' c     "*<;  nze    ^% 

z  z 

wobei  die  Bemerkung  benutzt  ist,  dass  (1  —  6*-f"^**)  •  *    weniger 

als  z  beträgt,  so  lange  z  die  Einheit  nicht  übersteigt     E^  ist  nun 

weiter 

1  _  1 

0  <  J^    '^—{X—zY'  ^^  ^  n  Ac-'»^  dz, 

0  0 

oder  wenn  man  die  Integration  rechter  Hand  ausführt  und  mit  ^ 
einen  nicht  weiter  bestimmten  positiven  echten  Bruch  bezeichnet: 

0  ^ 

Aus  der  nunmehrigen  Gleichung 


-*li-('+4-)H 


geht  hervor,  dass  Lvni  Ä'„  mit  der  in  §.  78  Formel  5)  vorkommenden 
Constanten  JT  =  0,5772156  .  .  .  identisch  ist;  man  hat  daher  aus 
Nro.  6): 
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Um  eine  Reihe  für  /t(6  >^  zu  erhalten,  kann  man  von  der 
Gleichung 

—  /  —  e-«  =  liie+'f)  —  Uie^) 

J       M 

ausgehen  und  ganz  dieselben  Schlüsse  in  Anwendung  bringen,  in- 
dem man  festhalt,  dass  es  sich  um  den  Hauptwerth  des  Integrales 
handelt;  man  findet  so: 

9)        I,(«+^  =  JJ-+/^_|-1  J-+1  JlL-l-.... 

Die  Formeln  8)  und  9)  lassen  sich  zu  einer  einzigen  für  jedes 
1}  geltenden  zusammenziehen,  nämlich: 

10)      f  ,(«i)  =  z  _)_  1  i  (,«)  4- 1 -2- + 1  iiL  _|_ . . . . 

und  für  i}  =  2|: 

11)     »(D  =  z  +  |i[aM  +  j-^  +  l|^*  +  .... 

Die  vorstehende  Reihe,  obwohl  immer  convergent,  ist  doch  für 
sehr  kleine  (d.  h.  nahe  bei  Null  liegende)  oder  sehr  grosse  |  un- 
brauchbar zur  wirklichen  Berechnung  von  /}(£))  ^^  ^^  diesen  bei- 
den Fällen  die  rasche  Convergenz  erst  spät  anfängt.  Wir  betrach- 
ten daher  diese  Fälle  noch  besonders. 

Beim  Anblicke  der  Gleichung  4)  liegt  der  Gredanke  nahe,  den 
Quotienten  1  :  (1  -|-  0  in  eine  Reihe  zu  verwandeln ;  diese  darf  aber 
nicht  unendlich  genommen  werden,  weil  die  Bedingung  l^t^ — 1 
nicht  innerhalb  des  ganzen  Integrationsintervalles  erfüllt  ist;  wir 
setzen  daher 

,  (-1)"  f 
"i     i+t   ' 

and  hieraus  ergiebt  sich  durch  Integration  der  einzelnen  Beihcnglie- 
der  nach  Formel  10)  in  §.  73: 

...  +  (- 1)»  ^-^-^"-^^  +  (- 1)^-»  /-5-  e-^'dt 

Innerhalb  der  Grenzen  t  =  0  bi8<=oo   ist  nun  f^  :  (1-4- 1) 
deiner  als  f  ,  mithin  der  Werth  des  letzten  Integrales  kidner  als 
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00 


7     "     ^  -"—  r^l 

0  ' 

bezeichnen  wir  daher  mit  0  einen  positiven  echten  Brach,  so  haben 

wir: 

12)         «lZ,(e-'J)  =  -J-  +  -V-^+^4^-... 

und  diese  Formel  ist  bei  grossen  1}  sehr  brauchbar,  sobald  man  dem 
n  denjenigen  Werth  giebt,  für  welchen  der  Rest  am  kleinsten  wird; 

e    ^  =  I  gesetzt,  liefert  das  für  kleine  |  anwendbare  Resultat: 

13)       iii^  =  ±\i-^  +  L:i-h^  +  .... 


it  (     n  ^  (ii)*     Ol)' 
•  ••  +  (- 1)"-'  ^'l''J:n-i^^  +  (-1)" 


^^      L   mJi  m  mtl] 


Nachdem  die  Berechnung  von  h' (|)  anfangs  mittelst  der  yo^ 
stehenden  Formel,  nachher  (etwa  bis  |  =  10)  mittelst  der  Formel 
11)  bewerkstelligt  worden  ist,  kann  die  Fortsetzung  der  Tafel  auf 
die  Weise  geschehen,  dass  man  aus  einem  bekannten  Integralloga- 
rithmus li  (a)  den  Integrallogarithmus  li{a-\-z)  herleitet.  Zu  einer 
derartigen  Formel  führt  folgender  Weg.     Aus  Nro.  3)  folgt  leicht: 

J     u  J     u 

-(«+0  -« 

und  für  m  =  —  {a-^-t^i)^  wo  i  die  neue  Variabele  bezeichnet: 

1  1 

0  0    1  +  -^—^ 

Der  Werth  des  Integrales  ist  immer  leicht  zu  finden,  entweder 
durch  die  Methode  der  Quadraturen  oder  durch  Reihen  Verwandlung; 

letztere  mag  auf  die  Weise  ausgeführt  werden ,  dass  wir  e^^  sowohl 
als  1  •  (  1 H )  entwickeln ,    wobei  aber  a  mehr  als  der  grosste 

Werth  von  f  i,  d.  h.  mehr  als  t^  betragen  muss,  nachher  beide  Rei- 
hen mnltipliziren  und  integriren.     Nach  dieser  Angabe  findet  sich: 
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Zt(e«-K)  _  /,(e«) 

^*^   Vi. 2. 8        1.2    a    ^»   o»         «»/^  I 

In  der  Parenthese  ist  die  Summe  der  von  a  freien  Glieder 

und  daher  kann  man  dem  Resultate  folgende  Form  geben: 
14)  li  (6«+^^)  —  it (««)  =  —      ~  * 


a 


worin  erstlich  a  ^  §  sein  moss  und  die  CoefBcienten  Ä  nach  den 
Formeln 

*  a  '  ^        '    a        a« '  ^        1.2a  ^   a«     '     a» ' 

bestimmt  werden ;  will  man  sie  aber  successiv  berechnen,  so  empfiehlt 
sich  die  Beziehung 

Für  «**  =  a,  tfH^  =  a-f-z  geht  die  Formel  14)  in  die  fol- 
gende über: 

15)  «(a+z)  =  Jt(a)  +  -^ 

-^|M.['(.+^)]*  +  i^['('+f)]'  +  -!- 

für  welche  /a^  l  (/-| j  sein  muss  und  die  CoefEcienten  aus 

den  Gleichungen 

16)        ^x=-^'  ^+»  = -^  (rrr^  -  ^) 

abgeleitet  werden«  Ist  a  eine  sehr  grosse  und  z  eine  kleine  Zahl, 
so  differirt  Z  (  1  -|-  — j  nur  wenig  von  /  (1)  =  0  imd  dann  ge- 
stattet die  Formel  15)  eine  verhältnissmässig  leichte  Rechnung. 
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Der  Integral sinns  and  der  IntegrAleosiniis. 

I.     Wir  Terstehen  unter  «JnlegimUnias^  und   bezeichnen  mit 
Si  (x)  eine  Truäcendente,  deren  Defimlion  dnrrh  die  Glciclumg: 


1)  Siix)  =    /  ^^  dx^     oder  Si(a)  =   /  ^^  «Tx 

0  0 

gegeben  Ul     Mnn  kann  dieselbe  leiebl  dnrck  eiM  unendliche  Beihe 

ersetzen,  indem  man  «mx  entwickelt  und  die  cinaelneB  GHoder  inis- 

grirt;  dies  giebt 

For  groue  o  ist  diese  Reihe  nicht  bequem,  weil  die  Coa▼e^ 
genz  dum  erst  spat  eintritt,  eine  fär  diesen  Fmll  bnnehbarere  Fo^ 
mel  erhält  man  anf  folgendem  Wege. 

Wir  nehmen  zuerst  o  =  x  and  benatzen  das  anter  Nro.  S) 
in  $•  74  gewonnene  Ergebniss;  es  ist  dann: 

3)  Siioo )  =  J^  dx  =  |jr, 

0 
und  rermoge  dieser  Gleichong 

f^  d^  _J  ^ax  =  \%  -J    ^  dx, 

0  M  m 

WO  es  noch  anf  das  IntegTal  rechter  Hand  ankommt.  Ans  der  For- 
mel 1)  in  $.  62  folgt  für  m  =  —  k  and  indem  man  die  Gremen 
X  =  00  ,  X  =  o  einfährt : 

X  OD 

/mx   ,  CMO         ,  tma         .  _    ,   ,_     /*  «x    . 


and  dnrch  fortgesetzte  Anwendung  dieser  Formel  für  lr=  1,  S,..^^»— 1) 

nnx   , 
—  dx 

X 


Ol 

/ 


=_^?^_|_l.2£2i£_i.2^.4f2!^_|_.^_K-iyi.«.<««-i)^ 


-i-5r+i-2»-5r-i-2-5-^+-H-i)"i-*-C2— 1);^ 


+  (— ly»  1.2.8..(2ii)  J  -^^  dx. 


/am* 


•\ 
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Das  letzte  Integral  liegt  seinem  abdolnten  Werthe  nach  zwischen 

OO  00 


Ol  "        '  w 


und  kann  demnach  mit  r--  bezeichnet  werden,  wo  ^  zwischen 

2n.ö2w 

—  1  und  -f-1  enthalten  ist.     Wir  erhalten  so: 

.     .      fl        1.2.3,         ,.     ,.„_!  l-2..(2»*-l)l 

-\-^-^>     *^      ^     ^ 

und  diese  Formel  benutzt  man  so,  dass  dem  n  derjenige  Werth  ge- 
geben wird,  für  welchen  der  Rest  am  kleinsten  ausfällt.  Besonders 
leicht  würde  sich  hiemach  Si  Octc)  berechnen  lassen,  wenn  k  eine 
ganze  einigermaassen  grosse  Zahl  bedeutet. 

n.     EÜne  dem  Integralsinus  verwandte  Funktion  entsteht  durch 

cos  JS 
Integration  des  Differenziales dx;  zwischen  den  Grenzen  0  und 

«  kann  man  diese  Integration  nicht  vornehmen,  weil  sonst  der  Werth 
des  Integrales  unendlich  werden  würde;  wir  verstehen  daher  unter 
dem  ,,Integralcosinus^'  und  bezeichnen  mit  Ct(^)  eine  durch  folgende 
Gleichung  definirte  Funktion: 

ö)  Ctix)  =   f^  da,  oder  Ci(cO  =  J  ^  ^^* 

C08X 

Für  negative  m  würde  die  Funktion  innerhalb  des  Inter- 

valles  d?  =  -^ao  bis  ^  =  —  io  eine  Unterbrechung  der  Continuität 
nnd  zwar  an  der  Stelle  x  =  0  erleiden;  wir  nehmen  dann  den 
Hanptwerth  des  Integrales  als  Werth  von  Ci(ci). 

um  eine  unendliche  Reihe  für  CKja)  zu  erhalten,  betrachten 
wir  zunächst,  unter  Yoranssetzung  eines  positiven  lo,  das  Integral: 


f 


C08X    ,     *         ,  1      fi**       I     1  ®* 

X  *  1.2  ^*  1.2.3.4 

r     '1.2  "'"'1.2.8.4 


•    • 


%i^      Ciq».  %STL  $.  «3.  Dtr  Inlegnbiikcu  ihm 

odeTf  wetui  wir  den  zweiten  Tkeil  mit  H^  beseKknen: 

fl 

Die  GrOise  IT^  iit,  wie  man  leicht  findet,  folgender  Umwmd- 
lang  fähig: 


^  2.2.-4 


H,=-ln^fl 


eosu  - 
an 


0 
n 


0  0 

d.  L  wenn  im  enten  Integrale  11  =  2  nnd  im  zweiten  u  :=r  112  ge- 
setzt wird: 

fl  1 


H,=J j ä^+J——ä.- 


In 

z 

0 
n 
*r^  —  C09Z^ 

j dz+K^, 

0 


n 


WO  JS^  dieselbe  Bedeotnng  hat  wie  in  f.  82.    Laasen  wir  n  nnead* 

lieh  werden,  «o  geht  Jf^  in  Jir=  0,5772 156...  Ober,  das  noch  Qbrige 

Integral  Tcrschwindet  lant  Formel  10)  in  §.  74,  nnd  es  bleibt  daher 
Lim  Hj^  =  K  übrig.    Demzufolge  erhalten  wir  ans  Nro.  6): 

7)  C.(c)  =  K+l.-l  5+J^^^_ 

Bei  negatiren  01  ist  rermöge  der  ursprünglichen  Definition: 


4-t»  m 

.  V        X  reosx  ,     .     Ci 


C08X  - 


d.  h.  weil  es  sich  um  den  Hanptwerth  des  Integrales  handelt: 

wenn  schliesslich  d  =  0  gesetzt  wird.    Aus  der  Bemerknng,  dass 
die  Eigenschaft  ip{ — x)  =  —  ^(ß)  besitzt,  findet  man  aber 


leichti  dass  die  beiden  npch  übrigen  Integrale  sich  aufheben,  also 


> 
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t7t('r— o)  =  Ci(a)  isL     Demnach  wird 

,    o'     .    ,       CD* 

C.(-a,)  =  JS:+Za,-|  — +  1^— ^- , 

und  will  man  diese  Formel  mit  der  früheren  in  eine  zodammen&sseh, 
K)  schreibt  man: 

8)  C.(a,)  =  iS:+jKa.^)-|fi+|^^_ . 

Obschon  die  hier  vorkommende  Reihe  immer  convergirt,  so  ist 
doch  wenig  branchbar,  wenn  o  eine  grosse  Zahl  ausmacht.  Für 
diesen  Fall  kann  -man  in  der  Weise  sorgen ,  dass  man  von  der  For- 
mel 6)  in  §.  62  ausgeht,  m  ==  —  Jb,  j?  =  m  und  «  =  oo  setzt  und 
üe  so  entstehende  Gleichung 

00  00 

mehnnaU  nach  einander  für  k  =  l,3,5...(2n — 1)  auf  die  Defi- 
nition von  Ci(a>)  anwendet.  Die  flbrige  Betrachtang  iat  der  vor- 
tun durchgeführten  so  vollkommen  analog,  dass  die  Angabe  des 
Eändresnltates  genügen  wird;  dieses  laatet: 

^ ..  .        .      r  1         1-2  ,         ,  ,     ,.„-1  1.2...(2n— 2)1 
))         C.(a,)=ma,[--— +...+  (- D»    i -_^_j_J 

r  1        1.2.3  ,        ,^      ,^„_il.2...(2«— 1)1 

+  (-l)n^^.^.-(2n-l)^ 

ro  ^  zwischen  —  1  und  -f-  1  Uegt. 

Als  Beispiel  für  den  Gebrauch  der  Transcendenten  Si((ai)  und 
7t (c)  möge  die  Entwickelung  des  Integrales: 


CO 

sinyz  . 
0         ' 


G 


^latz  finden.    Für  z  = 1  geht  dasselbe  in  folgendes  über: 

00  00  QO 

— i^ dx  =  cosy  j  dx  — .smy  /  dx 

y  7  r 

=  casy\^x — /St(y)] — ««y[ — Ci(y)] 
ind  daher  ist: 
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SM  Cmp.  XML  {.  M.   Die 


JT^h^'  =  Cify)«y— Bar  — 5.0r)]««y. 


Für  f  =  ah.  z  -=.  —  ergiebt  skk    Bock  das    etwas  aO^enK 


Resultat: 


/^7^  rfx  =  Ci(tt6)jma6-h[ljf  — 5i(a6)]«wai. 


.  ■+ 


Die  Gammafunktion. 

Anj$  den  Formeln  11)  und  10)  de»  {.  73  geht  herror,  dass  ffir 
jede4  ganze  po«itiTe  ^  die  Gleichang^ 

1  _^  X 

f}  ^  0 

Stattfindet,  daäs  abo  der  Werth  des  Integrales  eine  Funktion  von  M 
ist,  die  in  dem  .«peziellen  Falle  eines  ganzen  positiven  ^  in  das  Pro- 
dukt l.i.3...(/t — 1)  nbergeht:  diese  Funktion  hat  man  rQi)  ge- 
nannt  und  ihre  Definition  lautet  demnach: 

^■B  -  s     I    .#       A^    ^1   I 

1) 

0  ö 

Um  znnäclist   eine  Beziehung  zwischen  r*(/i)  und  i^(u  ~|-l)za 
erhalten,  wenden  wir  auf  die  Gleichung 

1 


rc,)  =. /{/(-f  •)]"  \.=P-u-ra,.  ' 


r(^-^i,=/[/(^)]"..- 


0 

die   theilweise  Integration   an;    bei   unbestimmter  Integration    gieht 
dieiselbe: 


K :  )j '+^m'r)r  ^- 


Der  vom  Integralzeichen  freie  Theil  verschwindet  sowohl  fiir  ^=  1 
aU  flir  2  r=  0,  wenn  fi  positiv  ist^,  und  datier  bleibt: 

1 


> 


2)  r(,i-^i)=^^y|/(-^)T"    dz=iLr{ii). 

0 
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Wendet  man  -diese  Formel  mehrmals  nach  einander  an,  so  ersieht 
sich  r(/i+2)  =  (^  +  1)  I>+  1)  =  (^-f  1)/A  rO*),  ebenso 
rQi-\-3)  ==  (f^-f-2)  (/i-j-l)  iiTiji)  u.  8.  w.  überhaupt,  wenn  m 
eine  ganze  positive  Zahl  bezeichnet: 

3)    ro^-f  m)  =  ftOt+ i)(^  +  2)...(^  +  m— i)r(/i).   • 

F*ör  fi-  =  1  wird  /^(l)  =  1 ,  wie  man  aus  der  Gleichung  1)  un« 
mittelbar  ersieht;  die  vorstehende  Formel  giebt  dann  weiter 

•  r(2)  =  1.1 ,  r(3)  =  1.2 ,  r(4)  =  1.2.3  u.  s.  f. 

übereinstimmend  mit  dem  anfangs  bemerkten  Spezialifalle,  üeber- 
haupt  erkennt  man  aus  d  t  Gleichung  3),  dass  i^(/i)  für  jedes  fi 
bekannt  ist,  wenn  man  es  für  echtgebrochene  fi  finden  kann;  denn 
es  lässt  sich  jede  beliebige  Zahl  g>  immer  in  eine  ganze  Zahl  m  und 
einen  echt  gebrochenen  Rest  fi  zerlegen^  die  Formel  reduzirt  dann 
r(©)  auf  rQi). 

Die  in  der  Gleichung  1)  geforderte  Integration  lässt  sieh  mit- 
telst der  Bemerkung  ausfuhren,  dass  für  verschwindende  d 


T'       '^—^  1 

Um  — ^ —  =  Iz 
o 


ist^§.  3,  n.),  dass  mithin  der  Ausdruck  I  a  —  j|        als    Grenzweith 
von 

betrachtet  werden  kann.    Denken  wir  uns  8  als  reziproken  Werth 
einer  ganzen  positiven  Zahl  n,  so  dürfen  wir  setzen: 

-wo  Q  eine  Grösse  bezeichnet,  die  in  Null  übergeht,  w^nn  n  ins  Un- 
endliche wächst;  hiemach  ist 

11  1 

r(ji)  =  n^-'^JU  -  ^^"^  dz  -^Jq  dz, 

0  0 

oder,  wenn  wir  im  ersten  Integrale  z  =  x'^  setzen: 

1  1 

r (II)  —  jQdz  =  n'^Jil  -  xy-'^ü^—^ dx. 


0  0 

X>er  Werth  des  rechterseits  befindlichen  Integrales  kann  der  Formel 
4^   in  §.  78  für  m  =1  n,  fi  =  a  unmittelbar  entnommen  werden; 

23* 


/ 
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lassen  wir  darauf  n  ias  Unendliche  wachsen,  so  verschwindet  q  nnd 

es  bleibt: 

A\      r»/..\         r«    i  1.2.3 (n — l)n  ^ -t) 

Diese  allgemeine  Formel  gestattet  sehr  mannigfaltige  Folgenmgen, 
von  denen  wir  eine  wenigstens  erwähnen  wollen  nämlich  die 
Gleichung: 

^     r{a-^X)ria'\-k)~\         a^ir      (a+l)«)!  (0+2)» 

die  sich  ganz  von  selbst  ergiebt,  wenn  man  die  drei  Funktionen 
r{d),  T(a  —  k)  und  r{a  +  A)  nach  der  Formel  4)  entwickelt 
Die  Gleichung  5)  kann  zwei  verschiedene  Dienste  leisten,  sie  giebt 
den  Werth  des  unendlichen  Produktes,  wenn  die  Gammafunktionen 
(mittelst  einer  Tafel  derselben)  bekannt  sind;  sie  liefei*t  umgekehrt 
eine  Beziehung  zwischen  Gammaftmktionen ,  wenn  der  Werth  des 
Produktes  anderwärts  ausfindig  gemacht  wird.  Das  Letztere  ist  z.B. 
der  Fall  für  a  =  1,  man  hat  dann 

1 (\_^(\_^      _finkn 

r(l— A)r(l-f  A)"~\        IVV        22/ kx  ' 

mithin  umgekehrt  bei  Anwendung  der  Formel  r(k-\- 1)  =  kr(k): 

6)  ra)r(i-A)  =  -r^. 

stnkx 
Hieraus  ergiebt  sich  unter  Anderem  für  k  =  \: 

und  nach  Formel  3)  für  n  =.  \: 

Um  eine  unendliche  Reihe  zur  Berechnung  der  Gammafunk- 
tionen zu  erhalten,  gehen  wir  von  der  analog  zu  Nro.  4)  gebildeten 
Gleichung  aus: 

r(l4-fi)  =     -  '    '     'V"?    r     I     X  (fürn=oo), 

(l+/[i)(2  +  /[i)(3  +  /[i)...(n4-/i) 

und  nehmen  beiderseits  die  Logarithmen;  dies  giebt: 

Hier  lassen  sich  alle  Logarithmen  von  der  Form  /  (1-4- ti)ent¥rickeln, 


I 


•     > 


^2 


l3 
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wenn  das  grösste  der  ti,  nämlich  fi,  zwischen  den  Grenien  —  1  und 
-j-  1  liegt;  unter  dieser  Beschränkung  erhält  man  ohne  Miihe: 

ir(i+^)=-[j+i+j+...+l-/»]^ 

-ifl+i+l-f. +  iL 

8Li8  »^23  "^Sa    "^  1^  nz\^ 

+  •  • 

worin  noch  n  =  oo  zu  setzen  ist.  Der  Coefficient  von  \i  verwan- 
delt sich  dadurch  in  die  Constante  K  des  Integrallogarithinus  und 
es  wird  überhaupt: 

1  >  ft  >  —  1, 

wobei  die  Bezeichnung  nach  Formel  11)  in  §.  76  benutzt  worden 
ist.     Entsprechend  der  vorstehenden  Gleichung  ist  die  folgende : 

/r(i— ^)=+Js:^flSi,(t='+|6^8f*»+|'S4ft*+... 

1  >  /*  >  —  1, 

die  halbe  Summe  beider  Gleichungen  giebt  wegen  /^(ft  -f-  1)  = 
fl,r(ji)  und  nach  Formel  6): 

und  durch  Substitution  in  Nro.  9): 

Eine  stärker  convergirende  Reihe  entsteht,  wenn  man  diese  Glei- 
chung mit  der  nachstehenden 

0  =  -  ^'(i^)+f»+j**''+i<**+ 

durch  Addition  vereinigt;  man  erhält  für  1  ]>>  ft  ]>>  —  1: 

.„  ,ra+„=M(i^)-ä<i±^) 

mithin  auch  l  F  (fi)  selbst  vermöge  der  Beziehung  Z  r*  (ft)  == 
/  jTCI  +  ft)  —  ift.  Beim  Gebrauche  der  Formel  10)  kann  man 
übrigens  immer  voraussetzen,  dass  ft  <C  |  ^^h  ^^^nn  für  fc  >>  |  lässt 
sich  F(/i)  mittelst  der  Gleichung  6)  auf  1^(1 — ft)  zurückführen; 
wo  nun  1  —  fi  jedenfalls  -<  |  ist.     Für  ft  =  §  kennt  man  in  Nro. 
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lOj  den  Weith  der  linken  Seite  nnd  die  Gleichung  kann   sor  Be- 
stimrming  Ton  K  F^nntzt  werden. 

Wir  wollen  in  der  Kurze  ncrch  einige  der  bemerkenswerthesten 
Folgerungen  an.^  den  oben  entwickelten  Gnmdformeln  angeben.  Dif- 
ferenzirt  man  die  er«te  der  für  IT{\  —  yi)  geltenden  Gleichungen, 
fc  wird 


dira-^n)  _^^^ 1 1    __     _ 


1 


dii  1-^f»       3f-*-/*  fi-^^ 


» 


worio  n  =  X   m  setzen  L>t;  dies  giebt: 

^/r(i-^/i)__      ^^ ,_jL.i 

oder  auch: 

1 

dirn-i^ß)  ci — «^ 

rff*  y    1 — X 

0 

denn   wenn  man  da«  Integral  dadorch   in    eine  Reihe  Terwandelt, 
dftW  man 


=  l-i-jr^jr2-l-...-J-a.«-l_| ^ — 

1 — X  '    1 — X 


setzte  die  einzelnen  Glieder  integrirt  und  nachher  n  unendlich  wer- 
den lääät,  so  kommt  man  auf  die  Gleichung  11)  zurück.  Die  For- 
mel 12)  bildet  den  Ausgangspunkt  far  eine  weitere  hier  nicht  aus- 
führbare Untersuchung  der  Grammafunktionen. 

Aus  Nro.  9)  folgt  durch  Rückgang  von  den  Logarithmen  zu 
den  Zahlen: 

oder,  wenn  die  rechte  Seite  mittelst  der  bekannten  Formel 

«^  =  1  -i-  ^  +  |z2  +  etc. 
entwickelt  wird: 

r(l  -f-  (t)  =  1  -  A>  -I-  \(K*  4-  -S,);*« 

—  KA-»  -  -SKÜ,  +  2Ä,)/t3  + , 

andererseits   i^t  vermöge    der   Formel    1)  und  durch  £ntwickelang 
von  äc^: 
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00 


ril-j-fi)=  Tafe-^da 


0 

00 


0 

mithin  durch  Integration  der  einzelnen  Theile  und  Vergleichung  mit 
dem  ersten  Resultate: 

0 


00 


0 

00 


/['(7-)r*"''^^=^+'^- 


0 


j\i~)\^'^'^'^  =  K^-^'6KS^'\-2S, 


U.     8.     W. 


Diese  Ergebnisse  lassen  noch  insofern  eine  Verallgemeinennig  zu, 
als  man  a  =  ay  setzen  kann,  wodurch  die  neuen  Gleichungen  ent- 
stehen: 

u.    s.    w. 
Aus  der  Gleichung  1)  ergiebt  sich  für  x  =  ay: 

15)  //-l.-«!'dj,  =  ^, 

0 
also  z.  B.  f ür  fi  =  I  und  für  ft  =  n  -f  ^ 


fv^-^W 


]F 
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.00 

dy 


J 


0  '  y 


Vy  2»a»  ITV' 


oder  wenn  man  y  ==  fi  setzt  und  ä^  an  die  Stelle  von  a  treten  lässt: 

0 

0 

(2  ft)^** 
Die  letzte  Gleichung  multipliziren  wir  mit  -r—^ — —-—  und  bemerken 

1  •  ^  •••  K^^n) 

rechter  Hand,  dass 

1.2.3...(2n)  =  1.3.5...(2n— 1).  1.2.3...  «.2** 
ist;  es  ergiebt  sich  so: 

\2n 


J  1.2.3...(2n) 


2^  t^^,      V^       W 

'  dt  = 


2a    1.2.3...n' 


setzen  wir  hierin  n=1^2,3,....  und  vereinigen   alle  so  entste- 
henden Gleichungen  mit  der  in  Nro.  16)  verzeichneten,  so  wird: 

18)         J ^ e-*dt=.^e  , 

0 
endlich  noch,  wenn  wir  hV  —  1   an  die  Stelle  von  h  treten  lassen, 

d.  h.  den  einzelnen  Gliedern  wechselnde  Vorzeichen  geben: 

5\« 


rco82bt.e-^'^  dt  =  yi^e-^^^ 
J  2a 


19) 

0 
Dieses  in  seiner  Art  bemerkenswerthe  Resultat  ist  für  die  mathema- 
tische Theorie  der  Wärme  von  Wichtigkeit. 


§.  85. 
Die    Betafunktion. 

Unter  dem  Namen  „Betafiinktion^^  versteht  man  zuweilen  eine 
Funktion  zweier  Variabelen  p  und  q^  welche  durch  die  Gleichung : 
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1 

1)  jxl^^  (1  —  a?)9-l  d(ü=iBip  ,q) 

0 
definirt  wird.    Die  genannte  Transcendente  ist  übrigens  sjnmietriflch 
in  Beziehung  auf  j>  und  q^  denn  setzt  man  x  =  \  —  y?  so  wird: 
1  1 

0  0 

wo  die  rechte  Seite  =  B(q^p)  ist;  man  hat  daher  immer: 

2)  Bip,q)  =  Biq,p). 

Will  man  die  Funktion  in  eine  Reihe  verwandeln,  so  kann  dies 

dadurch  geschehen,  dass  man  (1  —  a?)^~"^  nach  dem  binomischen 
Satze  entwickelt  und  die  einzelnen  Glieder  integrirt.  Die  so  ent- 
stehende Beihe  ist  aber  wegen  ihrer  geringen  Convergenz  nicht  son- 
derlich brauchbar,  und  wir  wenden  uns  daher  gleich  zu  der  haupt- 
sächlichsten und  wichtigsten  Eigenschaft  von  -B  (j? ,  5) ,  welche  darin 
besteht,  dass  unsere  Transcendente  jederzeit  durch  drei  Gammafunk- 
tionen  ausgedrückt  werden  kann.  Vermöge  der  Reduktionsformel 
7)  in  §.  57  ist  nämlich  für  m=p,  ä  =  ^  —  1,  a=l,  ft  =  —  1, 
n=  1: 


/• 


xP-^iX—xJl-^dx 


p  ^       p     J  ' 

und  da  für  x  =  \  und  für  .t?  =  0  der  vom  Integralzeichen  freie 

Theil  verschwindet,  sobald  p  und  q  positive  Grössen  bezeichnen,  so 

hat  man  weiter: 

1  1 

/*^-Hl  -  ^)^"^  dx  =  ^^JxP(l  —x)^'''^dx. 

0  0 

Die  wiederholte  Anwendung  dieser  Formel  giebt: 

1 

3)  1  xP-\l  —  xyi''^dx 

0 

_  (p-N)(p4-g+l)(p+g+2)...fp+7+«-l)   Lp+.-l(i-^.q-l^. 
J'(p+l)(j'4-2) (l»+n-l)      J    "^       ^'     *■'        ***' 

in  Beziehung  auf  die  rechte  Seite  bemerke  man,  dass  der  Formel 

4)  des  vorigen  Paragraphen  zufolge: 
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^'"^-^ (n— l)n  _i  , 

ft(^+l)(f*+2)...(ft  +  «— 1)  ~      ^^^ 

gesetzt  werden  kann,  wo  £  in  Null  übergeht,    wenn   n  anendli^ 

wächst,  dass  daher  die  Gleichung  3)  auch  in  folgender  Grestalt  ^:3 

scheinen  kann:  ' 

1 

f&r  a?P'"^=2;  wird  hieraus: 

Da  nun  bekanntlich  fiir  verschwindende  d  der  Ausdruck 
in  (-r-  ;<?)?    ^  übergeht,  so  darf  gesetzt  werden: 

(.-.',,-. =«-.j[,(-i-)]'-'+4 

wo  Q  mit  Ä  gleichzeitig  verschwindet;  auf  die  obige  Gleichung  für 

d  =  — j —  angewendet,  giebt  dies : 
p-\-n 

B<..,=  ^±3-(7q:-j/l['(i)r'+'l^- 

Lassen  wir  die  beliebige  ganze  Zahl  n  ins  Unendliche  wachsen,  so 
verschwinden  £i,  £3,  ö  und  q;  es  bleibt  demnach: 

Die  hiermit  gewonnene  allgemeine  Formel,  die  man  gewöbö- 
lich  unter  der  Gestalt: 

angegeben  findet,  lässt  noch  einige  Transformationen  und  Erwei" 
terungen  zu,  die  es  verdienen,  hervorgehoben  zu  werden.  Für  ^ 
=  z:(l  -^  z)  ergiebt  sich: 


CO 

6) 


r  zP-Uz  _r(jp)riq) 
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in  dem  speziellen  Falle  eines  ganzen  positiven  p  gehen  die  For- 
meln 5)  und  6)  in  die  Formeln  4) und  5)  des  §.  78  über;  für  p-^q 
=  1  verwandelt  sich  die  Gleichung  6)  in  die  Formeln  19)  des 
§.  73. 

Setzt  man  in  Nro.  5)  a?  =  y***,  so  entsteht  die  Gleichung: 


?) 


oder,  wenn  man  -*--  an  die  Stelle  von  p  treten  lässt: 

m 

also  z.  B.  für  m  =  2 : 

hieraus  folgen  unter  Anderem  die  Gleichungen  6)  und  7)  des  §.  73, 
wenn  man  ^  =  ^,  p  als  ganze  positive  Zahl  nimmt  un^  auf  die  Un- 
terscheidung gerader  und  ungerader  p  eingeht.  Die  Substitution 
y  =  sin  u  verwandelt  die  Gleichung  8)  in  die  nachstehende: 

^  ^r(f.  + ,) 

oder  für  |>  —    1  =  p,  2  ^  —  1  =  v: 

Wir  betrachten  noch  das  allgemeinere  Integral: 

~  J  Idx  ^  b(l—ay]P+9' 

worin  a  und  b  beliebige  Constanten  bezeichnen  mögen.     Um  den 
Werth  desselben  zu  finden,  benutzen  wir  die  Substitution: 
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«19  welcher  nacbätehende  Ansdrücke  folgen: 

-  a(l-y)^6y  '   ""  -  [a(l-y)-f-6y]» 

ax  -r-  6(1  — z)  =  — , 

a(l— 3f)-L-4y 

Bemerken  wir  femer,   da<<ä  den  Grenzen  jr  =  0  ond  x  =  1  die 
neaen  Grenzen  y  =  0  und  y  =  1  entsprechen,  so  wird: 

1 

0 
d.  i.  vennöge  der  Bedeutung  tod  S: 

1 
P-^(l— x)9-^dx  r(p)r(q)     1 


10) 


J    [a*+6(l— *)]H-9  r(p4-3)    rf>J? 

ond  wenn  man  a  —  b  ==  c  setzt: 

1 


11) 


0 


(6 + cx)H-^  r(j>  -f-  q)  {b+cyp  m 


Nehmen  wir  endlich  wie  früher  jr  =  y"  und  lassen  -^  an  die  Stelle 

m 

von  p  treten,  sg  ergiebt  sich  noch  das  Resultat : 


(6-j-c)^W 

welches  alle  Formeln  dieses  Paragraphen  als  spezielle  Fälle  in  sich 
enthält. 

Will  man  eine  der  Gleichung  9)  entsprechende  Formel  ge- 
winnen, so  hat  man  in  Nro.  10)  ar  =  cos'^u  zu  setzen;  dies  giebt, 
wenn  a^  nnd  b'^  für  a  und  b  geschrieben  werden: 

\n 

r(p)riq)  1^ 

2rip-\-q)  €?Pb^^ 


rco8^P-^u8in^1^^u  du  1 

J  (sfico8^u-\'b^sin'^uf^^  ~  2 

Bemerkenswerthe  Spezialisimngen  hiervon  sind: 

1        tanf*u  du n  1 

J  a^co8^U'\-b^8in^u        2co#|fi3r     (,1— f 


i"il+i"' 


V 
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deren  letztere  durch  die  Substitutionenp  =  ^=^ft,  a^  =  2(^1  "h^)» 
^2  =  ^(01  —  bi)^  u  =z  Iw  erhalten  wird. 


§.  86. 
Die    elliptischen    Integrale     und    Funktionen 

erster    Art. 

In  Cap.  Xn.  bemerkten  wir  schon,  dass  irrationale  Differen- 
ziale,  in  denen  Wurzeln  aus  algebraischen  Funktionen  dritten  oder 
vierten  Grades  vorkommen,  nicht  mehr  durch  Logarithmen  oder 
Bjreisbögen  integrirt  werden  können,  dass  im  Gegentheil  derartige 
Integrale  eigenthömliche  Funktionen  bilden ;  wir  kommen  jetzt,  wo 
uns  mehr  Mittel  zu  Gebote  stehen,  auf  diesen  Gegenstand  zurück, 
um  die  hauptsächlichsten  Eigenschaften  jener  Funktionen  zu  ent- 
wickeln. 

Wir  betrachten  zunächst  das  Integral: 

/da 
^    V(l— ar2)(l  — ifc2a.2) 

in  -welchem  k  eine  die  Einheit  nicht  übersteigende  Constante,  den 
sogenannten  Modulus,  bezeichnet.   Setzen  wir  x=8inip^  so  wird: 


(q)  =  Aresin  x) 


und  insofern  nun  u  von  k  und  (p  abhängt,  können  wir  w  =.  F(k ,  9?) 
schreiben, ►  wo  (p  die  Amplitude  des  Integrales heisst.  Die  Gleichung : , 

3)  f-y=J2=  =  F(k ,  9), 

enthält  demnach  die  Definition  der  Funktion  F(k ,  (p) ,  welche  man 
das  elliptische  Integral  erster  Gattung  genannt  hat;  ist  derWerth 
desselben  bekannt  (man  hat  in  der  That  Tafeln  dafiir),  so  folgt  dar- 
aus der  von  u,  nämlich: 

4)  u  =  F(k  ,  Ärcsina)^ 


4 
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indem  man  mir  den  zu  x  gehörenden  Bogen,  die  Amplimde,  anfm» 
Jochen  biaoclit. 

Die  Snehe  in  aber  noeh  einer  anderen  Ansicht  iialiig:  so  wie 
■i5inlM#4i  M  Ton  X  abikängt.  «o  ist  aac^  omgekehit  x  eine  Fmiktioii 
Ton  «,  ira«  man  dnreh  irgend  ein  beliebigem  Svmbol  ausdrücken 
könnte:  am  jedoch  zn  der  passendsten  Bezeichnnng  zu  gelangen, 
bemerken  wir  zonächsu  dass  ^  als  Amplitude  von  «  durch 

if  =  <siiff/(u)  oder  kurzer  qp  =  an« 
dargestellt  werden  kann,  woraus,  wegen  x  =  m  qp.  folgt : 
5)  X  =  jm  OH  M  .  Bü^ii  i*. 

Diese  Gleichung  ist  nun  die  Umkehrung  der  in  Nro.  4)  angege- 
benen, wobei  das  Zeichen  sinam  al>  Funktionsbezeichnnng  dient*). 

L  Unter  den  zahlreichen  Transiormatioaen«  deren  das  ellip- 
tische Integral  erster  Art  iahig  ist,  yerdient  besonder»  die  folgende 
herrorgehoben  zu  werden,  welche  zudem  sogenannten  Additions- 
theoreme führt.  Ersetzen  wir  nämlich  die  Variabele  i|  in  der 
Gleichung : 

ß 

^    V  1 — k'Sm^fi 

durch  eine  neue  Verändeiüche  {«  welche  mit  jener  durch  die 
Gleichung : 

7)  cosa  «wij  —  sma  mti  V  1 — **«ii*f  =  c<at^ 

verbunden  ist .  so  entspricht  dem  Werthe  if  ^  0  der  Werth  i  =^  a 
und  wenn  i^  z=  ß  geworden  ist.  so  hat  ^  einen  Werth  y  ange- 
nommen, welcher  aus  der  Gleichung: 

8)  cosa  cosß  —  tina  tinß  V  1  — k-fin^y  :=  cos  y 

zu  berechnen  sein  wurde.     Um  weiter  Ji}    durch  d^  auszudrücken. 


*)  Wenn  die  goniometrischeD  Fimktionen  nidit  bekannt  wären,  so  würde 
die  Integrabechnong  dartof  fuhren  und  zwar  bd  Gelegenheit  des  Inte- 
grales: 

X 


t) 

0 
hier  ist  v  eine  Funktion  von  x  (nämlich  u  -=  .-Ircnn  x)  miiKin   umgdrehit 
X  eine  Funktion  von  u  (x  ^=  sinü)  and   es  hätte  keine  Schwierigkeit,  & 
Eigenschaften  beider  Fonktionen  aus  der  (^chung  f)  abzuleiten;  in  der 
That  erhäk  man  sie  ans  den  Entwickelangen  des  Teztes  Inr  1:  =  0. 


^ 
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könnte  man  r^  der  Gleichung  7)  entnehmen  nnd  es  dann  differen- 
ziren;  rascher  aber  gelangt  man  durch  die  Bemerkung  zum  Ziele, 
dass  die  Gleichung  7)  auch  in  den  folgenden  Formen   dargestellt 
werden  kann: 
9)  cos^  coaa  -|-  «nf  ama  Vi  — k^  sin'^ri  =  cosri^ 

10)  €08^  coafj  -f-  «wf  Sinti  yl  —  jb^  am^a  =  casa; 

man  überzeugt  sich  hiervon  leicht,  wenn  man  die  Gleichungen  7), 
9)  nnd  10)  rational  macht;  weil  aber  dabei  die  Vorzeichen  der 
Wurzeln  verschwinden,  so  bedarf  die  Richtigkeit  dieser  Vorzeichen 
eines  besonderen  Nachweises.  Für  jb  =  0  geht  die  Gleichung  7) 
in  C0Ä(a -f-iy)  =  cosf^  über,  daraus  folgt  cosd — d)  =  cosri  und 
cos(^  —  V)  =  cosa;  dasselbe  geben  auch  die  Gleichungen  9)  und 
10),  woraus  die  Richtigkeit  der  gewählten  Vorzeichen  hervorgeht. 
Durch  Differenziation  der  Gleichung  10)  wird  nun,  wenn  wir  die 
Wurzel  für  den  Augenblick  mit  Ä  bezeichnen: 

(Ä  cos  Tjain^—  sin  ricosfi,ydfi  =  (cosrj  sin^  —  Äsinri  cos  5)  d^ , 

und  durch  Substitution  des  der  Gleichung  10)  entnommenen  Wer- 

thes  von  Ä: 

cosacosri  —  cos^   _  cosrj  —  cosacos^     ^ 

; dri  = r-; df 

Mn^  smi 

^  d.  i.  nach  Nro.  7)  und  Nro.  9): 

sinaVl  —  k^sin^t  dri  =  sinaV  l—h^sm^ri  d{, 
oder  endlich: 

11)  ^^       =  -=£L=. 

Vl—k^sin^fl         Vl  —  k^sin^ 

Setzen  wir  dies  in  die  Gleichung  6)  ein,  oder  was  dasselbe  ist, 
integriren  wir  die  vorstehende  Gleichung  mit  der  Rücksicht,  dass 
den  Grenzen  i/  =  0  und  iy  =  /S  die  Grenzen  t  =  cc  und  t  =  y 
entsprechen,  so  folgt: 
ß 


r     dfi      __  f     dt 

J  Yl—k^9in^^        J  Yl  —  k'^sin^t 


J  Vi— Jfc2«m2t        J  Vi- 


di 


^    Vi— ifc2«m2J        J  Yl  —  k'^sin^^ 

d.  h.  F(k,  ß)  =  F(k,  y)  —  F(k,  a),  wobei  die  Amplituden  a,  /S,  y 
durch  die  Gleichung  8).  verbunden  sind.  Schreiben  wir  endlich  9, 
^,  o  für  a^  ß^  y^  so  gelangen  wii'  zu  dem  Fimdamentaltheoreme, 
dass  die  Gleichung: 


/ 
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12)  ^(fc,9)  +  /'(fc,t/;)  =  F(Jk,(D) 
stattfindet,  wönn  die  Amplituden  9,  ^,  &  der  Bedingung: 

13)  cosif  cosi^  —  sitKp  8inii>  Vi  —  k'^ sin^ a  =  6o8(o 
genügen,  welche,  dem  Früheren  analog,  auch  unter  den  Formen: 

• 

'  (  cos a  co8(p  -f-  sin (o  sin (p  V  1  —  k'^8in^i\f  =z  costlf 

(  cos (OC08i\f  -f-  sinfo  sin i\f  V  1 — k^sin'^qf  =  cos np 

dargestellt  werden  kann.  Hierin  liegt  die  Addition  der  ellipti- 
schen Integrale  erster  Art,  da  sich  ein  elliptisches  Integral  finden 
lässt,  weiches  die  Summe  zweier  gegebenen  Integrale  derselben  Gat- 
tung ausmacht ;  sein  Modulus  ist  derselbe,  seine  Amplitude  bestimmt 
sich  dadurch,  dass  man  o  aus  einer  der  obigen  Gleichungen  ent- 
wickelt, was' auf  folgende  Weise  geschehen  kann.     Wir  bezeichnen 

Vi  —  fc2 «n^ y  mit  ^ (9?)  und  eliminiren  cos co  aus  den  Gleichun- 
gen 14) ;  es  ergiebt  sich  dann  von  selbst 

Gos'^  q)  —  cos^  ^  , 


sin  CD 


cos(p  sinilf  /d (jcp)  —  sinq)  cosilf  ^(tjf)  ' 

und  wenn  Zähler  und  Nenner  mit  cos  (p  sin  ^  ^  (9)-}-  «n  9  cos  ^^(^) 

multiplizirt  werden: 

sinw  cosiff  ^(^)  +  cosw  sinif  ^((p) 

15)  sincj  = j^  .  . —-■ 

1  —  k^stn^q>stn^tl; 

Durch  Substitution  hiervon  in  eine  der  Gleichungen  14)  erhalt 
man  weiter: 

cos  (p  cosilf  —  sin  q>  sin'^  /^  (9?)  /^  (^) 

^^>  ""*  "^  = X-k-'sin^ipän^^ ' 

ferner  durch  Division: 

tanq)^(:^)-{-tanifdiq>) 

17)  tancü  =  — ;: — TTr~^r~rrrr' 

1  —  tan(ptanilf/J{(p^/3{j\j) 

Die  letzte  Formel  giebt  die  leichteste  Bestimmung  von  d;  be- 
rechnet man  nämlich  zwei  Hülfswinkel  9?'  und  1/;'  nach  den  Formeln 
tan  (p'  =  tan(pjd  (jli)  und  tan  ^',  =  tan^^  (9?),  so  ist  o  =  qp'  -(-  ^' 
Aus  Nro.  13)  folgt  endlich  noch  durch  Substitution  von  cosca: 

z/(9?)z/(^) — k^ sin q) cos q) sin jI^ cosif 

18)  (fiJ)  =  l  —  k'2sin^q)sin^^ 

Käme  es  z.  B.  darauf  an,  zwei  Amplituden  der  Art  zu  finden, 
dass  F(k^  9)  -j-  ^(J^^  *5  =  -^(^1  2^)1  wo  F(fc,  \x)  das  voll- 
ständige elliptische  Integral  erster  Art  he^sst  und  mit  F^Ck)  oder 
nur  mit  K  bezeichnet  wird ,  so  würde  die  Substitution  o  :^  |  sr  fol- 
gende Gleichung  geben: 
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tanw  tanib  =  ,  ^ =  -7-, 

1/1  — ib«  *' 

yermöge  deren  ^  aas  q>  bestimmt  wird;  k^  nennt  man  das  Com- 
plement  des  Modulus,  jp(jfc,  9))  und  jP(ä:,  1^)  complementä^e 
Integrale,  wenn  sie  zusammen  das  vollständige  Integral  aus- 
machen. 

Bei  weitem  eleganter  gestalten  sich  die  obigen  Besultate,  wenn 
man  die  umgekehrten  elliptischen  Integrale  einführt;  setzt  man  näm- 
lich F(k^  9)  =  M,  F(k^  ^)  =  V,  jP  (Ä:,  cj)  =  w ,  so  ist  q)  =  am  u^ 
^  =  am  V,  CO  =  am  w;  die  Gleichung  12)  geht  in  M-f-v=w  über 
und  es  ist  daher  co  =  am  (w-f-v);  die  Formel  13)  wird  nun  bei 
umgekehrter  Anordnung 

C08 am  (u-j-v)  =  C08  amu  cos  am  v  —  sinam  u  ainamv/d  [am (tt-|-ü)], 
ebenso  treten  an  die  Stellen  der  Gleichungen  15)  und  16)  die  fol- 
genden : 

^_^     .        ^    I    ^         sin  amu  cos  am  V /d  am  V -l- sin  am  V  cos  am  u^  amu 

19)  «nomCM-H;)  =  : ,»   .  „  — ; ^ 

^  ^    I    ^^  l  —  k^sin^amusin^amv  ' 

^^.  ,    ,    ^        cosamucosamv  —  sinamusinamv/damu/^amv 

20)  cosamCu-A-v)  = ,^   .  ^ r-, — - 

1  —  «2  8in^  am  u  sin^  am v 

Diese  Formeln  sind  vollkommen  analog  den  goniometrischen 
Formeln;  in  der  That  erhält  man  letztere  daraus  für  fc  =  0,  wo- 
durch sin  amu  in  sinu  und  ^amu  in  1  übergeht.  Sowie  nun  die 
gesammte  Goniometrie  auf  den  Fundamentalformeln  für  sin(u-\-v) 
und  cos  (u-\-v)  beruht,  so  bilden  die  Gleichungen  19)  und  20)  in 
ganz  ähnlicher  Weise  die  Grundlage  für  die  Theorie  der  Funktionen 
sin  amu  ^  cos  amu  etc.,  welche  in  neuerer  Zeit  vorzugsweise  ellip- 
tische Funktionen  (im  Gegensatze  zu  den  elliptischen  Integralen) 
genannt  worden  sind ;  die  Theojie  selbst  kann  hier  nicht  Platz  finden. 

n.  Die  Subtraktion  der  elliptischen  Integrale  lässt  sich 
leicht  auf  die  Addition  zurückführen,  indem  man  1^  negativ  nimmt 
und  berücksichtigt,  dass  die  Substitution  0  =  —  t  zu  der  Gleichung 

r      dö       _  _   r      dt 

J  y  l—k'^sin^O  ~         J  Vi  — jfc2  5in2r 

führt,  die  nach  unserer  Bezeichnung  einerlei  ist  mit 

F(]c,—7l>)  =  —  Fqc,^). 

Dem  Additionstheoreme  tritt  jetzt  das  Subtraktionstheorem  zur 
Seite,  welches  lautet:  die  Gleichung 

21)  F(k,  (f)  —  F(k,  t)  =  Fik,  ©) 

S c hl 0 milch,   AtiaItsIs.  24  jfl 
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findet  statt,  wenn  die  neue  Amplitude  o  mittelst  der  Formel 

^^^  8tnq>  costlf  ^  W)  —  cosw  sintlf  ^(cp) 

22)  stno  = ^^ — 

^  1  — ik2«n29)«n2^ 

bestimmt  wird.  Auf  gleiche  Weise  liessen  sich  die  Formeln  16), 
17)  und  18)  umgestalten,  was  keine  Schwierigkeiten  hat.  Behält 
man  die  Bezeichnung  F(k^  (p)  =  w,  F(k^  if/)  =  v,  F(k^  o)  =  w  bei, 
so  ist  wiederum  q)  =  am  w,  ^  =  amv^  o  =  am  w  =  am(u — v), 
mithin : 

^„.     .        .        ^        sinamu  cosamv/d  amv  —  sinamvcosamu^amu 

23)  8inam(u—v)  = -— — — , 

1 — k^sin^amu  ain^amv 

was  der  Formel  19)  entspricht;  ähnlich  ist: 

«..  ,         ^        cosamucosamvA-sinamu  sinamv/damu/d amv 

24)  cos  am  (u — v)= — = ,    •  \»   .  a .■ 

1  —  k^  sin*  amu  8in^  amv 

m.     Durch  mehrmalige  Anwendung  des   Additionstheoremes 
kann  man  offenbar  eine  Amplitude  o  finden,  für  welche 

F(k,a))  =  F(k,  (fi)  +  F(k,  <p2)  +  .  .  .  +  F(k,  ipj 

ist;  nimmt  man  spezieller  ^x  =  9^2  •  •  •  =  9^m  ^^^  ^^  ^^  wird 

F(k,  (0)  =  mF(k,  <3P), 

wo  das  Integral  linker  Hand  ein  gegebenes  Vielfaches  des  rechts 

befindlichen  Integrales  ausmacht.  Bezeichnen  wir  etwas  sprechender 

o  mit  g)^,   wenn  es  der  obigen  Gleichimg  genügt,  so  besteht  die 

Multiplikation   des  elliptischen  Integrales  in    der  Bestimmung 

der  Amplitude  9)^,  wenn  m  und  q)  gegeben  sind.      So  ist  z.  B.  ans 

Nro.  I.  f tir  1^  =  g?  und  o  =  g?2« 

F  (ÄJ,  (P2)  =  2  F  (k,  g?),    wenn 

tsinw  cosw/d(w)      ,                        1  —  2.sin^w-\-h^sinSw 
8tnq)2  = — ^       10  ■  A — ■^    oder   cos  0)2  = z tt-^ ^• 

Denken  wir  uns  allgemeiner  drei  Amplituden  9>^__i,  9)^,  (p„A.i 
welche  den  Gleichungen 

F  (fc,  <jp^i)  =  (n—  1)  F  (k,  <]p), 

25)  F(k,  (p^       =    nF(k,  <]p), 

F(k,  <]P^i)  =  (n+ 1)  i^  (ÄJ,  (f) 

genügen,  so  ist  gleichzeitig 

FCk,  9>^i)  =  F(k,  (p^  +  F(k,  9>), 
F(k,  9>^i)  =  F(k,  9>^  —  Fik,  y), 

und  durch  Anwendung  des  Additions  - ,  sowie  des  Subtraktionstheo- 
remes  findet  man  hieraus: 


> 
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^  zcosq)  cos  9?^ 


8in 


C08 


9^l+co»<p„_i  =  -y— ^ 


8in^(p8in^q)^ 


Mittelst  dieser  Gleichungen  lässt  sich  9„_i_i  aus  q)^  und  (Pf^^l 
ableiten,  indem  man  von  q)Q  =  0  und  (pi  =  q)  ausgeht;  so  erhält 
man  z.  B.  für  n  =  3  durch  Substitution  der  schon  bekannten  Werthe 
von  sin  9)2  ^i^d  cos  q>2  : 

4:(l^k^sin^q))co8^(p  —  (1  — ib^gm^yj^ 
)    «n^a  _  (jL_;5.2j5j>,4gj)2_4Jk3(i_jk2«n2g?)co«2g?5m4g?  ^^^' 
Um  indessen  so  zusammengesetzte  Ausdrücke    zu    vermeiden, 
dividiren  wir  die  Gleichungen  26)  durch  einander,  dies  giebt: 

28)  tan  (^  q)^_^^  -f  ]  (p^_{)  =  J  (g?)  tan  q>^ , 
also  für  n  =  1,  2,  3,  etc.: 

tan\(p2  =  ^(^q>)tanq)^ 

to«(j  98  +  59)  =  ^iq>)tanq)i 
u«  s.  w., 
woraus  sich  tp^^  9)3,  94  etc.  ohne  Mühe  berechnen  lassen. 

Will  man  den  Multiplikationsformeln  für  die  elliptischen  Inte- 
grale die  entsprechenden  Formeln  für  die  elliptischen  Funktionen 
an  die  Seite  stellen,  so  hat  man  nur  g)  =  am  u  und  q>^  =  am(nu) 
zu  setzen. 

IV.    Stellt  man  die  Gleichung  FQc^  9?^  =  mF(k^(p)  in  der 

umgekehrten  Form  F(k^  9?)  =  —  F  (k^  (p^  dar  und  schreibt  um 

971 

grösserer  Symmetrie  willen  (p  statt  9)^  und  <p  i  für  9),  so  liegt  in 

m 
der  Gleichung 

29)  F(k,(p^)  =  —  FQc,  9)) 

m 
das  Problem  der  Division;  die  Lösung  desselben  ist  aus  Nro. III. 
herzuleiten,  indem  man  umgekehrt  die  grössere  Amplitude  als  gege- 
ben und   die  kleinere  als  zu  entwickelnde  Unbekannte  ansieht;  für 
den  Fall  m  =  2  z.  B.  bestimmt  sich  (p\  mittelst  der  Gleichung: 

^  1  — 2gg'ng9?i+fe2ggn^yi  ^  i  —  2,x'i^k'^x^ 
cosq>  —  i^kisin^^pi  ~        l-^k^x^      ' 

i 


i 
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wo  wir  znr  Abkürzung  8in(pi  mit  x  bezeichnet  haben;    für  m  =  3 

ergiebt  sich  ähnlich  aus  Nro.  27)  für  8in(pi  =  x: 

_    3a?  — 4(l4-Jfca)a?g4-6feggS_fc4a»9 

Ueberhaupt  ist  zur  Bestimmung  der  Amplitude  q)  ^   immer  die 

m 
Auflösung  einer  algebraischen  Gleichung  vom  Grade  tn^  nöthig,  oder, 

was  auf  dasselbe  hinauskommt,  sin  am  —  ist  die  Wurzel  einer  der- 

771 

artigen  Gleichung,  welche  ausser  sin  arifi  u  odet  cos  am  u  nur  noch  k 
und  ganzzahlige  GoefBcienten  enthält. 

Wäre  endlich  eine  Amplitude  ^  der  Art  zu  bestimmen,  dass  die 
Gleichung 

30)  F(k,i;)  =  ^F(k,q)} 

stattfände,  worin  p  und  q  gegebene  ganze  Zahlen  bezeichnen,  so 
kann  man  dieser  Gleichung  zunächst  die  Form  qF{h,il;)z=:pF(k^ip) 
ertheilen  und  sich  den  gemeinschaftlichen  Werth  dieser  beiden  Pro- 
dukte als  ein  neues  Integral  i^(A^ r)  denken,  so  dass  einerseits  qJF(k,ii) 
=  F(k^z\  andererseits  pF(k^  (p)  =  FQc^z)  ist;  die  erste  Bedingung 
giebt  nach  Nro.  EH.  eine  Gleichung  zwischen  i^  und  r,  die  zweite 
eine  Gleichung  zwischen  (p  und  r;  eliminirt  man  z  aus  diesen  Glei- 
chungen, so  bleibt  eine  Beziehung  zwischen  i^  und  q)  übrig  und  zwar 
eben  die,  welche  zum  Bestehen  der  Gleichung  30)  nothwendig  ist. 

Das  Gesammtresultat  dieser  Untersuchungen  lässt  sich  in  fol- 
gendes Theorem  zusammenfassen,  bei  dessen  Formulirung  der  ge- 
wöhnliche goniometrische  Calcül  zu  den  algebraischen  Operationen 
gerechnet  worden  ist:  „wenn  r,  «,  <  etc.  beliebige  positive  oder  ne- 
gative rationale  Zahlen  und  fpt  fl^^  X  ®*c*  gegebene  Amplituden  be- 
zeichnen,  so  kann  das  aus  einer  endlichen  Gliederzahl  bestehende 
Aggregat 

rF(k,q))  +  sF(k,t)  +  tF(k,x)  +  •  •  • 
zu  einem  einzigen  elliptischen  Integrale  zusammengezogen  werden, 
dessen  Modulus  wiederum  k  ist,  und  dessen  Amplitude  durch  alge- 
braische Operationen  aus  9,  ^,  %  etc.  abgeleitet  wird.^^ 
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§:  87. 
Diu  Laudün'sche  Subätitution. 


I.    Setzen  wir  in  dem  elliptischen  Integrale 

9 

1)  F(r,  0)  =    fr-r--— 

für  6*  eine  neue  Yariabele  cd  der  Art,  dass 

'S"  =  Arctan  — -, r—   oder  tan9  = 


r  -f-  C05  2  o  r  -f-  cos  2  CJ 

ist,  so  wird,  wie  man  leicht  findet: 

r  CO«  2  CO  -j-  1 

l  +  2rcoÄ2cj-|-^^ 
1/"::^ :: — r::  l-f-rco«2a) 

Vl  +  2rco52(ij4-''^ 
mithin  durch  Division,  wenn  man  gleichzeitig  1  —  2  sin^  o  für  cos  2  co 

schreibt: 

^^  rf^  2  eico 

2) 


— ..  — • 


Der  unteren  Grenze  0"  ==  0  entspricht  co  =  0,   der  oberen 
Grenze  6"  =  0  ein  Werth  o  =  ß,  welcher  aus  der  Gleichung 

3)  tanB  =      ^^^^  oder  «n(2Ä  — 0)  =  r«n0 

r-|-co5  2  W 

zu  berechnen  ist;  nach  diesen  Bemerkungen  zusammen  folgt,  indem 
man  die  Gleichung  2)  zur  Transformation  der  Gleichung  1)  benutzt: 
9  Sl 

r      d» 2_  r rfö 

J  1^1— r^Äin^a-  ~  1+r  J  \r       i;:     ~' 

d.  i.  wenn  zur  Abkürzung 

'2V7  1  —Vi  —  s« 

4)  - — i —  =  8 


1+r  i^Yl—s' 

gesetzt  wird: 

5)  F(r,  ®)  =  Ar^F  («,  Sl). 

Hierin  liegt  die  Reduktion  eines  elliptischen  Integrales  aui'  ein 
zweites  von  anderem  Modulus  und  von  anderer  Amplitude.     Was 
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die  GrossenYerhältnisse  zwischen  r  und  &.  sowie  zwiaciieii  0  imd  i2 
betrifft^  so  bemerken  wir  darüber  Folgendes.  Wegai  r  -«^  1  ist 
(1-Ur)*<  4,  oder 

^.    .     .>  >  r  >  r*,  mithin  **  >  r«,  #  >  r; 
(1-1- r)* 

fem»  ans  Nro.  3)  m(2i2— 9)<me,  daher  2  A— e<e  oder 
Sl  <^  Si  man  kann  also  ein  elliptisches  Integral  auf  ein  anderes 
Ton  grosserem  Modulns  mid  von  kleinerer  Amplitude  sn- 
rückführen.  —  Stellt  man  die  Gleichung  5)  in  der  umgekehrten 
Form 

6)  F(*,Ä)=^F(r,») 

dar,  indem  man  s  und  i2  als  gegeben  ansieht  und  daraus  r  und  S 
mittelst  der  Formeln  3)  und  4)  ableitet^  so  sagt  die  Gleichung  6), 
dass  jedes  elliptische  Integral  auf  ein  anderes  mit  kleinerem  Mo- 
dulus  und  grosserer  Amplitude  reduzirt  werden  kann. 

IL  Auf  die  soeben  ausgesprochenen  zwei  Theoreme  stützt  sich 
eine  Methode  der  näherungsweisen  Berechnung  des  Werthes  von 
F  (hf  q))^  welche  die  gewöhnliche  Berechnungsweise  (mittelst  einer 
unendlichen  Reihe,  oder  durch  die  Methode  der  Quadraturen)  an 
Leichtigkeit  und  Kürze  weit  übertrifil.  Man  kann  dabei  die  Ylüh 
unterscheiden,  ob  k^  mehr  oder  weniger  als  |  betragt.  Findet  das 
Erste  statt,  so  benutze  man  die  Gleichung  5)  zu  einer  fortwahrenden 
Yergrösserung  des  Modulus  nach  folgendem  Schema: 

^0^ 9>)  =  jzTk  ^^^^' "^^ '  ^^^^' ^^  =  i+i;  ^^' ^^^  ""^ 

2Vk 

2Vki 
h  =  Yqir^  smi2(p^  —  fpi)  =  i^nng)!, 

etc.  etc. 

und  es  ist  dann,  wenn  bis  k^  und  q)^  gegangen  wird: 

F  (fc, ,,)  =  jA_  .  __2_  .  _^  . . .  _^^  p  (fc^  ^  ^^ 


P(K^  fn)    V  k -■ 


Bei  unendlich  wachsenden  n  reduzirt  sich  k^  auf  die  Einheit, 
Vn  S^^^  ^  einen  gewissen  Grenzwerth  0  über  und  es  wird 
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UmFQc^,  9>^  =   f        ^^  =  l  tan  Q«  +  i^X 

mithin  

7)  F ik^fp)  =  l  tan  (\it  +  \9)  .  y^hh:^^ 

Verlangt  man  nur  eine  anf  sieben  Dezimalstellen  beschränkte 
Genauigkeit,  so  wird  schon  k^  =z  k^  . .  ,  ==  1,  9)3  =  g?4  , , .  =  <P, 
was  eine  leichte  Rechnung  giebt. 

Im  zweiten  Falle  Äj*  <;  1  vermindert  man  den  Modulus  fort- 
während, indem  man  sich  der  Gleichung  6)  zufolge  folgender  For- 
meln bedient: 

1-4-ibi  l-4-fc> 

FiK^d  =  — P  i^(Ä^,<Pi),      F(h,^>{)  =  -^  ^(^,92)  etc., 

1— y  l-ik2  «n29? 

^  =  i+Vi-,2-  ''"^^  =  M^:^^;2^' 

1  — Vi— jfci2  «n  2  opi 

Ä^  = .  ,  ton  9)2  = 


1+Vl— ifci«'  fc2-|-co«29?i 

etc.  etc. 

und  es  ist  dann,  wenn  bis  k^  und  q>^  gegangen  wird : 

^(*,9>)  =  -^ 2 2~  ^^^^'^'»^ 

Bei  unendlich  wachsenden  n  verschwindet  A;^  und  es  wird 

Lfm  =  Ltm    1  — —  =  Lim  [  —  ) , 

2^»  J      2"  \2^/ 

und  wenn  wir  diesen  Grenzwerth  mit  0  bezeichnen: 

8)  F(k,q>)  =  0  .  (1  +  fci)  (l+fca)  (l+Ä^) 

Auch  hier  wird  bei  sieben  Dezimalen  bereits  k^  =  0  und  ^^<p^ 

Zu  bemerken  ist  übrigens  noch,  dass  die  Unterscheidung  der 
beiden  Fälle  k^  '^  l  und  äj^  <:^  1  zwar  eine  naheliegende,  keines- 
wegs aber  eine  nothwendige  war,  und  dass  ebendeswegen  jede  der 
beiden  angegebenen  Näherungsmethoden  allgemeine  Gültigkeit  be- 
sitzt.    Da  nun  die  Formel  8)  insofern  einfacher  als  die  Formel  7) 


i 
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ist,  ala  sie  keinen  logaiitliniischen  Faktor  enthält,  so  wird  man  äich 
in  den  meisten  Fällen  der  Formel  8)  bedienen,  welche  selbst  für 
grosse,  d.  h.  wenig  von  der  Einheit  differirende  k  brauchbar  bleibt, 
wenn  man  die  Reihe  der  abnehmenden  Modnli  weiter,  etwa  bis  k$ 
fortsetzt.  £s  verlohnt  sich  deshalb  der  Mühe,  der  zweiten  Methode 
die  bequemste  Bechnongsform  zu  ertheilen;  dies  geschieht  dadurch, 
dass  man  ib,  ib| ,  i^j,  •  .  .  als  Sinus  der  Hülfswinkel  X,  X^,  A^,  .  •  . 
ansieht,  also 

Vi  — fc«  =  cosl^  Vl—ki^  =  cos^u  Vi— V  =  «wX,,.  .  . 

t 

setzt ;  die  Formell  f  fir  i^i ,  i^ ,  •  .  .  werden  dann : 

k   =  sinXy 

kl  =  smJii  =  tan^  |il, 

k^  =  sinX^  =  tan^^Xi 

u.  s.  w. 

Auch  die  Berechnung   der  wachsenden  Amplituden  lässt  eine 
Vereinfachung  zu ;  aus  der  Formel  für  tem  (fi  folgt  nämlich : 

sin2w  C08W — cos'I  w  sinw — ki  sinw        ( 1 — kt )  tanw 

tanq>i  —  tanw  = ,,     . ^ =  ^ — ,     ^   ^  ^, 

(kl -j- cos  2  (f)  cos  (f  ki-f-coszip 

^    ,   ,  C082wc08W-\-8tn2w8inw-]-kiC08ip  1-4-fe 

1-4-tanWitanq)  = ^ — ^        — -  =  - — j— ^ — ^, 

(kl -f- cos 2  q))  cos (p  «i-f-co«2y 

mithin  durch  Division 

tan((pi  —  qi)  =  ^^  tan(p  =  V  1  —  k^  tantp; 

1  -j-ki 

die  Amplituden  könneu  demnach  mittelst  folgender  Formeln  berech- 
net werden: 

Itan  (q)i  —  ^)   =r  cos  X  tan  9), 
tan((p2  —  9)1)  =  cosAj  tong?i, 
tan((p^  —  9^2)  =  C05 A3  tan  q)^^ 
u.  s.  w. 

Bemerkt  man  endlich  noch,  dass  vermöge  der  Werthe  von  ki 
und  k  die  Gleichung 

stattfindet,  also  entsprechend 

_    ^^^^1        1    I   £, ^^ 

V  cosl  V  COSAi 
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sein  muss,  so  wird  die  Formel  8)  zur  folgenden: 


1  /  cos  Xi  cos  A3  cos  A3  . . . 


11)  F(k,<p)  =  0 

f  COS  K 

welche  logarithmisch  leicht  zu  berechnen  ist.  —  Aus  den  Gleichun- 
gen 10)  geht  übrigens  hervor,  dass  die  Differenz  9?,i-Li  —  ^^  '^3<he 
gleich  g?^  sein  muss,  wenn  A^  sehr  klein  geworden  ist;  daraus  folgt 
weiter,  dass  9>^_li  beinahe  das  Doppelte  von  9)^  beträgt,  dass  also 

die  Amplituden  bald  ebenso  wachsen,  wie  die  Progression  g?.,  2g?, 
4  9 ,  8  9>  u.  s.  w.  Genau  ist  dies  for  9  =  ^  ä  der  Fall ;  man  hat 
dann  9)1  =  ä  ,  g?2  =  2  OT ,  9)3  =  4  ar , . . .  also  4P=  \  %  und 

12)  i^(ifc)  =  i„Uf^i5ifi5^iiI-. 

Aus  der  Vergleichung  mit  Nro.  11)  erkennt  man  noch  die  Be- 
deutung von  O;  es  verhält  sich  nämlich  das  vollständige  elliptische 
Integral  zum  unvollständigen  wie  \n\Q>, 

m.  Eine  weitere  und  wichtigere  Bedeutung  gewinnen  die 
Formeln  des  vorigen  Abschnittes  noch  dadurch,  dass  sich  mittelst 
derselben  das  umgekehrte  Problem,  die  Amplitude  9)  aus  dem 
Werthe  von  F(Jc^q))  zu  bestimmen,  lösen  lässt,  wobei  wieder  die 
Fälle  fc2  ;>.  1  und  k^  <^  1  unterschieden  werden  mögen. 

Ist  jfc  >  1  und  F(k ,  9))  =  m  gegeben,  so  können  zunächst 
die  wachsenden  Moduli  ^,  k2^.**  nach  den  Formeln: 

,       2VT       .       2Yh 
^^üfk^    ^  =  14^'  '*"• 

berechnet  werden,  bis  man  auf  einen  Modulus  stösst,  welcher  mit 
der  verlangten  Genauigkeit  =  1  gesetzt  werden  darf.  Es  sei  dies 
k^ ,  so  sind  auch  äJjj  ,  Ä% , . . .  für  1  zu  rechnen ,  und  die  Gleichung 
7)  giebt: 


zto«a«+i*)  =  «V^; 


man  findet  hieraus  den  Grenzwerth  O,  welcher  wegen  k^  =z  1  mit 
9)4  identisch  ist;  mittelst  der  Gleichungen 

sin  (29>4 — g?3)  =  kssintp^  ,     8in(2q}s  — g>^)  =  ik2«Vi9>2  v 
erhält  man  nun  rückwärts: 

sin  2  Wa  sin  2  Wo 


ks  -\-  C082(p4  '         ^  ^2  +  öö«  2^ '  *  " 

mithin  zuletzt  (p  =  am  u. 


/ 
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Ist  dagegen  k^  <^  1^  so  berechnet  man  zunächst  die   abneh- 
menden Moduli  X^ ,  X^ , . . .  nach  den  Formeln : 

_  1  _  V 1  _  fei  1— \Ar3i^     . 

bis  man  zu  einem  Modolus  gelangt,  der  hinreichend  mit  Null  über- 
einstinunt.     Es  sei  dies  k^^  so  folgt  aus  Nro.  8): 

^ u 

""(1+Ä^)(1+Ä^)(1  +  ^)' 

dieser  Grenzwerth  fallt  mit  i^(pi  zusammen  und  giebt  daher  94 
=  16  0.    Die  aiUifihungen: 

8m2q)Q                                stn2q)2 
tan a?4  =  - — , 5 —  ,  ton©8  =  - — j r —  , . . . . 

liefern  nun  rückwärts: 

8in(2q)2  —  (fO  =  ÄJ4«ng?4  ,  8in(2q)2  —  93)  =^  k^sintp^  ^ .... 

also  der  Reihe  nach  9)3,  9>2i  9^1?  9?  ==  awM.  —  Hiermit  ist  zu- 
gleich die  Aufgabe  gelöst,  die  obere  Integrationsgrenze  d?  zu  be- 
stimmen wenn  in  der  Gleichung: 

X 

da 


I 


u. 


^      V(l— /p2)(l_Ä;2-r2) 

k  und  u  gegeben  sind;  man  hat  nämlich  x  =  eintp  =  sin  am  u. 


§.  SS. 
Die    elliptischen    Integrale    zweiter    Art. 

I.    Bezeichnet  k  wie  früher  einen  echten  Bruch,  so  heisst  das 
bestimmte  Integral 

X 

da 


A 


0   1/^^=^ 


Yl—k^a^, 


das  elliptische  Integral  zweiter  Art;  gewöhnlich  betrachtet  man 
statt  desselben  dasjenige,  welches  mittelst  der  Substitution  a:=:8inip 
daraus  hervorgeht,  und  schreibt  als  Definition: 

1)  I  dq)]/  l—k^8in^(p     =  E(k,(p). 

0 
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Die  Eigenschaften  der  Funktion  E(k ,  g?)  sind  denen  von  F(k^q>) 
sehr  ähnlich  und  können  aus  den  letzteren  auf  folgende  Weise  her- 
geleitet werden. 

Wir  setzen  wiederum  voraus,  dass  zwischen  den  Variabelen 
fl  und  S  die  Gleichung  7)  des  §.86  stattfinde,  welche  die  Gleichun- 
gen 9)  und  10)  nach  sich  zog,  denen  zufolge 

V-z TZ — rr—         coati  —  coaaoos^ 

'  stnasmi 

sina  sinij 
ist;  wir  bilden  daraus  zunächst  die  Gleichung: 

d^  Vi  —  ib2«m2iy  —  dg  y  1  —  jb2  «n2  g 

coan  —  cos a  cos t   ,       ,    cost  —  cosacosn   ,, 

= — r-z (^V  H ■• : ^S^ 

sina  sin^  '  sina  sini] 

und  bemerken,  dass  die  rechte  Seite  auch  in  folgender  Form  dar- 
gestellt werden  kann: 

j  d(sin^  iy  -}-  sin^  i'^2co6a  cos  iy  cos  g) 

^  sina  Sinti  sin ^  ' 

wovon  man  sich  leicht  durch  Ausführung  der  DifiTereuziation  über- 
zeugt. Macht  man  die  Gleichung  10)  in  §.  86  rational,  ind^  man 
zugleich  cos^a^  cos^ri  und  cos^g  durch  sin^a^.siri^ti  xmd  arn^g  aus- 
drückt ,  so  findet  man  weiter : 

sin^ri  -(-  sin^t  -|-  2 cosa  cosri  co«g  =  k^am'^a  am^fi  m^g, 
und  es  ist  daher  durch  Substitution  dieses  Ausdruckes  in  das  YöcigQ: 

dn  Vl—k^8in^n  —  dl  Vi  — &2«ln?g 
d(«n2ij«n2g) 
sinrisinl 

Die  beiderseitige  Integration  giebt  nun  unter  der  Rücksicht,  dass 
den  Grenzen  ij  =r  0  und  tj  =  ß  die  Grenzen  g  =  a ,  g  =  y  ent- 
sprechen, wobei  a^  ß^  y  durch  die  Gleichung  8)  in  §.  86  verbun- 
den sind: 

ß        r 

f  dfiVl—k^sin^V  —  J  dtV  1—k^sin^t  =   k^sina  sinß  siny. 
0  « 

Schreiben  wir  endlich  g?,  i^,  «)  für  a,  /J,  y,  so  folgt  daraus  das  Theo- 
rem:   wenn   die  Amplituden  9),   i^,   o    der  Gleichung    F(k  ^  fp) 
-\-  FQe ,  ^)  =  F(k ,  0)  genügen,  so  gilt  zugleich  die  Beziehung : 
^)  jB(fc,g?)  -|-  jB(Jfc,i^)  =  E(Ä;,aj)  -f-  k^sinq>sinilJ8inG}^ 


=  I  Äj2  52na  —  ._^    .^^ —  =  «2  sina  d(sini]sini). 
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welche  das  Addidonstlieorein  für  das  zweit«  elliptische  Integral  bil- 
det und  zwar  insofern,  als  man  Tcnnöge  der  Formeln  15),  16), 
t7)  des  §.  86  ein  Integral  £(ib,o)  finden  kann,  welches,  mit  Zusatz 
eines  algebraischen  Ansdruokes ,  die  Snmme  der  Integrale  E(k,<p) 
•  und  E(k,il>)  daratellt.  —  Es  wurde  nun  auch  keine  Schwierigkeit 
haben,  den  frükeren  Formeln  aber  die  Subtraktion,  MultiplikatioD 
und  Division  der  Intagrale  erster  Art  ähnliche  Formeln  für  die  In- 
tegrale zweiter  Art  am  die  Seite  zu  stellen ;  sind  z.  B.  f>, ,  tpg,  ipt 
etc.  so  bestimmt,  dasa  sie  den  Gleichungen 

P(i,qpj)  =TT  'ZF(.k,ip)  ,     /'(ifc,9>s)  =  SF(*,9')  y    ■' 
genügen,  so  sind  die  entsprechenden  Gleichungen: 

E(k,(pt)  =  %E(lc,ip)  —  k^sia}tpamq>f, 

II.    Die  Fundamentalfonnel  2)  kann  zur  Lösung  Terschiedener. 

mit  der  Rektifikation  der  Ellipse  oder  der  Hyperbel   zusammeuhäo- 

'gender  Aufgaben  benutzt  werden  (historisch  war  biet  der  An&iig 

der  Theorie),  weil  das  ellipUsche  Integral  zweiter  Art  in  dirdtor 

Fig.  48  Beziehung  zurBektifikatlon  der  Ellipse  ttfllit, 

t&a  0A=  a,OB  =  b  (Fig.  48),  OMi^t 

I  ist  nämlich  der  über  der  Abscisae  »  b 


Y-v^ 


Vaß 


k  die  numerische  ExcentricitSt 

a 

bezeichnet;  nehmen  wir  /_  S(3Q  =  qj  statt  «  als  unabhängige  V»- 

riabele,  so  wird: 


./, 


3)  Are  BP  =  aj  dfpV^—k^sM'tp  =  a  EQe^ip). 

0 

E(kj<p)  bedeutet  demnach  einen  elliptischen  Bogen,  wenn  die  grosse 
Halbachse  der  Ellipse  ^  1,  die  Excentricität  =  k  und  ip  das  Com- 
plement  der  sogenannten  escentrischen  Anomalie  (^-^OQ)  des 
Endpunktes  ist ;  daa  vollständige  elliptische  Integral  E{k ,  \  X)=i=EHJe) 
giebt  den  elliptischen  Quadranten. 

Setzt  man  in  der  Gleichung  2)  ra  :^  J«,   so  ist  die  entspre- 
chende Amplitndengleichung : 
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O  fmw  tatfdf  z= -—^^ — ^  = -;- 

Vl_ifcj  b 

uid  nun  folgt  aus  Nro.  2)  dnrch  Multiplikation  mit  a : 
0  a£(A,9!)  —  [aJEi(fc)  —  ii£(ifc,^)]  =  ak'am^Bin^, 
Q  Wort«u  giebt  dies  den  Fagnani'schen  Satz,  dalB  sich  zu  jedem 
otn  Eadpunkte  der  kleinen  Achse  ab  gerechneten  Bogen  ein  zwei- 
er vom  Endpunkte  der  grossen  Achse  ans  gerechneter  finden  lässt, 
er  von  dem  eraten  am  eine  algebraische  (rrSsae  differirt.  Spe- 
ieller  flir  V  =  ^  vird 

nd  ak'  »in  ip  am  t  =  o  —  * ;  man  erhält  in  diesem  Falle  einen 
*imkt  P  auf  der  Ellipse,  welcher  die  merkwQrdige  Eigenschaft  be- 
sitzt, dass  die  Differenz  der 
Bögen  PB  und  PA  gleich 
I  der  Differenz  der  Halbach- 
sen ist. 

Aehnliche  Relationen 
gelten  fiir  die  Hyperbel; 
es  sei  in  Flg.  49  die  Haupt- 
halbachse OA=a,  die  Ne- 
benhalbachae^B  =  6,  die 
lineare    Excentricität 

MP  =  y,    Are  AP=a^ 
30  ist  bekanntlich : 


Im  das  vorstehende  Integral  auf  die  bbherigen  elliptischen  Inte- 
(Tale  ztirUokznfiihren ,  nehmen  wir  ÖE^  —  (gleich  dem  Abstände 
lea  Brennpunktes  von  der  Direktrix),  ziehen  durch  E  eine  Parallele 
ni  AB,  fällen  auf  diese  die  Senkrechte  PCl  und  betrachten  nun  den 
«Vinkel  EOQ,r::=  fp  als  neue  Variabele;  es  ist  dann  y  =  —  tantp 
md  vermöge  der  Hyperbelgleichung: 
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—Y^)'=~V^-'^^'-' 


wo  zur  Abkürzung  gesetzt  werden  soll: 

Vh^  —  c2  a 


=  jfe. 


c  c 

Man  findet  nun  ohne  Mühe  folgende  Gleichungen: 

_      a{l-k^sinq>  |  /(f )  ^'-^' _       1 

^^  —  cos^q>y  l—k^8in^ip  y  a?-»  — a«  ksintp' 

vermöge  deren  die  Formel  6)  in  die  nachstehende  übergeht: 

9> 


7)         ,^^r iz. 


fc2  52n2  9> 


indem  man  bemerkt,  dass  für  «  =  a,  9)  =  0  wird.     Diflferenzirt 

man  den  Ausdruck  tan<pV  1  —  k^sinip  z=z  tanq>.,  ^(9),  so  ergiebt 
sich  * 

mithin  durch  Integration  zwischen  dea  Grenzen  9»  =  0,  9)  =  qn 

tan  y .  z/  (y)= (1  -  fc^)  A  ^,   "^ ^^       -  (l-feg)i?^(fe,yH-JB(fe,y). 

Hier  kommt  das  unter  Nro.  7)  verzeichnete  Integral  vor,  und  es  ist 
daher  für  k  =  — : 

8)  s  =  —  FQc^qi)  —  cE{k^(p)  +  cJ((p)tan(p. 

c 

Ein  hyperbolischer  Bogen  lässt  sich  demnach  mittelst  der  elliptischen 
Funktionen  erster  und  zweiter  Gattung  rektificiren ;  es  verdient  da- 
bei bemerkt  zu  werden,  dass  der  algebraische  Ausdruck  0^/(9))  tan  9 
geometrisch  das  Stück  der  durch  P  gelegten  Tangente  bedeutet, 
welches  von  P  bis  zum  Fusspunkte  T  einer  von  0  darauf  gezogenen 
Senkrechten  reicht;  schreibt  man  daher  die  vorige  Gleichung  in 
der  Form: 

9)  c^((p)tan{p  —  s=c  E(k^(p) F(Ä;,g?), 

c 

so  erhält  man  die  Diflferenz  zwischen  jenem  Stücke  der  Tangente 
und  dem  Bogen.     Für  unendlich  wachsende  Bögen  convergirt  diese 
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Differenz  gegen  einen  endlichen  Grenzwerth;  denn  setzt  man  (p 
=  ^3r,  80  geht  die  rechte  Seite  der  obigen  Gleichung  in:, 

über. — Mittelst  der  Formel  8)  lassen  sich  Vergleichungen  zwischen 
verschiedenen  Hyperbelbögen  vornehmen,  wobei  wir  s  durch  II((p) 
ersetzen  wollen ,  was  jedenfalls  eine  sprechendere  Bezeichnung  ist. 
Nehmen  wir  z.  B.  an,  dass  die  Amplituden  9>,  ^,  o  der  Gleichung 
^(9^)  ~f~  ^01^)  —  ^(oj)  =  ö  genügen,  so  ist  die  entsprechende 
Gleichung  für  H: 

Hiq>)  +  Ä(^)  —  H(p)  =  —  c{E((p)  +  E(itl>)  —  ^(oj)} 

-f-  c{^({p)tan(p  -j-  J (7i>)tani\)  —  /l(j[o)tan(o}^ 

oder  wenn  statt  E(sp)  -j-  ^(^)  —  E(m)  sein  Werth  gesetzt  wird: 

10)  n(jp)  +  Hi^)  —  JJ(aj) 

=  e{^(sp)ian^^'\-jd(^)tani\)  —  ^((o)tanc3, —  k'^  sinq)  «n^  sinca}'» 

woraus  sich  ähnliche  Consequenzen  wie  aus  der  entsprechenden  For- 
mel far  Ellipsenbögen  (Nro.  2)  ziehen  Hessen. 


§.  89. 
Transformation    der    Integrale    zweiter    Art. 

Die  in  §.  87  erwähnte  Substitution: 

sin2(D 


tan  d' 


'  r-|-co»2(ö' 

ans  welcher  die  nachstehenden  Gleichungen  folgen: 

o.  r-\-co82(0  ,    ^  5tn2(ö 

cos  47  =  \j  ,  sin  9  =  ,  .<       ■        ■  ■  ■        =, 

V  l-(-2rco«2cj-|-r2  V  1-|- reo« 2  aj+^^ 

-1/- .  l-{-rco82c3  ,Q_o       l+rco«2ci 

V  I  r^8in^^=:'A  '  .  dd'=2  ,    .    , ' ; r, 

l/l-f-2rco«2cj+r2  l-(-2rco5  2a>-f  r« 

dd'  _  d(0 2_  _  2Vr" 

Vl  —  r^sin^d'  ~  Vi— ^«2«n2(ö  !  +  »•  '       "1  +  ^' 

ist  auf  elliptische  Integrale  zweiter  Art  gleichfalls  anwendbar  und 
führt  zu  verschiedenen  merkwürdigen  Resultaten,  von  denen  wir  die 
wichtigsten  entwickeln  wollen: 

I.    Aus  der  Gleichung: 


•  < 
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e 

E(r,@)-\-r8in0  =  f  \y  1  —  r^  ain^ d'  +  r  co«  «•jdO', 

0 
ergiebt  sich  mittelst  der  obigen  Substitution  und  unter  der  Bemer- 
kung, dass  wie  früher  den  Grenzen  d*  =  0  und  ^  =  8  die  Gren- 
zen 0  =  0  und  (O  =z  Sl  entsprechen: 

^^     ^^    1        .   ^        r^  r        l-\-rco8  2(o 

4  Vl  +  2rco52a)4-r2 


.  0 
Sl 
2      ri+r(l  — 2«m«cö) 


2      n+r(l 

1+Y     VT= 


dffi  ^ 


l+»*j^      Vi— »2«h«o 

wobei  die  rechte  Seite  auch  unter  der  Form: 
Sl 

/    (l+*')Vl— «2«n3ai  +  (I— r),/        ^  1  da> 

^  L  ^  Vi  — «2«n3c»J 

=  (1  +  r)  ^(5,ß)+(l-r)  i?'(5,ß) 
dargestellt  werden  kann;  demnach  hat  man  die  Gleichung: 

1)  E{T,®)-\-Tsm®  ==  (l  +  r)^(Ä,Ä)-f(l— r)JP(«,©), 

oder,  wenn  man  beachtet,  dass  F(s^Sl)  =  |(l-f-r)'jP(r ,  ß)  ist 
(Nro.  5  in  §.  87) : 

Eir.e^-^rsin®  =  (1  +  r)  ^(ä,ä)  +  |(1— r«)  i^'Cr,©). 

Ersetzen  wir  r  und  @  durch  k  und  9),  sowie  8  und  ii2  durch  Jb^  und 
q)i ,  so  liefert  die  vorstehende  Gleichung ,  in  der  Form : 

2)  liil—k^)  F(k,(p)  =  E(k,(p)—il-\-k)  ^(Ä^,9i)  +  Jfc«n9 

geschrieben,  den  Satz,  dass  sich  jede  elliptfsche  Funktion  erster 
Art  durch  zwei  elliptische  Funktionen  der  zweiten  Ajrt  ersetzen 
lässt.  Vermöge  der  Gleichung  8)  des  vorigen  Paragraphen  folgt 
daraus  weiter ,  dass  jeder  Hyperbelbogen  durch  zwei  Ellipsenbögen 
ausgedrückt  werden  kann,  welches  der  von  Landen  gefundene 
Satz  ist. 

n.    Betrachten  wir  allgemeiner  das  Integral: 

e 

_        „  d^ 

3) 


G(r,@)  =J(A-^B8in^d')-=£ 


,   _      r^sin^^ 


welches  aus  Funktionen  erster  und  zweiter  Art  zusammengesetzt  ist. 
In  der  identischen  Gleichung: 


^ 
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G(r;®)  —  —  sine 

r 


^  .    -       r^sin^d' 

nehmen  wir  wieder  dieselbe  Substitution  wie  früher  vor  und  berück- 
sichtigen, dass 

rsin^d' — cosd-Vl  —  r^sin^^  =  -- cos  2  a  =  2  sin^  co— 1 
wird;  wir  erhalten  dann: 

n 

G(r,S) 8in®  =  /  [Ä-j-B  ),>  -Tj— 

r  J   \      ^  r  jy  l—s'^sin^a    1+»' 

2       r  den 

l+rj  '  Vl-r^s^sin^a 

wo  zur  Abkürzung: 

A^  A        ^  —A     ^^-n 

4)  A —=Ai,—  :=Bi 

V  T 

gesetzt  worden  i^.  Das  rechter  Hand  befindliche  Integral  steht 
wieder  unter  der  Form  des  Integrales  G^  und  möge  durch  Gi  (s^Sl) 
bezeichnet  werden,  indem  durch  Gi  zugleich  angedeutet  werden 
soll,  dass  Ai  und  Bi  an  die  Stellen  von  A  ,'und  B  getreten  sind. 
Schreiben  wir  die  vorige  Gleichung  in  der  Fonn: 

5)  <?(r , 0)  =  j-p  Gl  (», Ä)  +  p,  sm@, 

SO  ist  die  Funktion  G  auf  eine  Fimktion  derselben  Art  mit  grösserem 
Modulus  («)  und  kleinerer  Amplitude  (ß)  zurückgeführt.  Denkt 
man  sich  dieses  Verfahren  mehrmals  nach  einander  angewendet,  so 
würde  man,  von  der  Gleichung 


G  =  fiA-\-Bstn^(p)  ^"^ 

^  Vi— /b2«n»9 


ausgehend,  eine  Reihe  von  Funktionen   mit  steigenden  Modulis  und 
abnehmenden  Amplituden  in  folgender  Weise  bilden  können: 


G  =  Y^-^  Gl  4-  iBi  sinq), 


2 
Gl  =     ■       G^  -f-  lB2sinq)i^  u.  s.  w., 

8  Chi Omi lebt  Analyst«.  2ä 
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bis  man  auf  eine  Funktion  G^  käme ,  in  welcher  mit  hinreichender 
Genauigkeit  j^  =  1  gesetzt  werden  darf;  der  Werth  dieser  Funk- 
tion ist  dann: 

0 

und  hieraus  ergeben  sich  nach  den  obigen  Formeln  G^__i^  ^n— 2  •  •  • 
Gl  und  G  selbst,  indem  man  die  gefundenen  Werthe  sul^stituirt.  Die 
zur  Ausführung  dieses  Gedankens  nöthigen  kleinen  Rechnungen 
tibergehen  wir,  weil  die  gleich  zu  erwähnende  zweite  Methode  in 
den  meisten  Fällen  bequemere  Formeln  darbietet. 

Aus  den  Gleichimgen  2)  folgt  umgekehrt: 

.{?i(5,ß)  =  ^\0Cr  ,&)-l  Bi  sin  ©j, 

Denkt  man  sich  A^  und  B^  gegeben,  etwa  ^j  =  a,  Bi  =  b  und 
daraus  A  =  c^i  und  B  =  bi  abgeleitet,  schreibt  man  femer  G  für 
die  nunmehr  primitive  Funktion  Gi  und  Gi  ftir  die  abgeleitete  Funk- 
tion G^  so  ist: 

6)  GCß.Si)  =  ^^\G\ir,&)  —  lbsm0\, 

Ol  =  a  +  J*  ,     &i  =  Ibr, 

mithin  die  Funktion  G  auf  eine  andere  Gi  zurückgeführt,  welche 
einen  kleineren  Modulus  r  und  eine  grössere  Amplitude  S  besitzt 
Diese  Beziehung  gestattet  wiederum  eine  mehrmalige  Anwendung, 
indem  man,  von 

G(k,(p)=    Iia+b8in^(p)  ^ 


=A 


y  l  —  k^8in^fp 
aasgehend,  folgende  Gleichungen  aufstellt:  - 

^  =  ^^CGi-lb8inq,0. 
in  denen  ^i ,  X*^ , . . .  die  abnehmenden  Moduli,  9i ,  9'3  ?  •  •  •  die  wach- 
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senden  Amplituden  und  a^ ,  02 , . . .  ^1 ,   ^3 , . .  •  Grossen  bezeichnen, 
welche  durch  die  Formeln: 

Ol  =  a   -f  JÄ  ,         bi  =  J&fci, 

u,  s.  w.  u.  s.  w. 

bestimmt  werden.    Denken  wir  uns  die  Gleichungen  für  G  ^  G\^  ö^2i 
. . .  bis  G^  fortgesetzt,  so  kann  G  durch  G^  ausgedrückt  werden  und 

zwar  geschieht  dies  am   raschesten  dadurch,    dass    man  die    erste 
Gleichung  mit    1,    die  zweite    mit      T"    \  die  dritte  mit         "^ 


1  +  fc, 


2      ' 2 

u.  s.  f.  multiplizirt  und  darauf  alle   Gleichungen  addirt;   es 


2 

ergiebt  sich  so: 

i-^h    i-^-h     \-\-h      ^  +  K    Q 


\  \~2~~  ^^^  ^1    ' 2       '  — 2 —  ^i^n<P2  +"" 

,     1+fei      1-f  ^         1+^n  ,  .        I 

•••H 2—'  2 2~    '»-^  ^'»^'ni' 


und  dabei  ist,  wie  man  leicht  findet: 
G. 


I   h_    ]^    J^        ^n 

'*  — ^     2    •     2    •     2    •••    2^ 


Nehmen  wir  n  so  gross,    dass  k^  für  Null  gerechnet  werden  darf 
so  ist  um  so  mehr  t^  =  0,  mithin 

0 
und 

14-^1     1  +  ^2     1+^      i±^r 

2       ''■"2~*~2~    '•       2         " 
=  (l  +  M(i+Ä^)(l  +  fc3)  ...  (1  +  U  •  ^  •  S. 


25 


* 
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folglich  genau  für  n  =  oo ,  wenn  wie  früher  Um  -»—  mit  0  bezeich- 

net  und  Um  a^  =  Ä  gesetzt  wird: 

G  =  4  .  a> .  (l+fci)  (1+*,.)  (l+ii)... 

—  ä^^-y-«»  91  H ■ 1 •  -2"  «»SPt 

,  (l+fci)(14-^)a+ti.)    fciifc«    ■  _    ,       I 
i g j— ««»9»+"-j» 

und  darin: 

7)  ^=  a  +  1 J  |l  +  ^  +  ^  +  ^  +  ..| 

Zur  Abkürzung  der  fiir  G  gefundenen  Formel  bemerken  wir  noch, 
dass  erstens  0  .  (l-(-ibi)  (l-j-ifca)...  =  i^X^?^?)  ist  und  dass  zwei- 
tens die  Gleichungen: 

1  +  ib^  —  *^      l_pil.^  — ^i'---- 
oder 

stattfinden,  vermöge  deren  man  folgenden  Ausdruck  erh&lt: 


8)  f  (^a-^bsin^ff);  ^^ 


Spezieller  fiir  a  =  1 ,  ft  =  —  k^  ergiebt  sich  hieraus  eine  Formel 
zur  numerischen  Berechnung  des  elliptischen  Integrales  zweiter  Art, 
nämlich : 

9)  Eik.q))  z=  F(k,(p){  l  —  lk^—\k^ki  —  lk^kik2  —  ...} 

-(-  Ikyki  sin  q)i  -J-jAjV  ki  k^  sin 9)3 

-\-\k  1/^1^2^  sin^^  -|- . . . . , 

wobei  die  Reihen  stark  convergiren.  Die  Formel  vereinfacht  sich 
in  dem  Falle  9)  =  ^^,  welcher  die  Werthe  y^  =  ä,  fp^  =  2%i 
q)^  =  4ijt  etc.  nach  sich  zieht;  es  bleibt  nämlich: 

10)  E^(Jc)  =  F^(lc)  {l  —  \k^  —  lk^ki—\k^kiki  —...}. 
Die  unter  Nro.   9)  und    10)  gewonnenen  Resultate  sind  noch 
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insofern  wichtig,  als  sie  eine  ganz  andere  Behandlung  des  ellipti- 
schen Integrales  zweiter  Art  andeuten.  Ist  nämlich  k  gegeben,  so 
sind  F^(Ic)  und  E^ijc)  Funktionen  von  k  allein  und  dürfen  immer 
als  bekannte  Constanten  angesehen  werden  (in  der  That  existiren 
Tafeln  dafür),  man  wird  folglich  die  Gleichung  10)  benutzen,  um 
die  Reihe  1  —  |  Ä;2  —  etc.  durch  E^  (k)  und  F^  (fc)  auszudrücken, 
und  dies  giebt  nach  Substitution  in  Nro.  9): 

+  \kvkJ^8in(p^'-\-..,. 

Denken  wir  uns  nicht  q) ,  sondern  F(k ,  ^)  ==  u  als  die  gegebene 
Variable,  so  folgt  umgekehrt  9>= am  u,  und  da  9)1,  <p^^  ...aus  9)  be* 

rechnet  werden  können,  so  bildet  dieSiunme  der'ReihelkV  kisinfpi-^- 
etc.  eine  Funktion  von  u ,  welche  Z  (u)  heissen  möge ;  nunmehr  ist : 

E(k,amu)  =  j^  u  +  Z(u), 

und  hieraus  erhellt  von  selbst,  dass  das  elliptische  Integral  zweiter 
Art  durch  das  elliptische  Integral  erster  Art  und  eine  Funktion  des- 
selben ausgedrückt  werden  kann,  dass  also  eine  weitere  Untersu- 
chung von  E(k^  <p}  =  E(k^  amu)  wesentlich  auf  eine  Analyse  von 
Z(u)  zurückkommen  würde.  Wir  müssen  uns  mit  der  Andeutung 
dieses  Gedankens^  begnügen,  da  seine  Ausführung  zuviel  Baum  in 
Anspruch  nehmen  würde. 


§.  90. 
Allgemeinere    elliptische    Integrale. 

I.    Die  elliptischen  Integrale  erster  und  zweiter  Art  bieten  die 
Mittel,  um  jede  Integration  von  der  Form : 


1) 


J  y(l  — ^2)(1— Jk2Ä2)  ~g/       ^(9?) 


auszufuhren.    Differenzirt  man  nämlich  den  Ausdruck 

so  ergiebt  sich  zunächst  das  Differenzial: 

z/(9))  {(2n  — 3)  w2n-4^^^2  y  _  ^2fi-2^|  ^^ 

jb'«m^^'~^9?  öo«2  9? 


I 
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welches  durch  Zusaminenrechnupg  über  gleichen  Nenner  and  für 
coa^fp  =1  —  8in'^q>  folgende  Grest&U  annimmt: 

Beiderseitige  Integration  führt  mit  Bücksicht  auf  die  in  Nro.  1)  fest- 
gesetzte Bezeichnung  zu  der  Formel : 

2)  siT?^'~^  ^  cos  q>  -J(9?) 

mittelst  welcher  U^f^  auf  i^2n— 2  ^^^  ^2n— 4  '^^^irt  wird.  Denken 
wir  uns  der  Reihe  nach  2,  3,  4  etc.  für  n  gesetzt,  so  liefert  die  For- 
mel 1)  successiv  U^^  ü^^  U^  etc.,  ausgedrückt  durch  Üq  nndf  ü^'y  die 
letzteren  Integrale  sind  aber  unmittelbar  bekannt ,  nämlich : 

3)  ,  üi  =  F(fc,9), 

^^  ^'- Wi^)~^^''V'^  = ^ ' 

0 

und  es  ist  folglich  ü^n  jederzeit  durch  F(}c^q>)  und  Eik^fp)  aus- 
drückbar. Daran  knüpft  sich  unmittelbar  die  Conseqoenz,  dass  auch 
das  allgemeinere  Integral: 

D)  j  __ d(p 


auf  die  elliptischen  Integrale  erster  und  zweiter  Art  zurückkommt. 
II.   Betrachten  wir  weiter  das  Integral: 


6)  V„,  =f-  ^' 


J     (1 +*«»)'"  V"(l  — «2)  (l-r^ib»*«) 


/ 


fr 

9 


worin  das  Radikal  für  den  Augenblick  mit  R  bezeichnet  werden 
möge.  Ist  m  eine  negative  ganze  Zahl,  so  nimmt  das  Integral  für 
se  =  ain  q)  die  in  Nro.  5)  erwähnte  Form  an  und  lässt  sich  voll- 
ständig entwickeln;  wir  müssen  daher  die  Aufmerksamkeit  auf  den 
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Fall  eines  ganzen  positiven  m  richten.     Durch  DifFerenziation  des 

Ausdruckes 

xE 


(1 -\- h  x^y^^^ 

findet  man  nach  gehöriger  Reduktion  einen  Ausdruck  von  der  Form 

aa^-^ßa^-^-yx^-^d  dx 
(1+Äa?2)m  R  ' 

wo  a^  ß^  y^  8  aus  m,  h  und  h  zusammengesetzt  sind.    Denkt  man 

»ich  fUr  den  Augenblick  1  -^  hx^  =  z^  also  umgekehrt  x^  =  — r — 

dx 
gesetzt,  so  nimmt  der  Faktor  von  —  die  Gestalt: 

z^ 

1     .  .     1     .        1 


an,  und  wenn  man  den  Werth  von  z  wieder  einfiihrt,  so  ist  das  Re- 
sultat folgendes : 

xB 
'(1-f  Aar«)»»-! 
dx  ,    ^  dx  ,  dx 


+  d,  £f 

Dttröh  Integration  folgt  hieraus,  wenn  nachträglich  x  •=:  smg>  ge- 
nommen wird: 

8ing>  008  (p  ^(y) 
(1+Ä«n2  9?)"*-^ 
=  «1  F^_3  +  ft  F^^2  +  yi   ^m-1  +  «1    ^m. 
und  zwar  sind  die  Werthe  von  «i,  /3i,  yi,  di  durch  die  nachste- 
henden Gleichungen  bestimmt : 

8)     a,  =  -  (2;»_5)-^,  /J,  =(2,„-4)(^:^*+  3-|J-), 
,,=(2«-2)(l  +  i±-  +  i;). 
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Aus  der  Gleichung  7)  geht  hervor,  dass  zunächst  Vf^  dann  auch 
"PJ,  Fi,  ...  durch   K_i,    Vq  und    Vi  ausgedrückt  werden  können; 

von  diesen  drei  Integralen  sind  die  ersten  zwei  unmittelbar  bekannt, 
das  letzte 

dq) 


'-/■' 


(1+Ä«m3g?)^(9)) 

bildet  eine  neue  Funktion  von  A,  k  und  9),  welche  man  das  ellipti- 
sche Integral  dritter  Gattung  genannt  und  mit  /7(A,  ik,  q>)  bezeich- 
net hat.  Dasselbe  gestattet  ähnliche  Transformationen  wie  die  In- 
tegrale erster  und  zweiter  Art,  deren  Auseinandersetzung  aber 
einen  zu  grossen  Raum  in  Anspruch  nehmen  würde. 

In  den  'speziellen  Fällen  Ä  =  —  1  und  h  =  — <  k^  vereinfacht 
sich  die  gefundene  Beduktionsformel  und  dient  zur  Entwickelun^  der 

Integrale : 

tp  (p  ■ 

r  .      dtp  ^^^      r        dg) 

in  beiden  Fällen  wird  Si  =  0,  und  die  in  Rede  stehenden  Integrale 
hängen  nur  von  algebraischen  Ausdrücken  und  von  elliptischen  In- 
tegralen erster  und  zweiter  Gattung  ab. 

in.  Die  allgemeinste  Form  solcher  Integrale,  welche  durch  ellipti- 
sche Integrale  aller  drei  Arten  ausgedrückt  werden  können,  ist  über- 
haupt die  folgende: 

und  wir  wollen  kurz  die  Schritte  andeuten  ,|  deren  es  zur  Redaktion 
dieses  Integrales  bedarf. 

Zunächst  lässt   sich  der  Ausdruck  a^  -\-  Oi  x  -}-..,  '\-  a^x^  m 

zwei  reelle  Faktoren  zweiten  Grades  zerlegen,  wodurch  X  die  Form: 

f(jß)  da 


-/-■ 


annimmt.    Setzt  man  weiter,  wenn  p  und  q  vor  der  Hand  noch  un- 
bestimmte Coefficienten  bedeuten: 

80  ergiebt  sich  eine  Transformation  von  der  Form: 


=  (<i-p)f 


A  (y)  dy 


V  («1+2  /Ji  y + y,  y»)  («i  +  2«!  y + gl  y*) ' 
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worin  /i(y)  wiederum  eine  rationale  algebraische  Funktion  von  y 
bezeichnet,  und  die  neuen  CoefHcienten  a^,  ßi^  yif  ^i)  ^d  Sh  aus 
den  früheren  Coefficienten  a^  ß^  y^  S^  s^  Jl,  sowie  aus  p  und  q  zu- 
sammengesetzt sind.  Wählt  man  p  und  q  so,  dass  sie  den  beiden 
Gleichungen  jSi  =  0  und  Si  =  0  geniigen,  was  übrigens  immer 
möglich  ist,  so  enthält  das  Radikal  nur  gerade  Potenzen  von  y,  und 
B$  kommt  also  nunmehr  darauf  an ,  die  Integration : 


10)        y=  r_^M^^,= 


auszuführen.    Die  rationale  Funktion  /i  (y)  steht  im  Allgemeinen  un- 
ter der  Form : 


/i(y)  = 


Bo-^Biy-\-Bty-'-\-Biy*-\-...      - 


wofür  wir  kurz  schreiben: 

hier  sind/S,  T,  ü^  F  rationale  Funktionen  von  y^^  sogenannte  gerade 
Funktionen.  Multiplizirt  man  Zähler  und  Nenner  des  für  fi(y)  an- 
gebenen Bruches  mit  U —  Fy,  so  wird: 

US—  VTy^    ,     ÜT—  VS  ,,  ,    ,^ 

wo  M  und  N  als  abkürzende  Bezeichnungen  für  gerade  Funktionen 
dienen.  Das  unter  Nro.  10)  verzeichnete  Integral  gestaltet  sich  jetzt 
folgendermassen : 

Nydy 


y=  /'_££l_+  /*-= 


Das  zweite  dieser  Integrale  \M,  algebraischer  Natura  denn  bezeich- 
nen wir  N  durch  ^(y^),  so  wird  für  y^  =  zi 

f         Nydy  r       Hz)  dz 

und  hier  ist  die  Integration  mittelst  der  Formeln  des  Cap.  XII.  aus- 
fuhrbar; hinsichtlich  des  noch  restirenden  ersten  Integral^: 

J  V a-\'by^'\'cy^ 

bemerken  wir  Folgendes.     Der  unter  dem  Wurzelzeichen   stehende 
Ausdruck : 


«  -^  fr»*  ^  «y*  =  r«!  —  -/isf*)  (*i  —  &»») 

Uust  ach  jederz€rh  aof  eine  der  fol «'enden  Formen  biingeu: 

r'fl  —  ^-y')  (^  —  ^'0  .  r5(l  —  *5y5)  (yj  _  |T)^ 

rJr*Jy2  —  IJ  rr-'ys  —  l;  ,  r^r^^  _  yJ)  (ji  _  |»), 

indem  man  die  TcräcLiedenen  möglichen  Voixeichen  Ton  a^^  yi^  i^^ 
t^i  betrachtet:  je  iiacbdem  nnn  der  eine  oder  andere  dieser  nUle 
stattfindet;  benatze  man  die  SobstitiitioDen : 


1 

« 

M 

t 

cosq, 

^ 

l-1-.'t»' 

tantp 

» 

-V 

,   «X, 

sinw 

9 

,  »>«, 

1 

t 

k     ' 

,  »>«, 

^         <  «n  9> 

"^ 

? 

#«     <* 

,  «>*, 

^          1— fc«#m« 

und  man  erliült: 

d'J 

(T . 

V^a  —  6y  *  -!-  cy^  Vi  —  fc*  «n*  ff 

wo  ^r  ein  constantcr  Faktor  nnd  k  ein  echter  Brach  ist.  Bei  allen 
diesen  Snbi^titutionen  tritt  an  die  Stelle  von  y^  ein  Ansdmck,  der  im 
Allgemeinen  unter  der  Form: 


steht;  die  Funktion  3f.  welche  nur  gerade  Potenzen  von  y  enthält, 
verwandelt  sich  daher  in  eine  rationale  Funktion  von  «m'g),  und  du 
Integral  in  1 1  j  reduzirt  sich ,  abgesehen  von  dem  constanten  Faktor 
Ot  auf: 

Vermöge  der  Bedeutung  von  /(sin-  (f)  hat  man  eine  Gleichung  von 
der  Form : 


■> 
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oder 

und  um  ganz  allgemein  zu  sein,  wollen  wir  f{z)  als  unechtgebro- 
chene Funktion  ansehen.  Denken  wir  uns  dieselbe  in  ihren  ganzen 
Theil  und  in  den  echtgebrochenen  Theil,  letzteren  aber  gleich  in 
Partialbrüche  zerlegt,  so  besteht  f{z)  aus  zwei  Reihen ;  in  der  ersten 

Reihe  ist  jedes  Glied  von  der  Form  Kz^^  in  der  zweiten  von  der 

Form: 

L 

mithin  setzt  sich  /(«in'  fp)  aus  Gliedern  von  den  Formen : 
Ksin^^w      und  

zusammen.  Die  Bestandtheile  des  Integrales  12)  sind  also  Inte- 
grale von  den  zwei  verschiedenen  Gestalten: 

A^,^     ^a  f 1^ , 

J    ^((f)     ^  J      (1-f  Ä5m2  9?)"*^(9?)  ^ 

und  stimmen  mit  den  in  Limd  11.  behandelten  Integralen  überein;  das 
ursprüngliche  durch  X  bezeichnete  Integral  reduzirt  sich  also  auf 
einen  algebraischen  Theil  und  auf  elliptische  Integrale  aller  drei 
Gattungen. 
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§.  91. 

Die  Doppelintegrale  nnd  ihre  Anwendung  zar  Cu- 

batur  begrenzter  Bänme. 

Wenn  eine  Funktion  zweier  Yariabelen  x,  v  zuerst^ in  Beaie- 
hnng  auf  y  bei  constant  bleibendem  x  integrirt  und  das  ffnflu1.ll(L 
ser  Integration  einer  neuen  auf  «  bezüglichen  Integratioii 
fen  wird,  80  entsteht  ein  Doppelintegral,  welches  man  anf  jj 
Weise  bezeichnet: 

1)  J    dx  J  fix^y)dy,  .       ^^^'ng^ 

«0         y,  y; 


wobei  die  Anordnung  der  beiden  Integrationen  von  der 
Linken  zu  lesen  ist.     Der  eigentliche  Sinn  einer  solchen 
Integration  ergiebt  sich  augenblicklich,    sobald  die  D< 

einfachen  Integrales  zweimal  nach  einander  auf  den  obigen 

>  "•■  ■ 

angewendet  wird.    Setzen  wir  nämlich ^  =  *  ?  indem  wfe  na- 

n 

ter  n  eine  unendlich  wachsende  Zahl  verstehen,  so  bedeutet  die  erste 

Integration  den  Grenzwerth  von: 

«{/(«.yo)+/(^.yo+«)+/(*iyo+2^+^.. 

•  •  •  • +/(^iyo +»» — 1  «)}> 

welcher  für  den  Augenblick  F(je)  heissen  möge;  die  zweite  Inte- 
gration ist  nun  der  Grenzwerth  des  Ausdruckes: 


Cap.XVin.  §,Sl.DieDopp«liDt«graleu.ihreAnffeDdungzurCubBturetc.  397 
WO  S:^ und  m  eine  uaendlich  wachsende  Zahl  ist.    Durch 

Substitution  der  Bedeutung  von  Fix)  folgt  jetzt ,  dass  das  genannte 
Doppelintegral  den  Grenzwerth  der  folgenden  Doppelsumme  bildet: 

2)       Ä«[/(^«,!/o)+/(*o,yD+«)+ +/(*o,yo+i^^^e2 

..._!_/(;,,+«_  lÄ,y„_|_„_U)], 

in  welcher  die  Variabelen  ir  und  y  alle  Werthepaare  erl^ten  haben, 
die  sich  aus  den  Intervallen  2  ^  x g  bis  x  ^  ^i  und  y  =  y^  bis 
y  =^1  herausgreifen  lassen.  Zugleich  erhellt,  dass  es,  wenn  auch 
umständlich,  doch  jederzeit  möglich  wäre,  den  Werth  eines  Doppel- 
integrales direkt  mit  jeder  beliebigen  Genauigkeit  zu  berechnen. 

Der  soeben  erörterten  Bedeutung  eines  Doppelintegrales  lässt 
sich  leicht  ein  geometrischer  Sinn  unterlegen.  In  Fig.  50  mögen 
OM=x,  MN=:y 
1  und  NF  =  «  die 
I  rechtwinkligen  Coor- 
I  dinaten  eines  Punktes 
I  bedeuten,  der  einer 
I  durch  die  Gleichung 
=  /(«,y)  bestimm- 
I  ten  Fläche  angehört; 
:s  seien  femer  in  den 
i  Entfernungen  0  M^ 
:  Xt,  und  OMi  =  Xi 
lei  Gerade  parallel 
r  Achse  der  y  ge- 
gen, endlich  noch 
der  Coordinaten- 
ebene  xy  zwei  beliebige  Curven  constmirt,  deren  zu  x  gehörige  Co- 
ordinaten  MN^  ^  yg  und  MNi  =  yi  vorstellen  mögen.  Jene  Ge- 
raden und  diese  Curven  schneiden  eich  im  Allgemeinen  und  bilden 
ein  theilweise  krummlinig  begrenztes  in  der  Ebene  xy  liegendes 
Viereck,  welches  als  Horizontalprojektion  eines  entsprechenden  auf 
der  krummen  Fläche  befindlichen  Viereckes  angesehen  werden  kann. 
Zwischen  beiden  Vierecken  und  den  projizirenden  Geraden  ist  ein 
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kGrperiicher  E^um  eingeschk-sSnrii,  •leseen  Grösse  I^heisäen  möge. 
Aendem  wir  x  nnd  y  um  in  dx  and  djf,  eon^nniren  wir  femer  das 
Bechceck  ao«  Jx,  J^  und  la^sea  von  allen  Ponktea  der  Peripberie 
deääelben  Gerade  :  OZ  bi^  zur  Fläche  aufsteigen,  so  entrtekl  einPa- 
rallelepiped  von  der  entllicheü  Höhe  z  nnd  der  onendlich  kleinen 
Gruridiiäelie 'ix  «i^- ;  da«  VoLimea  desselben  ist  r  dx  dy=/^x»if)drdi/. 
Da«  cfeaaciise  Vi-Iumen  l'bildet  ilie  Somme  einer  nnendllchen Men^e 
ftolcher  nnendlich  dunner  Parallelepipede,  nnd  man  hat  daher: 

wobei  «ich  die  Anwendung  doppelter  Summenzeichen  dorch  den 
Umstand  rechtfertigt,  daä?  die  Summe  aller  Parallelepipede  nur 
dann  volütändig  zu  erhalten  ist,  wenn  letztere  nach  den  beiden  Bich- 
tungen  der  y  und  der  x  zusammengezählt  werden.  Vereinigen  wir 
zuerst  die  zu  einem  nnd  demselben  x  aber  zn  den  verschiedenen  jf 
von  y  •=  y,j  bU  y  =  y^  gehörenden  Parallelepipede,  so  bedeutet  der 
Ausdruck 

Vi  yi 

I  j\x.y)dxdy  =  dx  I  /(r.y)Jy 

eine  Schicht^  welche  der Coordinatenebene  yg  panllel  afteht  mid  die 
Dicke  dx  besitzt.  Vereinigen  wir  noch  alle  solche  Sehidbten  von 
X  =  Xo  bis  X  =  Xi ,  so  erhalten  wir  das  ganze  Yolmnen,  nSmlieh: 

S)  \=  J  dx  J  f{p^.y)dy. 

Zu  demselben  Resultate  gelangt   man   auch,    wenn   man  von  dem 

Satze  ausgeht,  dass 

4)  V=Jci^dx 

ist,  wo  Qj.  die  Fläche  des  durch  N^Ni  parallel  «ur  y«  Ebene  ge- 
legten Querschnittes  von  V  bezeichnet ;  Q^  bestimmt  itich  nSmlich 
mittelst  der  Formel: 

indem  man  ;/  als  Abscisse,  z  als  Onlinate  und  x  dabei  als  constint 
ansieht;  durch  Substitution  in  Nro.  4)  mrd  nun: 


■> 
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*i       yo  ,       *°         Vi 

was  mit  dem  FrQhereu  einerlei  ist. 

AIb  Beispiel  einer  solcheD  Cubatur  mittelst  eines  Doppelinte- 
grales diene  Folgendes ;  die  oberhalb  begrenzende  Fläche  sei  ein 
elliptisches  Faraboloid  (Fig.  51)  also: 


die  Basis  des  Volumens^in  rechtwinkliges  Dreieck  mit  den  Kathe- 
ten OA  =  a,  OB  =  i,  so  sind  die  Integrationsgrenzen: 


<'-7> 


-/Y!^ 


»('-:) 


+  ä^». 


Fig.  51. 


Denkt  man  sich  den 
Punkt  D  der  Fläche 

aufgesucht ,  dessen 
Coordinaten  OA^a, 
AC^b  und  CD=e 
sind,  so  sagt  die  vo- 
rige Gleichung,  dass 

V  der  zwölfte  Theil 
des  aus  den  Kanten 
o,  i,  c  construirten 
Parallel  epipe  des  ist. 


i 
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§.  92. 
Die  Umkehmiig  der  Integrationsordnan^. 

In  dem  Vorigen  befolgten  wir  bei  der  Smnminmg  der  nnend- 
licb  dSnnen  Parallelepipede.  d.  h.  bei  der  Integration  vo«i/(x,jf)d[ri% 
immer  die  Reihenfolge^  dass  sich  die  erste  Snmminmg  auf  y  bei  con- 
stantem  je  bezog  und  nachher  die  zweite  Snmminmg  an  die  Reihe 
kam;  es  wäre  ab«*  denkbar,  das8  sich  anter  Umständen  diese  An- 
ordnung nmkehren  Hesse.  In  der  That  ist  dies  der  FaU,  wenn  die 
auf  ^  bezüglichen  Integrationsgrenzen  ^  und  yi  oonstant  sind^  und 
aus^rdem  die  Funktion  /(r.y)  innerhalb  der  beiden  Integrations- 
intervalle  endlich  und  stetig  bleibt.  Ein  Integral  nämlich  von  der 
Form: 

«i     ßx 
1)  V=JJfix,y)dxdy 

wurde  geometrisch  ein  Volumen  bedeuten,  dessen  Basis  ein  Recht- 
eck ist,  ent^standen  aus  dem  Durchschnitt  von  vier  Greraden,  deren 
zwei  in  den  Entfernungen  a^  und  a^' parallel  zur  Achse  der  y,  und 
von  denen  zwei  andere  in  den  Entfernungen  ßa  und  ßi  parallel  zur 
X  Aclü»e  gezogen  sind ;  zugleich  giebt  die  Anordnung  der  Integra- 
tionen in  Nro.  1)  zu  erkennen,  dass  zuerst  Schichten  parallel  zur 
yz  Ebene  gebildet  worden  sind,  aus  deren  Vereinigung  nachher  das 
Volumen  entstand.  Summirt  man  aber  die  Elementarparallelepipede 
f(x  ^y)dx  dy  zuerst  in  der  Richtung  der  x,  so  erhält  man  eine 
Schicht: 


/  /(',y) dy  dx=dy  J /(s^y^dx 


parallel  zur  ^j?  Ebene  und  von  der  Dicke  djr;  die  Vereiiiig;iuig  aller 
solchen  Schichten  von  y  =z  ßQ  bis  y  =  ßi  liefert,  wie  die  munittel- 
bare  Anschauung  lehrt,  dasselbe  Volnmen,  and  man  hat  daher: 

«1    ßi  ß^  r^ 

2)  J  f^^"" '  ^^ '''  "^^  =  fj^''^^^^  ^*' 

«0    ßü  Ä    **0 

Man   überzeugt  sich  hiervon  auch  analytisch  leicht;    aus  der 
Gleichung  : 
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dJFix,y)dx  „ 


dy  J        'by 


«0 


folgt  nämlich  durch*  Integration : 

f  Fix,y)dx  =  jdy  jlE^2ll  dx -\-  Const, 
und  durch  Einführung  der  Grenzen  y  =  ßi^  y  =  ßQ: 

r"  p  p'      P 

jFix,ß{)dx  —  JF(x,ß,)dx  =  f^yJ-^Y^  ^^'^^ 

«0  '^ö  ^0  "• 

d.  i. : 

fdx\Fix,ß,)  -  F(x,ßo)\  =  fdyj^^^y^  ^^• 

Bezeichnen  wir  weiter  den  in  i^eziehung  auf  y  partiell  genommenen 
Differenzialquotienten  von  F(x^y)  mit  /(^,y),  so  finden  die  Glei- 
chungen statt: 

und  zwar  ist  in  der  zweiten  Gleichung  x  als  constant  zu  betrachten, 
weil  die  Differenziation  sich  nur  auf  y  bezog ,  also  auch  die  Integra- 
tion nur  y  betreffen  kann ;  es  folgt  jetzt : 

5)  Fix.ß^)  -  Fix.ßo)  =J  fix,y)dy, 

ßo 
femer  durch  Substitution  in  die  Gleichung  3): 

6)  J  dxj  f(je,y)dy  =    /  dy J  /(x.yydx, 

«0  ßo  ßo  «0 

und  es  stimmt  dieses  Resultat  mit  der  Formel  2)  überein;  hierbei 
ist  jedoch  nicht  zu  übersehen,  dass  in  der  gegebenen  analytischen 
Ableitung  das  bestimmte  Integral  als  Differenz  zweier  Spezialwerthe 
des  unbestimmten  Integrales  betrachtet  wurde,  was  bekanntlich  nicht 
immer  gilt;  daher  kann  man  auch  von  den  Gleichungen  4)  nicht 
unter  allen  Umständen  zu  der  Gleichung  5)  übergehen  imd  nament^ 
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lieh  würde  der  Fall  eine  Auänahine  begründen^  ^o/(')3f)  innerhalb 
des  Integrationsinterralles  y  =  ß^  bis  y  =  ßi  eine  Unterbrechimg 
der  Condnaität  erleidet.  Man  hat  dann  auf  die  Mo<fifikation  Rück- 
sicht zu  nehmen,  welche  bereits  in  §.  70  erwähnt  wurde,  wie  wir 
nachher  an  einem  Beispiele  zeigen  wollen. 

Die  Formeln  2)  oder  6)  bieten  ein  ^Cttel,  lun  zwei  Integra- 
tionen, die,  in  der  einen  Reihenfolge  ausgeführt,  umständliche  Aus- 
drücke ergeben  würden,  in  einer  anderen  Form  darzustellen,  unter 
welcher  oft  beide  Integrationen  sehr  leicht  bewerkstelligt  werden 
können.     So  z.  B.  würde  die  Integration: 

F=   I  dx  J  e-'^ly  dy 
0  1 

in  der  vorstehenden  Ordnung  auf  einen  Integrallogarithmus  führen; 
umgekehrt  ist  dagegen: 

ß  <X>  ß  €0 

V=   I  dy  1  e^^ly  dx=  I  ly  dy  I  e^'ydx 
10  10 

ß 


=  fiy  dy'j=\(ißy. 


Nicht  selten  iri£Pt  es  sich,  dass  bei  der  ersten  Anordnang  6ßM 
Doppelintegrales  nur  eine  Integration,  bei  der  zweiten  Anordnung 
aber  jede  Integration  ausfahrbar  ist;  man  gelangt  dann  zu  einer 
Gleichung,  welche  den  Werth  eines  einfachen  bestimmten  Integrales 
kennen  lehrt.    So  z.  B.  ist  einerseits : 

CO  00 

F  =   fdx  f'ly  cos  2bxe-  («'-N'Vjy, 
0         0 

/QO  00 

cos2bx  dx    f  e" («* + ^') y'2 y  dy. 


-J 


0 

.00 

cos  2b  X  dx  —T—t — r, 
0  ' 


wie  man  sogleich  findet,  wenn  y^  einer  neuen  Variabelen  gleichge- 
setzt wird;  andererseits  }iat  man: 


^ 


Cap.  XVIIL  §.  92,  Die  Umkebrung  der  Integrationsordnung.       40S 

/QO  O» 

dy  j-2yco92hx  «~(«l+*')y*da?, 


0  0 


=    /  e—^*y^2y  dy  J  e^'V^^^ cos^hx  dx^ 
0  b 

d,  L  wenn  man  von  der  Formel  19)  in  §.  84  Gebrauch  machji: 


0 
=  V7t    je    L     ^  ^yy^dy. 


0 
hier  lässt  sich  der  in  §.  71  bewiesene  allgemeine  Satz: 

CO  00 

fv{^'y'-\--^dy  =^Jq>iiah^r^)dt, 
in  Anwendung  bringen  und  man  erhält  dadurch: 

a   J  a  ' 

0 

Aus  der  Vergleichung  der  beiden  für  F  gefundenen  Werthe  ergiebt 
sich : 

.00 


/coslh  X  ,  % 

--— , — -dx  =z  —— 
a^-f-x^  2  a 


^  r  coshx    ^  % 

7)  1  -r— i — ^dx  =  ---  e 


0 
oder  wenn  b  für  2  h  gesetzt  wird : 

.00 

'l  ^,  _  JL   ~ah 

0      '  + 

Aus  diesem  interessanten  Resultate  folgt  durch  Dlfferenziation  in 
Beziehung  auf  h : 

0 

und  zwar  wird  man  sich  leicht  überzeugen,  dass  die  Differenziatton 
nur  dieses  eine  Mal,  aber  nicht  weiter  erlaubt  ist.  Dagegen  könnte 
man  beliebig  viele  Male  in  Beziehung  auf  a  differenziren» 

um  endlich  einen  Fall  2n  betrachten,  in  welchem  die  Umkeh* 
rang  der  Integrationsordnung  nicht  ohne  Weiteres  erlaubt  ist,  sei: 

2Ö* 
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c  1 

d*^  gegebene   IniegnL    In  der   rorgeschriebenen   Ordnung  an^o- 
fahrt.  gel>en  die  Integrationen: 


-P'^-^ 


10)  r==    I  dx  —-^—z=z2JbnaRa, 


wobei  Ton  der  Formel: 

l-i—z^ 


f; 


d  z  =■  -rr—i — r  -*-  ComsL 


Gebraoch  gemacht  worden  ist.    Die  Umkehnmg  der  Integrations- 
ordnnng  liefert  dagegen  das  Reitoltat: 

1  a  1 


r=_    fdy  f^'r'"   ds  =  -    fdy^ 


0  —a-  0 

=  —  2  Arctan =  —  2  (1*  —  Ärdumd)^ 

a 

welches  von  dem  vorigen  am  af  verschieden  ist.  Der  Grand  dieser 
Differenz  liegt  darin,  dass  die  für  x  =  0  and  jf  =  0  eintretende 
Discontinnitat  des  Aasdnickes 


abersehen  wurde.,  welche  Discontinnitat  sogleich  erheUt,  wenn  man 
erst  y  =  0^  X  =  d  und  nachtraglich  ö  =  0  setzt.  Bedachten  wir 
überhaupt  das  Integral: 

11)  V=  Jdxjfix,y)dy 

unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Funktion /(x,y)  innerhalb  der  In- 
tegrationsintervalle  filr  x  =  |  und  y  =  ij  eine  Unterbrechung  der 
Continuität  erleide,  so  darf  die  Identität  der  beiden  Ausdrücke: 

«1         ßi  ßi        "i 

j  dx  j  f{x^y)dy  und    /  dy  J  f(x,y)dx 

*^o  ßo  ß0  "• 

nicht  mehr  behauptet  werden,  imd  es  entspringt  daraus  die  Aufgabe, 
die  Differenz  derselben  zu  berechnen.    Dies  geschieht  dadurch,  dass 
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man  die  Gleichung  1 1)  in  der  Form : 

fr'    /'  r       ß 

V=  Lim  I   /  dxj  fix^y^dy-^-j  dx  j  fix,y)dy\ 

•    «0  ßo         •  ^^     ßo  , 

darstellt,  wobei  d  und  a  versehwindende  Grössen  bezeichnen.  Da 
die  Discontinuität  von  /(jc^y)  nur  dann  eintritt,  wenn  y  =  rj  und  zu- 
gleich X  =  ^  wird,  so  ist  in  jedem  der  vorstehenden  Doppelinte- 
grale, fiir  sich  genoijimen,  /(x^y)  stetig,  weil  im  ersten  x<^^  —  €^ 
im  zweiten  x  "^  ^  ~\-  8  bleibt;  man  darf  daher  in  jedem  einzelnen 
Doppelintegrale  die  Anordnung  der  Integrationen  umkehren,  und 
diese  giebt: 

ßi        .5-«  ßi        «i 

F=  Lim  I   /  dyj  f{x^y)dx  -\-  J  dy  j  /(jc.y^dx^ 

ßo         *^^  A        H-^ 

Setzen  wir  weiter: 

12)  /  f{x,y)dx  =  (p(x,y)  ^  ConsL 

und  beachten,  dass/(a?,y),  als  Funktion  von  x  betrachtet,  continuir- 
lich  bleibt  innerhalb  der  Grenzen  x  =  aQ  hia  x  =  ^  —  B  und 
«=  S  -|-  Ä  bis  ^  =  «1,  so  ist; 

ßi  ßi 

V=Lm)J  dyl^it—s,y)^<pioCo,yy]'}-J  dyl(piai,y)'-(pQ+d,y)-]l , 

Vo  •  ßo  * 

=  Lm  \J  l(piai,y)—(pCccoMdy—J  lg,(^^^S,y)—q)Qs,yy]dyl , 

ßo  ßo 

hier  bedeutet  das  erste  Integral  soviel  wie : 

ßi         «1 

J  ^y J  f(p'^y)dx, 

ßo  «0 

wenn  man  sich  die  Integrationen  in  der  Ordnung  x^y  ohne  Weiteres 
aasgeführt  denkt;  setzt  man  dies  ein  und  restituirt  den  ursprüng- 
lichen Werth  von  F,  so  folgt  jetzt : 


13) 


dxj  fix,y)dy^J  dyjf(x,y)dx, 

«0  ^0  ßo  «0 

ßi 

=  —  Lim  J  {(p(.^-{-S,y)—(pi^-'S,y)}dy, 


ä 
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Bod  damis  i«:  «ü>»  Differenz  zwisAea  den  beiden  WatiMB  besdonnC, 
welche  daa  Dop^iintegrai  bei  Ter§«tkiedenen  An^>n!nnngcn  der  In- 
tegration sanimmt.  —  Erleidei  /(x.  jf)  innerhalb  der  Intcgmiintwfn- 
tervnUe  mdirere  Unseibrecfnmgen  der  Continni(itf  so  würde  mam 
da»  obige  Verfahren  leicht  dahin  m«>diiizirea.  dasj  man  F,  statt  in 
zwei,  in  mehrere  Integrale  zerlegt,  in  welchen  /(z.jf)  jedesmal  ste- 
tig bleibt. 

|.  93. 
Die  Foarier'ächen  Doppelintegrale. 

So  lange  die  Constante  k  positiv  and  Ton  Null  Terschieden  ist, 
gilt  bekanntlich  die  Gleichong: 

0 
for  A  =  0  dagegen  würde  der  Werth  des  Integrales  =  0  nnd  für 

n^^atire  h  würde  er  —  |:r  sein.    Betrachten  wir  das  allgemeineie 

Integial: 

^smma  cosna  , 

ao. 


'=/- 


a 

0 

8o  nnd,  behnfs  der  Anwendung  der  Formel  1),  die  Falle  at  ^  «, 
m  =  n^  m  <^  n  za  unterscheiden:  im  ersten  Falle  ersetzen  wir 
gm  mm  cos  n  a  durch  \  gin(m  -\-  n)  ö  -[-  i  «a  (m  —  n)  o  und  erhal- 
ten durch  Integration  der  einzelnen  Theile  jS  =  |ar-f-j3r  =  j3r. 
Im  zweiten  Falle  wird  mmacasna  =  |<tit2cii,  folglich  iS  =  \x: 
im  dritten  Falle  ist  <miiiiüica«nci=|«m(a-|-m)  a  —  |«m(i» — m)o, 
mi^n  S  =  \^  —  \3C  =  Oj  und  demnach  lautet  das  Gesannntre- 
snltat: 

/sinmiocosna  , 
— ^ — '"»= 

o 
Man  kann  dieses  wiederum  benutzen,  um  den  Werth  des  Doppelinte- 

b 

/CC08  StO  ^ 

da  I Fi»)sina9d9 

a 

h 

oc 


\x    (ur 

fii  >  n. 

4  *        1« 

m        n. 

0       „ 

m  <^  H, 

_    r^,2il^dio  J FÜdr^mtKO^  d% 


> 


0 
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zu  ermitteln,  in  welchem  Fiß")  eine  von  ^  z=  a  bis  d"  =  b  con- 
tinuirlich  bleibende  Funktion,  8  eine  willkürliche  jedoch  positive 
Constante  bezeichnen  möge.  Da  unter  diesen  Voraussetzungen  der 
Ausdruck 

cos  s  CO  sin  g)&  ipr^.\ 
o 

innerhalb  der  Integrationsgrenzen  keine  Unterbrechung  der  Conti- 
nuität  erleidet,  so  ist  die  UMkehrung  der  Integrationenfolge  erlaubt 
und  giebt 

&  00 


U=  jd^  I^^^Fi^)sin(a%dGi, 


a  0 

h  flo 

F(^)dd'  I  do. 

a  0 

Um  hier  die  Ergebnisse  von  Nro.  9)  anwenden  zu  können,  bedarf 
es  der  Unterscheidung  der  drei  Fälle  «>fc,  ft>«>>a,  a>«>>0. 
Im  ersten  Falle  ist  um  so  mehr  «>'&',  weil  vermöge  der  für  ^ 
geltenden  Integrationsgrenzen  b  '^  d"  sein  muss;  für  -ö"  <  «  ver- 
schwindet aber  das  auf  o  bezügliche  Integral  und  daher  wird 

[7=0,        wenn  «  >  i. 

Im  zweiten  Falle  kann  das  mit  U  bezeichnete  Integral  auf  folgende 
Weise  zerlegt  werden: 

S  CO 

Fid')d»  I d(0 

a  0 

6  00 

-\-jFmd»J- da,, 

s  0 

und  dann  ist  im  ersten  Integrale  «  ]>•  ^  ^  a  oder  ^  •<[  «,  mithin 
der  Werth  des  auf  o  bezüglichen  Integrales  der  Null  gleich;  im 
zweiten  Theile  dagegen  ist  b  ^  9"  "^  s^  also: 

b 
U=  JF(ßr)d^.\n. 

Im  dritten  Falle  a  ]>>  «  hat  man  uro  so  mehr  <&  ^  «,  folglich 


J 
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b 


U  =  J  F{ß)d^.\x. 


a 
Alles    zusammen    giebt    dies    folgenden   Satz:  jenachdem   «   ^  &, 
i^^^flr^'^Ä^O  ist,  hat  das  Integral: 

X  h 

/'cos  scj  r 

0  a 

die  Werthe: 


5) 


0,  l:i  JF(ß^)d^ .        In  jF(ß)df^. 


a  a 

Nennen  wir /(-ö")   das  onbeätimmte  Integral  von  F{9^dd'j  so  dass 
also  F(^)  =  /'(&)  ist,  so  giebt  die  theilweise  Integration: 

j  F{^)8inGi%  d%  =    1  f(ß)8in&^  d^ 

=  /(P)8inG}»'-(0  I  f(»)cosad'  d&, 

und  daraus  folgt  durch  Einführung  der  Grenzen  9  =  b^  9  =  o: 

h 


f  F(&)8m(od^  d» 


a 


=  f(b)8inbo — f(d)8inaG)  —  a>  /  /(^)cös(D^  dd; 

a 
Das  oben  an  die  Ausdrücke  in  4}  und  5)  geknüpfte  Theorem  lautet 
dann: 

,,v    rsinbocossco  ,  ^,  .    rsina(OC08  8Cü  . 

W  — ^ — '"'  -  ^^V  — ^ —  ^^ 

0  0 

00  ^ 
j  C0S8O  dCi)     I  f{d'}C08(O^d^^ 

0  a 

=     0    ,  |Ä{/W-/(a)}         ,         ^-r{/(5)— /(a)}, 

Die  Werthe  der  mit  f(b)  und  /(a)  multiplizirten  Integrale  lassen 
sich  wiederum  mittelst  der  Formel  2)  bestimmen,  indem  man  auf 
die  Unterscheidung  der  bemerkten  drei  Falle  eingeht;  man  gelangt 
hierdurch  auf  der  Stelle  zu  dem  folgenden  merkwürdigen  Satze : 
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„Der  Werth  des  bestimmten  Doppelintegrales: 

r 

I  cossodca    I  f(p')co8G)d'  dd' 

0  a 

ist  I  ^f(s)  oder  Null ,  jenachdem  die  positive  willkürliche  Con- 
stante  s  innerhalb  oder  ausserhalb  des  Intervalles  a  bis  b  liegt. ^^ 

Geht  man  von  dem  analog  zu  U  gebildeten  Integrale : 

00  & 

V=  fd(op-^^^-^F(d)cos(Dd'dd' 
0  a 

aus,  so  sind  die  vorigen  Zerlegungen  und  Substitutionen  fast  wört- 
lich vdederum  anwendbar  und  führen  zu  dem  Correlate  des  vorigen 
Satzes;  es  lautet: 

„Der  Werth  des  bestimmten  Doppelintegrales : 

00  ^ 

/  8in8G)dG)  J  fid')8in(od'  dd" 

0  a 

ist  I  ä/(5)  oder  Null ,  jenachdem  s  innerhalb  oder  ausserhalb 
des  Intervalles  a  bis  b  liegt." 

Den  grössten  Spielraum  erhält  5  für  a  =  0  und  i  ==  oo  ;  die  Fälle 
5  >  i  und  a  >  »  >  0  können  dann  nicht  vorkommen  und  man 
hat': 

00  00 

6)  l^f(ß)  =  I   C088(Od(O    I  f(9)C08CDd'  d^ 


00  >  «  >  0, 


00  00 


7)  l^tfis)  =  /  8in8G)d(A)  1  f(%)8in(Xi^  dd" 

0  0 

wobei  man  sich  leicht  davon  tiberzeugen  kann,  dass  die  erste  Glei- 
chung auch  noch  für  5  =  0  richtig  bleibt,  während  dies  bei  der 
zweiten  Gleichung  im  Allgemeinen  nicht,  sondern  nur  dann  statt- 
findet, wenn  zufallig  /(O)  =  0-  ist.  Für  negative  s  gilt  keine  der 
obigen  Formeln  mehr ;  besässe  aber  /(s)  zufälligerweise  die  Eigen- 
schaft /( — «)  =  f(s) ,  so  würden  die  Cosinusformeln  ihre  Richtig- 
keit auch  bei  negativen  8  behalten,  ebenso  die  Sinusformeln  in  dem 
analogen  Falle ,  wenn  /( —  5)  ==  —  /(s)  wäre. 

Als  Beispiel  für  die  Formeln  6)  und  7)  diene   die  Annahme 
/(&)  =  e"^^ ;  sie  giebt  die  Gleichungen : 


M 
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0 

X 

0 

welche  mit  den  in  §.  92  vorkommenden  Formeln  7)  und  8)  überein- 
stimmen. 

Die  vorhin  entwickelten  allgemeinen  Theoreme  lasaen  noch 
eine  Combination  zu,  welche  in  einem  auch  fiir  negative  s  gültigen 
Satze  besteht.    Setzen  wir  nämlich  a  =  0^  und  in  der  Gleichung: 

/  C0S8  cado   I  f{&)cos  fo&  d9  =  < 
%  5  ^        0        1         »>^ 

för  f(9)  die  neue  Funktion : 


/(^)  =  fm  +  fi-^\ 


welche  die  Eigenschaft  /( — s)  =  f(js)  besitzt ,  so  gilt  die  nunmeh- 
rige Gleichung: 

\    I  cos 8 (Od €9  I  ^>(&)C08Gi&d^-]-\  I  C088(OdO  I  ip( ^^)C08 iO^ d9 

0  0  0  0 

=  .„2mp:Z^  für        t>.>-b, 

=     0  für         «  >  *  und  för  —  b  ^  8. 

Nun  ist  aber,  wie  man  leicht  findet: 
h  0 

/  ip(-^^)co8(o^  dd-  =  I  g)i»)cMC3»  d^y 
mithin  durch  Substitution  dieses  Ausdruckes: 

8)  fco8 8(Dd(o  I  (pi»)cosa)d'd^=3t  ^W  +  yC— 0  ^^j. j;>>j,^>v,_i 
0  —h 

=  0  ,   für  fc<«<  — >. 

Ein  ähnliches  Theorem   ergiebt  sich,    wenn    man,    von    der  Glei- 
chung : 


} 
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00  & 


s>b. 


0  0  '  (  ' 

ausgehend,  die  Substitution: 

/(^)  = 

vornimmt,  wobei  /(«)  die  Eigenschaft /( — s)  =  — f(s)  bekommt. 
Man  findet  nämlich  nach  demselben  Verfahren: 

00  & 

9)  /  sinscjdco  f  (pid^)8m(od-dd'  =  n  ^  /         ^  6>«>— ^ 

0  —h 

=         0,  &<«<  —  &. 

Durch  Addition  der  Gleichungen  8)  und  9)  folgt  jetzt : 
00         h 

10)  ld(ol(p(d^co8Ci}(d'  —  s)dd'  =  n(p(s)    ,       *>«>  —  ^ 

und    weil    das  Integral    für    negative   w  dasselbe    bleibt    wie    für 
positive  CO : 

00  ^ 

11)  1  d(X)  j  q>(ß')co8(oi^—8)d^:=i27tq>(^)    ,     ft>5>  — ^ 
— »    -^  =0  ,     i  <  «  <  —  ^. 

Nimmt  man  spezieller  i  ==  oo ,  so  gilt  die  Gleichung : 

/OO  00 

dCD  I  (p(9^)C08(0(d^—8)d^  z=  27t  (p{8) 

—  00        00 

fUr  alle  reellen  «.  —  Es  mag  übrigens  noch  bemerkt  werden,  dass 
die  Gleichung  11)  für  V  —  1  =  t  aueh  in  der  Form : 

00  & 

13)  y  doy   9 (a-)«^ (*-*)» d-B-  =  2ä9(«)     ,         6  >  5  >  — ^ 

—«       -*  =  0  ,  ft  <  5  <  —  ^ 

dargestellt  werden  kann,   weil  der  imaginäre  Bestandtheil  des  Inte- 
grales verschwindet. 


/ 
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§.  94. 
Substitution   neuer   Variabelen   in   Doppelintegralen. 

I.     Wir  kehren  zur  Untersuchung  der  doppelten  Integrale  von 
der  allgemeinen  Form 

1)  V  =  Jdxj  fix,y)dy 

zurück ,  um  den  zweiten  Fall  zu  betrachten ,  in  welchem  y^  und  yi 
nicht  constant,  sondern  Funktionen  von  x  sind.  Begreiflicherweise 
ist  hier  .die  Umkehrung  der  Integrationsordnung  nicht  unmittelbar 
möglich ,  was  auch  geometrisch  leicht  nachweLibar  wäre ;  sie  wird 
es  aber ,  wenn  man  dem  auf  y  bezüglichen  Integrale  constante  Gren- 
zen verschafft.  Dies  geschieht  mittelst  der  Substitution  y  =  ijo 
-f-  (yi  —  yo)  *9  wo  t  die  neue  Variabele  bezeichnet;  man  erhält 
hierdurch  unmittelbar : 

2)^  dxjf(jx;,xj)dy  =J  (yi^-yo^dxj  flx.yo -i-(yi—yo)^dt, 

Xo       yo  a^o  0 

wo  nun  rechter  Hand  constante  Integrationsgrenzen  vorhanden  sind. 
Ein  Beispiel  hierzu  liefert  das  Integral: 

das  in  der  vorstehenden  Form  nicht  auf  ein  einfaches  Integral 
zurückführbar     ist,    welches    dagegen     mittelst    der     Substitation 

y  =  Vl-p^^ ^  ^^  ^^^  folgende  übergeht : 

00  1 

J      J  VTipi  ' 

0  0      '^         "^ 

woraus  durch  Umkehrung  der  Integrationenfolge: 

1  00 

V=  f-^dL=.e'-ß'''fe'(-'+ß'^'>'dx, 
oder  endlich  bei  Ausführung  der  auf  a  bezüglichen  Integration: 
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1 

II.  Sowie  Torliiii  eine  Vaiiabele  (y)  allein  diirch  eine  neue 
Veränderliche  (0  ersetzt  wurde,  so  kann  aüch  Hir  beide  Vari&bele 
zugleich  eine  Substitution  vorgenommen  werden,  indem  man  etwa 
X  =  q)(«,0  and  y  =  tis,f)  setzt.  Was  dies  heisscn  soll,  wird  mit 
vollkommener  Klarheit  aus  der  geometrischen  Bedeutung  des  Dop- 
pelintegrales erhellen.  Dieser  zufolge  denken  wir  uns  nämlich  die 
Basis  des  Volumens  V  in  unendlieli  kleine  Reclitccke  zerlegt  und  V 
seibat  als  Summe  der  über  jenen  Rechtecken  construirten  Parallel- 
epipede.  Für  die  Grösse  des  V  bleibt  es  aber  gleichgültig,  ob  seineBii- 
sis  in  rechteokformige  oder  in  xinderago staltete  Elemente  getheilt  wird, 
wenn  nur  diese  Elemente  die  Basis  und  die  über  den  Elementen  er- 
richteten Parallel epipede  das  gesuchte  Volumen  wirklich  ausfüllen. 
Eine  solche  neue  Zerlegung  ergiebt  Kicli  von  selbst,  wenn  man  die 
Punkte  der  Ooordinatcnebene  xy  nicht  nielir  durch  die  rechtwinkli- 
gen Coordinaten  x  und  y,  sondern  durch  irgend  welche  andere  Co- 
ordinaten  «  und  <  bestimmt,  wobei  wir  das  Wort Coordinaten  in  sei- 
ner weitesten  Bedeutung  nehmen.  Die  Gleichungen  x-^(p(s,{) 
und  y  ■^=  ifiC^iQ  dienen  jetzt,  um  von  den  früheren  zu  den  neuen 
Coordinaten  überzugehen,  und  es  fragt  sich  nur  noch,  welche  Zer- 
legungsart  der  Basis  von  V  hieraus  entspringt.  So  wie  nun  da« 
frühere  Element  ein  Viereck  war,  dessen  Ecken  durch  die  Coordi- 
naten *  und  y,  *  -]-  djr  und  y,  x  und  y  -\-  dy,  endlich  x  -\-  dx 
und  y  -\-  dy  bestimmt  wurden ,  so  können  wir  auch  bei  den  neuen 
Coordinattti  ein  Element  bilden,  dessen  vier  Ecken  die  Coordinaten 
»  und  l,  e  -\-  da  und  (,  s  und  (  -j-  dl,  endlich  s  -\-  d»  und  t-\-  dt 
besitzen.  Nennen  wir  iV,  Ni-^  Nr^^  N^  die  soeben  bestimmten  vier 
Funkte,  Fig.  Ö2,  so  kann  die  Berechnung  des  Flächenelemontes  in 
Fig.  52.  der   Weise  geschehen,  dass  wir 

JV,  Ni,  N3,  N^  als  das  Doppelte 
des  Dreieckes  N  Ni  JVg  betrach- 
ten und  die  Fläche  des  letzteren 
durch  die  Coordinaten  seiner 
Ecken  ausdrücken.  Wfr  legen 
nämlich  durch  N  ein  rechtwink- 
liges Coordinatensystem  parallel 
zu  dem  urspriingliclien,  bezeich- 
nen die  neuen  rechtwinkligen  Co- 
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ordinaten  von  Xi  und  A'^  mit  NLi  =  |i ,  A-^^'i  =  Vit  ^^  ^=  ^i 
L^  y^  =z  1^2  und  benutzen  den  bekannten  Satz  der  analytischen  Geo- 
metrie ,  da  SS  die  Fläche  des  Dreieckes  NSi  X^  =  |  (f i  ijj  —  |s  i^i) 
mithin  das  Flächenelement 

ist.    Dabei  finden  weiter  die  Gleichungen  statt: 

li  =  *i  —  <a^i  Vi  =  yi  —  y^  I2  =  *«  —  «^  «?i  =  3fi  —  3fi 
und  wenn  man  beachtet,  dass  N  durch  alleinige  Aendetung  des  s 
in  Ni  überging ,  und  dass  ebenso  die  partielle  Aendening  des  t  von 
N  nach  N^  führte ,  so  erhellt  unmittelbar  die  Richtigkeit  der  Glei- 
chungen : 


^2  —  ^  +   ^^dt,     y^  —  y  -\-    ^"^  dt. 

oder: 

ii 

?j?  ,                 ^y  ,       f.         t>*  , 
_        (fo,    12,  _  /  d8:    &  —    .,  ^«, 

Die  Substitution  dieser  Werthe  giebt  für  das  Flächenelement: 

und  wenn  man  sich  hierin  die  Werthe  von  a?  =  ^(5 ,  t)  und  yz=ilf(8^() 
eingesetzt  denkt ,  so  ist  jetzt  das  Flächenelement  NNi  N^  N^  durch 
8  und  t  ausgedrückt.  Das  Produkt  z .  NNi  N^  N^  stellt  nun  wieder- 
um ein  unendlich  dünnes  Parallelepiped  dar  und  die  Summe  aller 
dieser  Parallelepipede  giebt  F.  So  gelangen  wir  zu  der  Transfor- 
mation : 

3)  J  J  f(ä:,y)dx  dy 

=  ///[.(.,.),*<.,.a(|f.i^-^.^>w,, 

wobei  wir  die  neuen  für  8  und  t  geltenden  Integrationsgreozen 
deswegen  noch  nicht  hingesetzt  haben,  weil  sie  in  jedem  spesiellen 
Falle  besonders  zu  ermitteln  sind.  Die  folgenden  Beispiele  werden 
dies  zeigen. 

a.  Ein  sehr  einfaches  aus  einer  Geraden  und  einem  Winkel 
bestehendes  Coordinatensystem  wäre  folgendes  9  Fig.  53.  Durch 
einen    beliebigen    Punkt    N  der  sy    Ebene   lege    man   eine    Ge- 
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e&AeNS,  welche  mit  der  x  Achse  einen  halben  rechten  Winkel  bildet 
und  bezeichne  OS  mit  *;  man  ziehe  ferner  NT  ||  OXund  die  Ge- 
rade TS,  welche  mit  OS  den  Winkel  OST  =  w  bilden  möge. 
Fig.  53,  Die  Lage  des  Punktes  N  ist  nun 

bestimmt,  sobald  «  nnd  w  gege- 
ben sind,  da  man  entweder  die 
Constniktion  rückwärts  anwenden 
oder  &US  t  und  w  die  rechtwink- 
ligen Coordinaten  OJIi  =  x  und 
MN  =  y  ableiten  kann ;  letztere 

y  z^  etanw, 
oder,  wenn  zur  Abkürzung  l<»iw 
=  l  gesetzt  und  t  als  neue  Va- 

y  =  «(. 

Das  neue  F lachendem eut  der  tcy  Ebene ,  welches  übrigens  ein  Tra- 
pet  darstellt,  ist  demnach: 

If  17-17  !!=•'"<"• 

und  man  hat  daher  die  allgemeine  Formel; 

4)  f  Jfi',y)dt  dy  ^Jjf(fi-Bl,s(),d,  dt. 

W&ren  *  =  0  und  x  =  03=  Ä,  sowie  y  =  0  und  y  =  J/JV, 
=  A  —  *  die  ursprüDglichen  Integrationsgrenzen  für  ar  und  y, 
so  würde  der  Funkt  N  alle  innerhalb  des  gleichseitig  rechtwink- 
ligen Dreieckes  HOK  liegenden  Stellen  zu  betreten  haben ;  dasselbe 
geschieht,  wenn  a  von  0  bis  h  und  mi  von  0  bis  \3C  oder  t  von  0  bis 
1  ansgedehnt  wird;  die  Formel  4)  geht  dann  in  die  speziellere  über: 


"  H"- 


-ff- 


und  ea  ist  hiermit  die  Umwandlung  des  ursprünglichen  Integrales 
in  ein  anderes  mit  constanten  Grenzen  erreicht.     Nehmen  wir  z.  B> 

so  giebt  die  Formel  S): 


=  j/-'jr~'9(»+j). 
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h    h 

_/y *'-%""'  9-  ('^  +  y)  d^  dy 

0     ö 

h  1 

'  ■  =J  J s'+"—^  ip{ä)0-t)'~'i"'^^  dx  dl 

A  1 

0  0 

die  auf  (  bezftgliche  Integration  ist  sogleich  auafiihrbar  und  man  ge- 
langt zu  dem  eleganten  Kesultate : 

0     0  0 

Auf  daä  linker  Hand  vorkommende  Integral  l&sst  sich  twch  das  et- 
was allgemeinere  Integral: 

0    0 
zurückfuhren,  worin  sich  die  Integrationen  auf  alle  positiven  s  uod 
y  beziehen,   welche  der  Bedingung  1  ^  —  -| — ^  ^  0  genfigai. 

Für  i«  =:  a|  und  y  ^  bij  erhält  man  nämlich; 
1     1— £ 
S  =  «'i'^yVl'-lii'«-!  9>(e+'J)''S  äri, 

wo  die  Gleichung  6)  anwendbar  ist;  es  wird  so: 

0    0 

ß.  Sehr  hänfig  geht  man  von  den  ursprünglichen  rechtwint* 
ligen  Coordinaten  x  und  y  zu  Polarcoordinaten  s  und  t  über,  indem 
man  «  =  scoBt,  y  =  ssi'nf  setzt,  wo  s  den  Badinsvector  und  *  den 
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Winkel  xwisdien  diesem  und  der  x  Achse  bcseichnet.  Für  diesen 
Fall  findet  sich: 

if  ii!_|f  iS^,rf,,„, 

Fig-  54.  was  auch  geoiiietrlscli  aus  der  in  Fig.  54 

ingegebenen  Form  des  neuen  Flachenele- 
I  mentes  leicht  nachweisbar  wäre,  und  es 
I  ist  folglich: 

8)  ff/(x,y)da!  dy 

^  I  j  fi^eoit,  gsint)adi  dL 

Besonderen  Vorthcil  gewährt  die  Formel, 

wenn  die  Grenzen  tut  x  und  y  folgende  sind;  

a  =  0 ,     .«  =  r,  y  =  0,     <j  =  Yr^—x\ 

womit  dem  Punkte  xy  die  Fläche  eines  mit  dem  Halbmesser  r  be- 
schriebenen Kreisqiiadranten  nÜs  Spielraum  angewiesen  ist.  Dieser 
Spielraum  bleibt  derselbe,  wenn  e  ron  0  bis  r  und  t  von  0  bis  |x 
ausgedehnt  wird,  und  es  ist  daher: 

8)  /   1  fi'!->y)A'  ^V~ I  I  f{»ooat,t8m()ed»  du 

0    0  0    0 

Handelt  ea  sich  um  das  etwas  allgemeinere  Integral: 

r=ffFia,j,)dxdy, 
0    0 
worin  sich  die  Integrationen  auf  lüte  positiven  x  und  y  beziehen, 

welche  der  Bedingung  1  S  ( — )  +  ("T*)  5*'S™''gßi>i  so  setze 
man  zuerst  s  =  a|,  y  =  fiij,  wodurch: 


r=  ab  jjFCai,b^)d^  dt} 

0 

ende  nun  die  I 


0    o 
wird,  und  wende  nun  die  Formel  9)  an;  dies  giebt; 


/    /  F{x,y)dx  dy  ^^  ab  j    j  F(aacoal,b a eint) s  da  dt. 


10) 
0    o" 
Schiamlleb,  Aiuüral*. 
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Ein  Beispiel  roa  don  vartheQliaftea 
üoa  giebt  der  näebXe  FsragniA. 


dieser  Traiufonns> 


Die    Complanation    der   Flickes. 


Die  Gleichnng  einer  auf  rechtwinklig  CoonfiM 
Fliehe  sei  wie  frBher  ;  ^  /(x,g)  und  die  J 
Grösse  eines  be^*tiininten  Stückes  der  Plätte  '<■  i 
SMek  bestümnen  wir  durch  seine  Projektioi 
d>ene  xy,  nnd  zwar  begrenzen  wir  jene  Pngektion  dvrdi  «wei  Ge- 
rade, die  in  den  Entfernungen  OM^  =  Xg,  OH^  ^  *i  parallel  mr 
y  Achse  gelegt  sind  (Fig.  Ö5)  und  durch  zwei  Curven,  in  denen  der 
Abacisse  t  die  Coordinaten  ^g  and  jTi  entsprechen  mögen.  Lassen 
Fig,  55.  wir  X  um  dx,   y   lun   ■ 

dy  wachsen   and  bil- 
1      das     Kechteck 
dxdy,  so  kann  dieses 
als  HorizDDtalprojek- 
1    eines  unendlich 
J  kleinen     Flächenglfi- 
I  cke«  m  gdten;    tetz- 
1  teres  ist  ein  knunnt- 
I  linig  begrenztes  Tier- 
I  eck,     dessen   Ecken 
I  nicht  in    einer  Ebene 
liegen.     Wegen    der 
I  unendlichen  AbnaluM' 

des  m  kann  aber  dieses  Flächenelement  als '-llmfl-  mufl 

sehen  werden  mit  der  durch  den  Punkt  xt/g  gelegten  Tangantitl- 
ebene  der  Fläche,  und  zwar  beträgt  der  dabei  begangene  Fehls  ner 
unendliche  kleine  Grossen  höherer  Ordnungen.  Kennen  wir  fBr  den 
Augenblick  N  den  Neigungswinkel  der  Tangentialebene  (oder  der 
Ebene  des  a)  gegen  die  xy  Ebene,  so  haben  wir: 

■.r  •  >  .  fix   d« 

a.cosN ^  dx  du  oder  o  ^ r^. 

Der  Winkel  zwischen  zwei  Ebenen  ist  aber  einerlei  mit  dem  Win- 
kel, den  die  Senkrechten  auf  jenen  Ebenen  einscldiessen,  in  unseren 
Falle  ist  daher  W  der  Winkel,  welchen  die  im  Funkte  xyz  eirichleU 
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Normftle  der  Fläche  mit  der  Achse  der  z  bildet,  aUn  mit  B.-x 
auf  die  Formeln  10)  des  g.  22  (S.  89): 

cosN  = 


-  cosy  ^ 


vv(i)^y. 


ßaü  Flächenelement  o  wird  daher  durch  den  Aiisdnick : 

-^.f  ■+(!;)■ +(i^y 

dargestellt  und  die  Snmme  aller  dieser  Fl&chenelemente  giebt  die 
ganf^e  Fläche,  deren  Grf^sse  S  heisaen  möge.  Bilden  wir  zunächst 
die  Summe  aller  von  y  ^  ^g  bia  ^  :=7  ^i  liegenden  Elemente,  indem 
wir  X  constant  la^sBii,  so  bedeutet  das  Integral 


■yo 


geometrisch  einen  bandfürmigen  Streifen  der  Fläche ,  dessen  Hori- 
Eontalprojektion  das  Rechteck  iius  den  Seiton  dx  anAN^N 
ist;  die  Summe  aller  derartigen  von  x  ■:=.  Sq  bis  x  t^  x^  liegend« 
Streifen  gicbt  nun  die  ganze  Flache : 

»  ^=//'-'V'+(0+(t)' 

Fi„.  äC.  Beispiele  für  diese   Complanations- 

formel  sind  folgende. 

a.  Der  elliptische  Kegel. 
InFig.56  sei  OC=odieHöhe  eine» 
elliptischen  Kegels,  ACB  seine  el- 
liptische Basis  mit  den  Halbachsen 
AC=:a,  BC=zb;  die  Coordina- 
tenebene  xy  möge  parallel  zur  Ebene 
ACB  durch  die  Spitze  0  gehen. 
Die  Gleichung  des  Kegels  ist  dann: 


>  +  (0+(^)' 


(f)'+(t)'    ' 


waMt  SM  aiwaköfZi«.  die  Itf'wigir—ngtni: 


*>  .=— — .         ^  =  — j— 

die  tlTlifkie  A*OB*  mit  d<j»n  ILklbttebs^^m  a  ozki  ^.   £'>£^ietk  jt^.  =  0, 


?!  =  «t  >»  =  0,  jh  =  ^  ^  ^  "("«")    "^' 


•7!5,  /-(f)vKf)'. 


«»       i'  (f)+(t)' 

Dnrek  AnfrcDdang  der  Formel  10)  des  Torigco  Panj^rafJien  gestail- 
l«i  mli  dieMss  Integral  wie  lolgt: 


1     U 


S  =  ah  r  I sds  diVa^€»9^i-^ß^m^tr 

0    0 

wo  man  wegen  der  eemstanteD  Greozea  die  Anardmnig  der  Inft^n- 
tiooen  mnkehren  nnd  die  auf  s  bczogliclie  Intention  sogleich  an»- 
fShren  kann;  dies  giebi: 

i«    

Z)  S=\ah  I  dtVa^cM^t-^^ß^sm^L 

0 
Da»  Integral  erhält  eine  geometrische  Bedentong,  wenn  man,  die 
ganze  Mantelfläche  mit  M  bezeichnend,  fblgendermaasen  adireibt: 

JII=lV7b.i    I  dt  V a^ahcoBH-^ß^absrnH; 

0 
es  liegt  nämlich  darin  der  Satz,  da»  der  K^ehnantel  gleidi  doa 

Mantd  eines  Cylinders  ist,  dessen  Höhe  IV ab  beträgt  nnd  dessen 

Basis  eine  ans  den  Halbachsen  Oi  =  a  yah  nnd  hi=ß  yah  con- 
stmirte  Ellipse  ist  —  Will  man  anf  elliptische  Funktionen  zornck- 
gehen,  so  beachte  man,  dass  ans  a  >>  &  folgt  a  <^  ß^  die  Formel 
8)  giebt  dann : 
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\n         

S  =  \ah  ßjdt  Vi-ß^^I^cosH 

0  ^ 

1 

=  lab  ßJd^Yl-^^^dn^, 

0  ^ 

wo  von  der  Substitution  t  =.  \%  —  9  Gebrauch  gemacht  wurde. 

Setzt  man  endlich  noch  für  a  und  ß  ihre  Werthe,  so  ist: 

4)  S  =  \aY¥T^^E^(i^^^. 

ß.  Das  dreiachsige  Ellipsoid.  Die  Halbachsen  der 
Fläche  mögen  a,  ^,  c  heissen,  es  sei  zugleich  a  ^  b  '^  o^  und  zur 
Abkürzung:         

Va2— c2  V62  — c«        ^ 

5) =  a,  T =  p. 

a  0 

Aus  der  bekannten  Gleichung  der  Fläche,  nämlich: 


(f)'+(i-)'+(f)"=-"=«V'-(7Mfy 

findet  man  jetzt  vermöge  der  Bedeutungen  von  a  und  ß : 

Handelt  es  sich  um  die  Fläche  des  achten  Theiles  von  dem  Ellip- 

soid,  so  sind  otq  =  0,  arj  =  a,  yQ  =  0^  yi  =  b  y    1  —  ( — J 
die  Integrationsgrenzen,  und  demnach  ist 


»V    .    ^   -(f)*-(-f)' 

Hier  Hesse  sich  wiederum  die  Formel  10)  des  vorigen  Para- 
graphen anwenden,  doch  wird  die  nachherige  weitere  Rechnung 
nicht  ohne  einige  Kunstgriffe  ausführbar;  wir  gehen  daher  einen 
anderen  Weg,  der  zugleich  äie  grossen  Vortheile  einer  geometrischen 
Auffassung  doppelter  Integrale  in  helles  Licht  setzt.  Aus  der  Glei- 
chimg  6)  leitet  man  für  a?=o|,  y=bri  sehr  leicht  die  folgende  ab : 

-    0     0 


1  wtoa  iiib«i 


=V^ 


-Itsi 


ged«txl  wird,  ki  «ömmt  imi  m  Nro  7)  rimcommeade  Dupp«Iiategnl 
TOD  {(/|  'iq  mit  dn-  Cnbaturibnid  sbenia:  b«<i»ciaai  wir  d>her 
{,  I).  (  ab  rei^itwiiikHge  Coordisatea  «tn-^^  Puttte^.  äo  bedeutet  in 

den  GUkbiuigen  

9>  S=abr.        V  =  J      f  Id^d^ 

t>     ö 

Fein  Yolomen,  dewen  Horizontalprojektioii  oderBaa^  ün  mit  dem 
Halbmesser  I  be^chriebeDer  Krdis  ist,  wie 
man  am  den  Integratiomgrenzeit  sogleich 
eräietit,  und  äaä  oberiialb  dmrii  die  mit- 
tebt  der  Gleichnng  8)  diarakterisirte 
Fläche  begrenzt  wiid.  Um  von  der  Ge- 
stalt der  letzteren  eine  VorateUnng  m  er- 
halt»!, betrachten  wir  die  Scbnitte,  welche 
die  Flache  mit  den  CoordinatoneboMS 
IS  und  q  S  bildet;  su^  den  Gieichimgai 
dieser  Schnitte 

g  _  y  1— »'p 

geht  hervor,  iiiaa  die  Cnrren  rertikal  stehende  Asymptoten  in  den 
EfttfemangeD  OD  =  OE  =  1  (Wi%.  57)  besitzen,  daas  abo  die 
Fliehe  ins  Unendliehe  geht.  Legen  wir  ferner  einen  horixonteloi 
Qnerachnttt  in  der  Höhe  OQ  =r  t  duvh  dieselbe,  so  bleibt  %  in 
Nro.  8)  coiutant  nnd  es  ist  aas  der  aanm  ehrigen  GletchuDg: 


y    I— V 


10) 


p  + 


f-?' 


*  =  1 


p-  

S'-i    ''  ^  f-i 

ersichtlich,  daM  jener  Qaerschnitt  eine  Ellipse  mit  den  Halbftclueii 

bildet,  welche  für  ^  ^  1  ^  O^  in  einen  Funkt  übergeht  und  sich 
fSr  unendlich  wachsende  £  mehr  nnd  mehr  dem  Kreise  mit  dem 
Halbmesser  1  nähert.  Die  Gestalt  des  Volumens  V  ähnelt  demnach 
der  eines  unendlichen ,  trichterförmig  aasgehöhlten  Kreiscy lindert 
und  der  Querschnitt  des  F  ist  ein  Ringquadrant  mit  der  Fl&che 

£=-«■  Y  V-ßT 


jl  —  i«  I 


^ 
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welche  Q^  heissen  möge.  Der  günstige  Umstand,  dass  diese  Qaer- 
schnittsfläche  so  leicht  zu  bestimmen  war,  erlaubt  nun  eine  andere 
Berechnung  des  F,  indem  man  beachtet,  dass  V  aus  zwei  Theilen 
besteht,  deren  erster  ein  Kreiscylinder  von  der  Höhe  0F=  1  ist 

und  deren  zweiter  durch  das  Integral  /  Q^  d^  ausgedrückt  wird, 
wenn  ^  von  1  bis  oo   geht;  zufolge  dieser  Bemerkung  ist: 

00 

oder  für  z  =  — ,  und  wenn  Sl  die  Oberfläche  des  ganzen  Ellip- 

u 

soides  bezeichnet: 

11)         ß  =  '2naö  fl+  f\l-,  ^-"^ =1  ^1 

L        '    J     (  K(l— a2w2)(l— /32t^2))     m2J 

Sind  a  und  ß  sehr  klein,  so  würde  man  für  den  eingeklammer- 
ten Ausdruck  leicht  eine  rasch  convergirende  Reihe  aufstellen  kön- 
nen; im  Gegenfalle  ist  es  vortheilhafter,  auf  elliptische  Funktionen 

zurückzugehen.     Dies  geschieht  mittelst  der  Substitution  u  =  — ^ ; 

wegen  a  >  ft  ist  dann  auch  ec  >  /5,  mithin  -^    ein    echter  Bruch, 

welcher  x  heissen  möge ;  dem  Werthe  u  =  0  entspricht  9=0,  für 
ti  =  1  erliält  ip  einen  Werth  (pi  der  Art,  dass  sintpi  =  a.  Dem- 
nach ist: 

L     '     a  7   (  Vi  — x»«n2<p'  «n^^J 

0  ^ 

=  2Äa6     1  +  «  /  }co5  9  — -7==========  -r^4-~2^(x,  yi)l 

L     '      7   (  Vi— x2m29'«»^9       «  J 

Die  noch  übrige  Integration  lässt  sich  mittels  <^r  Bemerkung 
ausführen,  dass 


djcofcp  Vi  — x2«n2flp    =     .  ^    ^ ^/ 

ist,  woraus  man  umgekehrt  erhält 


J  5m2yVl — x^8in^(p  ^    V  l—7C^sin^ip 


Vereinigt  man  diese  Gleichung  mit  der  folgenden: 


/ 
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f; 


äy  =- 


wo  ergiehl  sich : 

1  j    d^    cot^V"l — x^m*9  —  1 


/! 


CO€W  — •  

Vi— x«#w«9y  «**1P  «wy 

«/  Vi  — «2 ««2 9 

Für    9  =  ^1    wird  nun    mi^i  =  a,    co#9i  =  VI — c*, 

X  «it  9i   ==  ß;    für  9=0  erhält  der  vom  Integralzeichen  frsie 

0 
Ansdrock  die  Form  --r-,  deren  wahrer  Werth  in  diesem  Falle  die 

Null  iät;    daher  bleibt: 


r  1  dfp 

J     i  Vi— x«nn«9  ^  «»*9 

Vi— a«Vl— /?g— 1  _    ^  /*     jm«y  dy 

J  Vi  — **«a*9 


0 


y  l_a«V^l— ö^—  1 


a 
and  es  ist  nach  diesen  Beraerkongen  zusammen: 

fl=2«a6[V(l— ««)(1  — ^*)4-«£(Xi9'i)+(~«)-F(>mri} 
oder  endlicb,  wenn  a  und  /3  durch  a,  &  und  c  ausgedröckt  werd 

12)  Ä=2«c«+^j^=.  j(a2-c*)i:(x,9i)  +  r3F(it,90| 


a  a 

y.    Für  ein  elliptisches  Paraboloid,  dessen  Parameter  2  a  und 
26  sein  mögen,  dessen  Gleichung  also 

2a  ^   2ft 
lauten  würde,  ist  die  allgemeine  Complanaiionsformel : 


13) 


=  //*  '^^V'  +  ^  +  f 


Ohne  dlc^e  Integration  auszuführen,   kann  man   auf  der  Stelle 
eine  Vcrglcichung  der  Fläche  S  mit  dem  Volumen  vornehmen,  wcl- 


^ 
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ches  die  Horizontalprojektion  T<m  ä  zurBasia  hat  und  oberlialb  durch 
ein  ^Üieiltes  Hyperboloid  begrenzt  wird.  Die  Gleichung  der  letz- 
teren Fläche  ist  nämlich; 


'V 


1+-  +  - 


e  J    J  dxdyy    \-\-~^  - 


und  wenn  man  dies  mit  S  vergleicht,  .so  folgt  die  elegante  Bezie- 
hung F^  eS,  die  sich  leicht  in  Worte  kleiden  liease. 


CompUn 


sfoi 


el   für  Polarcoordin 


Nicht  selten  bedient  man  gtch  statt  der  i  echt  winkligen  Coor- 
dinaton  OM  r=  x,  MN  ^  y,  NF  =  «,  der  sogenannten  räwnlichen 
Y\a.  5g  Polarcoordinatcn ,  indem  man  den  Ka- 

I  diuBvector  OPr^r^  den  Winkel  MOP 
:  w  und  d^  Neigungswinkel  NMP 
I  der  Ebenen  MOP  und  MOYin  Rech- 
nung bringt;  die  Formeln  dazu  sind: 

y  =  rsi'nu  cost, 
I  ^  r  «n  u  sin  l. 
Denkt  man  sich  diese  Werthe  in 
I  die  Gleichung  der  Fläche  eingesetzt,  so 
I  Iä»8t  sich  dieselbe  auf  r  reduzirea  und 
auf  die  Form  r  =   $(u,  ()    bringen, 
wobei  r  als  abliangige  Variabele  erscheint.     Um  nun  die  Formel : 

2) 


^)" 


zum  Uebcrgange  von  dem  einen  zum  anderen  Cuordinfitensysteme 
benutzen  zu  können,  ist  es  vor  Allem  nöthig,  aus  der  Funktion 


HC        C^.  XVill.  §.  9G.  Complaiutioiudbniiel  für  I'olarcoordlnalen. 
die    partiellen   DifferenzittlqtotienteM  von   t  zu   entfernen    und   da- 
fUr  die  partiellen  Diflerenzialqootieaten  der  neuen  abhängig«)  Va- 
riabelen  einzuführen ,  was  auf  folgende  Weise  geschieht.     Da  t  eine 
Funktion  von  x  und  y  war,  mithin  auch  von  u  und  t  abhängt,  ao  ist: 

3«  ~  in'  äu     ''  Tly'  3u' 

3«  3s     3«     1^  _3z     3y 

3t  3*  ■  3(  "^   3y  "  3t  ■ 

35  3r 

Eliminirt  man  hieraus  -r—  und  - — ,  indem  man  zur  Abkürzune  setzt: 


3z 
3u 

3i 

~   3t 

3u  ~ 

3« 

3« 

3i 

3.V 

3t 

3« 

3« 

31 

3a 
du 

■  3t 

3j; 
~  3t 

3u 

so  findet  sieb : 

3£__   i_  l£  _  J^ 

3*  ~"  JV   '         3y  ~  JV" 
Die  SubsütutioQ  dieser  Werthe  in  Nro  S)  und  2)  gii^hl,    wenu  nwn 
beachtet,  dass  auf  der  rechten  Seiten  von  Uro.  2)  der  Faktor  f^ 
gleichfalls  vorkommt: 

=  f  [du  dtyz,s+jn--+-iff«i. 

Die  Differenziation  der  Gleichungen  1)  Uefai  tm«  täigiaiiä»  VwA*- 


rr^  =:  \-r" a>nu-\'r BOiUjCOSt, 

liy         C&r  .    \   . 

3t  \3(  /         ' 

3z         /3r  ,  \ 

— -  =  !■— T«ffl«+rco«uI«nt, 

3m        \3w  '  / 

3«         (^r  ,  \ 

—  =  (^■j7««<+r.ostJ«««, 
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und  man  erhält  aus  denselben  für  L^  Jü,  N  die  Ausdrücke: 

L  =  —  r  [ -r— 8171  u -\- r  cos  uj  sin  u^ 

M  =  r  ( -r-  cosu  —  r sin u  J smu  eost  —  r  -r—  sin t» 

\ÖU  J  Öt 

— —  cos u  —  r  sinu  ] sin u sint —  r  -r— ' cost. 

du  /  dt 

endlich  nach  leichter  Reduktion: 

i.  +  *.  +  *.  =  4j,.+  (|r)'j*..+(ii)']. 

Die    allgemeine    Complanationsformel    nimmt    vermöge    dieser 
Substitution  die  folgende  Gestalt  an : 

und  man  wird  sich  derselben  in  allen  den  Fällen  bedienen,  wo  die 
Gleichung  der  Fläche  bei  Polarcoordinatcn  wesentlich  einfacher  als 
bei  rechtwinkligen  Coordinaten  ist. 


§.  97. 
Die    drei-    und    mehrfachen    Integrale. 

Sowie  wir  das  Doppelintegral  als  Grenzwerth    einer    Doppel- 
summe  betrachteten,  so  sehen  wir  auch  das  dreifache  Integral: 


1)  W=    I    I   J  F(x,y,z)da  dy  dz 

^0    Vo    ^0 

als  Grenzwerth  der  dreifachen  Summe  an,  welche  entsteht,  wenn 
man  in  dem  Ausdrucke  /(jc^y-iZ)  ^  x  ^y  /iz.^  den  unabhängigen 
Variabelen  x^y^z  alle  Werthe  ertheilt,  welche  sich  aus  den  Inter- 
vallen X  =  Xq  bis  X  =  Xi^  y  =  yo  bis  y  =  yi  und  z,  =  Zq  bis 
z  =  Zi  herausgreifen  lassen.  Nicht  selten  gestattet  auch  dieser  Pro- 
cess  eine  geometrische  Auffassung.  Sehen  wir  z.  B.  in  dem  Inte- 
grale: 

2)  W=ffjä.äyä. 

•'^o    Vo    ^0 

j;,  y,  z  als  rechtwinklige  Coordinaten  eines  Punktes  an,  so  würde  das 


/ 
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t*rodtikt  dx  dg  dz  das  Volamen  einei  Parallel«pipedes   bedeuten, 
dessen  drei  in  einer  Ecke  nuanuneostossende  Kanten  ds,  dg  nnd 
dl  sind;    W  ist  demnach  die  äamme  einer  unendlichen  Menge  wl- 
FiiF.  59.  cherVoIiunenelemente,  mit- 

I  hin  selbrt  ein  YolnDien, 
welchea  auf  folgende  Weise 
zu  Stande  konunt.  Wir  den- 
ken uns  zwei  Flächen  con- 
strntrt,  deren  Gleichungen 
't  —fx  C'i  y)  und  «0  =Jl('tf ) 
sein  mögen,  und  annuuiren 
znnüchst  alle  Tun  2  ^=^  ^ 
bis  2  ^  £j  vertikal  anein- 
ander gereihten  Elemente; 
der  Ausdruck : 


/■ 


dxdgdz^dxdj/  («, — tf) 

bedeutet  jetzt  ein  Parallelepiped ,  dessen  Höhe  «i  —  tf,  von  end- 
licher Länge,  dessen  Querschnitt  dx  dy  aber  unendlich  klein  ist; 
num  liat  nun  weiter: 

W  =  fjiz,-z^)dx  di/=fjz,d^  ay-fjz^d^  ds, 

und  hier  können  die  Betrachtungen  des  §.  91  angewendet  werden; 
sie  zeigen,  ilAii  W  ein  Viiliimcn  bedeutet,  welches  dieselbe  Ilonzon- 
talprojektiun  wie  das  in  g.  91  betrachtete  hat,  und  das  austierdem 
zwischen  den  zwei  durch  z-^  =/i(x,j)  und  «o  =jj(a!,y)  repräsen- 
tirtcQ  Fläclicii  liegt  (Fig.  59).  —  Eine  ähnliche  Anschauungsweise 
gestattet  da^  allgemeinere  Integra)  1),  nur  muss  man  sich  jedes  Vo. 
lumenelement  dm  dij  dz  erst  mit  einem  Faktor i^(j^, 5, j)  multipUcirt 
denken,  bcvur  zur  Suraruining  geäohritten  wird.  Noch  klarer  wird 
dies,  venn  man  die  meclianischen  Begriffe  der  Masse  tud  Dich- 
tigkeit zu  Hülfe  nimmt.  Ist  nämlich  ein  Körper  durchaus  homo- 
gen, so  gilt  bekanntlich  die  Regel,  dass  die  Masse  das  Produkt  aus 
seiner  Diclitigkeit  und  seinem  Volumen  '\i%%  ändert  sich  ^er  die 
Dichtigkeit  von  Punkt  zu  Punkt,'  betrachtet  man  sie  demnach  als 
Funktion  der  drei  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Punktes,  so  darf 
Jene  Kegel  nicht  mehr  für  irgend  ein  endliches  Stück  des  Körpers 
angewendet  werden,  wohl  aber  für  ein  unendlich  kleines.    Bezeich- 
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nen  wir  demnach  mit  ^(x^y^z)  die  im  Punkte  xyz  stattfindende 
Dichtigkeit,  so  ist  F(je^y^z)  dx  dy  dz  die  Masse  des  in  dem- 
selben Punkte  vorhandenen  Körperelementes,  d.h.  kurz  das  Massen- 
element; die  Summe  aller  nach  den  drei  Dimensionen  des  Raumes 
hin  vertheilten  Massenelemente  giebt  die  Gesammtmasse  des  Körpers 
und  diese  ist  die  Bedeutung  von  TT.  Dividirt  man  endlich  W  durch 
das  Volumen  F  desselben  Körpers,  so  erhält  man  die  mittlere 
Dichtigkeit  desselben. 

In  allen  den  Fällen,  wo  die  erste,  auf  z  bezügliche  Integration 
unmittelbar  ausfuhrbar  ist,  wie  in  dem  speziellen  Beispiele  2),  redu- 
zirt  sich  das  dreifache  Integral  1)  von  selbst  auf  ein  doppeltes ,  des- 
sen weitere  Behandlung  den  bereits  entwickelten  Regeln  unterliegt; 
ist  aber  die  erste  Integration  ohne  Weitläufigkeiten  nicht  zu  bewir- 
ken, so  kann  man  zwei  verschiedene  Wege  einschlagen,  die  im  Fol- 
genden bestehen. 

I«  Das  dreifache  Integral  W  lasst  sich  ansehen  als  zusammen- 
gesetzt aus  einem  Doppelintegrale  (in  Beziehung  auf  z  und  y)  und 
ans  einem  nachherigen  einfachen;  reduzirt  man  zunächst  nach  irgend 
einer  der  früheren  Methoden  das  Doppelintegral  zu  einem  einfachen 
Integrale ,  so  giebt  dieses  mit  der  letzten  Integration  zusammen  wie- 
der ein  Doppelintegral,  dessen  Reduktion  dann  von  Neuem  zu  ver- 
suchen ist.    So  z.  B.  kann  man  aus  dem  dreifachen  Integrale: 

Ä    A — X    h — x—y 

3)  T=  J   f      rw^^y^'-^xP^^fia'\-y'^t)da  dydz 

0    0        0 

h  h — X   h — x—y 

0  0         0 

zuerst  die  doppelte  auf  z  und  y  bezügliche  Integration  herausheben 
und  zur  Abkürzung  h  —  x  =  h  und  /(a?-f-y -{-«)=  tp  (y-\-z)  set- 
zen; der  Werth  dieses  Doppelintegrales  ist  dann  nach  Formel  6) 
in  f.  94  zu  finden,  nämlich: 

fc     k—y  k 

ffr-'^'9(y+')  dy  dz  =  ^^>/a»H— l^(,)d,, 

0     0  "^  0 

mithin  durch  Substitution  in  3)  and  wenn  man  wieder  k  r=z  h  —  a 
und  g>(8)  =:/(a?-|-*)  einsetzt: 


i 
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'        0  0 

0     0 
Die  Formel  6)  in  §.  94   kann    hier  wiederum  angewendet  werden 
und  giebt: 

hält  man  dies  mit  3)  zusammen,  so  gelangt  man  zu  einer  Gleichung, 
welche  sich  zu  folgendem  Theoreme  formuliren  lässt: 

Wenn  sich  die  in  der  Gleichun<r 

T=    f  J    I x^-hj^-^z'^-^f{x-\-y-\-z)dx  dij  dz 

postulirten  Integrationen  auf  alle  positiven  «,  y  und  z  beziehen, 
welche  der  Bedingung: 

genügen,  so  ist  der  Werth  der  dreifachen  Integrales: 

r(/)rc7w)ro 


^^y^^+'^+^^-l/W  dB. 


'    0 

In  dem  speziellen  Falle  ä  =  1 ,  /(«)  =  1  kann  auch  die  auf  «  be- 
zügliche Integration  aasgeführt  werden  und  giebt  wegen  fiFili) 
=r  F(l-4-ft)  die  Formel: 

.,  r  r  r  /_i  rn-l  n^l.     .     .  TXl)r(vi)r(n) 

wobei  die  Integration  auf  alle  positiven  der  Bedingung  1  =  «  -j"  ^ 
-|-  x:  ^  0  genügenden  x^  y^  z  ausgedehnt  sind.    Setzt  man: 

und  schreibt  am  Ende  wieder  ^,  y,  r  flir  |,  ly,  £,  so  gelangt  man  zu 
dem  allgemeineren"  Theoreme : 
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■m^Mr) 


.    ,    ,        ^\pr  \qr\r/    aPhlo' 
dxdydz: —  - 


n- +7+^+7) 


'onen   auf  alle   positiven  x^  y^  z  beziehen, 


-)■'  +  (f  )'  5  « 


"^    -  ^r  Auflösung  vieler  geometrischer 

:    '■»      T-^      '  Volumina,  sowie  mechanischer 

^  "^     '^-^  ,  Schwerpunkten  und  Träg- 

<l^  *^^      -s^^  '^j^  '^^                           B.  A  =  ft  =  i;=l  und 

:   "^     *•:-    *^  vom  achten  Theile  eines 

-,e  Volumens  erhalten,  welches  von 

s  7I  +  (i)'  +  (f)*  =  ■ 

•"*^>i  Wird. 

•      ^^*^    zweite  Verfahren  zur  Reduktion  dreifacher  Integrale 

/^^ "»   dass  man  an  die  Stelle  der  ursprünglichen  unabhän- 

^^^belen  x^  y^  z  drei  neue  Variabele,  etwa  r,  5,  t  einfuhrt, 

_  ^^  jenen  durch  Gleichungen  von  der  Form  o?  =  9  (r,  5,  t\ 

"J  ®  ^  0?  ^  =  Z  (^7  *9  0  verbunden  sind.    Geometrisch  ist  dies 

^6^ng  von  einem  Coordinatensysteme  zum  anderen  und  wird 

K^nde  Weise  bewerkstelligt.    Das  Integral  sei: 


W  =    I    I    I  F(x^y^z)dx  dy  dz^ 


^ndelt  sich  Fix^y^z)  mittelst  jener  Substitution  in  eine  Funk- 
en r,  «,  <,  welche  ^(r,  s,  0  heissen  möge,  also: 

8  kommt  nun  darauf  an,  das  neue  Volumenelement  zu  finden, 
es  an  die  Stelle  des  früheren  dx  dy  dt  tritt.  Letzteres  war 
»rallelepiped ,  dessen  acht  £cken  folgende  Coordinaten  hatten : 

«1  y?  ^;  a^-j-dx,  y,  z;  ar,  y-j-dy,  z;  a?,y,  z-^-dz; 

jr-j-<Ä^,y4"^y^^5  x-^dx^y^z-j-dz;  x^y'[-dy^z-\-dz; 

x-\-dx,  y+dy,  t+^^5 

icher  Weise  ist  das  neue  Volumenelement  ein  schiefes  Paral- 
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Ä      h — X 

r(m)rc 

r(m+ 


n      n — X 


0     0 

Die  Formel  6)  in  §.94   kann    hier  wiederum   angewendet  werden 
und  giebt: 

h 

r(m)r(n)  r(i)r(m+ 


T  = 


.        0 


n)  J 


hält  man  dies  mit  3)  zusammen,  so  gelangt  man  zu  einer  Gleichung, 
welche  sich  zu  folgendem  Theoreme  forniuliren  lässt: 

Wenn  sich  die  in  der  Gleichung 

T=z   f    I    h'c^''hj^'^^z^'-^f(a-{-7j-j-z)dx  dy  dz 

postulirten  Integrationen  auf  alle  positiven  «,  y  und  z  beziehen, 
welche  der  Bedingung: 

h>  X  -\-  y  -^  z>  0 

genügen,  so  ist  der  Werth  der  dreifachen  Integrales: 

h 

r(i)r(7n)r(i 


'^fs^+m+n-lf^s)  ds. 


r(l-\-7n-\- 

0 

In  dem  speziellen  Falle  ä  =  1 ,  /(ä)  =  1  kann  auch  die  auf  s  be- 
zügliche Integration  ausgeführt  werden  und  giebt  wegen  ftfCf) 
=  F(l-j-f*)  die  Formel: 

wobei  die  Integration  auf  alle  positiven  der  Bedingung  1  ^  x  -f-  if 
-|-  2:  ^  0  genügenden  x^  y ^  z  ausgedehnt  sind.    Setzt  man: 

"'=(4X-    »=(i)'.    '=(4)'. 

und  schreibt  am  Ende  wieder  ^,  ?/,  r  für  |,  ly,  f ,  so  gelangt  man  zu 
dem  allgemeineren'  Theoreme : 
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worin  sich  die  Integrationen  auf  alle  positiven  x^  y^  z  beziehen, 
welche  der  Bedingung : 

genügen. — Die  Formel  5)  dient  zur  Auflösung  vieler  geometrischer 
Aufgaben  über  die  Bestimmung  der  Volumina,  sowie  mechanischer 
Probleme  die  Ermittelung  von  Massen,  Schwerpunkten  und  Träg- 
heitsmomenten betreffend;  nimmt  man  z.  B.  A  =  fA  =  i/=l  und 
p  =  ^  =  r  =  2,  so  wird  T  das  Vohunen  vom  achten  Theile  eines 
dreiachsigen Ellipsoides,  nämlich  T=.\nahc\  fiirp  =  q  =  r==4 
würde  man  den  achten  Theil  des  Volumens  erhalten,  welches  von 
der  Fläche : 


(f r + (i)' + (f )' = 


eingeschlossen  wird. 

n.  Das  zweite  Verfahren  zur  Reduktion  dreifacher  Integrale 
besteht  darin,  dass  man  an  die  Stelle  der  ursprünglichen  unabhän- 
gigen Variabelen  x^  y^  z  drei  neue  Variabele,  etwa  r,  «,  t  einfuhrt, 
welche  mit  jenen  durch  Gleichungen  von  der  Form  /p  =  9  (r,  5,  t), 
y  =  'ip(r^s^f)^  z  =  %(r,  «,  t)  verbunden  sind.  Geometrisch  ist  dies 
derUebergang  von  einem  Coordinatensysteme  zum  anderen  und  wird 
auf  folgende  Weise  bewerkstelligt.    Das  Integral  sei: 

7)  W=   I    I  I  F{x,y^z)dx  dy  dz^ 

so  verwandelt  sich  F(x^y^z)  mittelst  jener  Substitution  in  eine  Funk- 
tion von  r,  «,  i,  welche  ^(r,  5,  0  heissen  möge,  also: 

und  es  kommt  nun  darauf  an,  das  neue  Volumenelement  zu  finden, 
welches  an  die  Stelle  des  früheren  dx  dy  dt  tritt.  Letzteres  war 
ein  Farallelepiped ,  dessen  acht  £cken  folgende  Coordinaten  hatten : 

07,  y^  z;  x-^-dx^  y,  z\  a?,  y+^^i  ^5  ^v^^  z-\-dz\ 
x-\-dx^y'\'dy^z\  x-]rdx^y^Z'\'dz\  x,y-]-'dy^z-^dz\ 

X'\'dx^y-^dy^  z-^-dz-, 

in  gleicher  Weise  ist  das  neue  Volumenelement  ein  schiefes  Paral- 
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lelepiped,  dessen  Ecken  P,  Pj.  P^,  P^  o.  s.w.  die  neoen  Coordinaten: 

r,  *,  I;  r-^-dr^  *,  I:  r,  *-[-J*,  «;  r,  *,  t-\-dt  n.  8.  w. 
besitzen  und  dessen  Inhalt,  wegen  der  unendlichen  Kleinheit  der 
Dimensionen,  gleich  dem  Sechsfachen  der  schiefen  Pyramide  PPi  P^  Pi 
ist.  Legen  wir  durch  P  ein  Coordinatensrstem  parallel  dem  ersten 
imd  bezeichnen  wir  die  rechtwinkligen  neuen  Coordinaten  von  Pi, 
Pj,  P$  mit  ||  i}i  tri  ^  ^2  tit  ^  Vtiii  ^  ^^  ^^  sechs&che 
Inhalt  der  Pyramide  P  Fi  P^  P^ ,  also  das  Yolnmenelement,  durch 
den  ans  der  analytischen  Geometrie  bekannten  Ausdruck: 

li(ihS»—'J»fe)+'Ji(5»&— S»  !.)+&(&  i3—t?li) 

dargestellt;  dabei  ist  in  Beziehung  auf  das  ursprüngliche^ reeliftiniik- 
lige  Cuordinatensjstem : 

li  =rxi  —  jr  —  {x-\'—dr)—xz=—dry 

ebenso  sind  I2,  1729  £s  ^^  partiell  in  Beziehung  auf  «,  und  {§9  %« 
^  die  partiell  in  Beziehung  auf  t  genonunenen  Differenziale  wom  «, 
y,  z.  In  den  neuen  Coordinaten  r,  «,  t  ausgedrfickt,  ist  also  das 
Volnmenelement : 

17 V'^T'TT ~  IT* ^*/  "^  ^7\17'17  ~  Jt'Ts) 

Setzen  wir  zur  Abkürzung: 

^ "bx/ly    'bz  'by_    bz\    .     "hy^  /bz    bx  bz^    bx\ 

^       ^^bTXbs'  bt  bt'bsj^  br\bs'  bt  it'bsj 

"•     3r  \I7'T7-        bl'U/' 
so  erhalten  wir  die  Transformation  des  dreifachen  Integrales: 

10)       /   /  1  F(x,y,z)dxdydz=l    I   I  0(r,8,i).adr  dsdU 

Als  Anwendung  derselben  wählen  wir  den  Uebergang  von  recht* 
winkligen  Coordinaten  zu  räumlichen  Polarcoordinaten ;  hier  ist, 
wenn  u  für  s  gesetzt  wird: 

X  =  rcosu^     y  :^:^  rsinucost^      z  =  rsmusrnt, 
und  man  findet  mittelst  der  Formel  9): 


% 
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die  UmwandliiDg  ist  demnach 
11)  JfjFlß,y,z)d^dy 


il  mchi'fdcbeD  Integrale. 


=  ///-' 


r  an  u  co«  ( ,  r  sin  u  sin  ()  r'  am  ti  d  r  du  d  (. 


Man  kann  dieselbe  auch  leicht  direkt  erhalten,  wenn  mau  r.  u,  l  nui 
ihre  Diß'erenziale    zunehmen  Väsit    und   bemerkt,    daat  das  entste- 


hende Yolnmenelement  die  Form 
nonunenen  Gewölhsteines  besitzt ;  es 
Fig.  GO. 


ines  einem  Kngelge wölbe  ent- 
ist  nämlich ^^0/"=^  l_MOt 
==w,  l_NMP=t(F\%. 
60),  das  Volumenclement 
=  P/',  ./'Pi.Pi'a,  dabei 
PA  —  rfr,  PP,  =  rdu, 
femer  j(fp=r«nii,  ^PifPs 
=  (fi,  mithin  PPj^s  r  »in  n  d(, 
woraus  ffir  das  Yolumenele- 
ment  der  Werth 

r^ai'nudr  d«d( 
wie  oben  folgt. 

Als  Beispiel  für  den 
Gebranch  der  Formel  11) 
diene  die  Reduktion  den 
dreifachen  Integrales: 


worin  sich  die  Integrationen  auf  alle  positiven  jt,  y,  2  beziehen  mö- 
gen, welche  die  Bedingung: 


'S(v)"+(i)'+(7)'ä° 


befriedigen;  die  geometrische  Bedeutung  von  P  ist  dann  die  Masse 
des  Octanten  eines  mit  den  Halbachsen  a,b,  c  beschriebenen  Ellip- 
soideH,  in  welchem  die  Dichtigkeit  an  der  Stelle  xyc  durch 


BOSgedrQokt  wird,  das  also  aus  einer  stetigen  Folge  homogener  con- 
centriseher  Kugelschaalen  besteht.  Mittelst  der  Polarcoordinaten 
wird: 

P=    I  j    I  rtinit  dr  du  dt, 
wo  noch  die  Integrationsgrenzen  zn  beatimoien  sind.    Integriren  wir 
SeblOBilUh,  Auilirda.  SS 
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zuerst  io  Beziehung  auf  r,  d.  h.  summiren  wir  alle  in  gerader  Li- 
nie vom  Mittelpunkte  bis  zur  Oberfläche  des  Ellipaoides  liegenden 
fitassenelemente ,  so  fängt  r  mit  r  :=:  0  an  und  hört  bei  einem  der 
Oberfläche  des  Ellipaoidea  zugehörigen  Werthe,  r  ^  ri  anf;  dieses 
ri  findet  sich,  indem  man  die  Gleichung  der  Fläche  in  Polarcoordi- 
naten  umsetzt,  sie  lautet  dann: 


~ir)  +\—i    )  +\    e — )  = 


'(Ty+(-^^)'+(^)" 

n  Oc  tauten  A 
ige  dehnt  wen 


ferner  müssen,  um  den  Octanten  des  Kürpevs  zu  erhalten,  u  sowohl 
als  (  von  0  bis  jn  ausgedehnt  werden  und  ea  ist  daher: 


oder  wenn  die  auf  r  bezügliche  Integi'ation  auägeAihrL  und  ftir  ^* 
sein  Werth  substituii-t  wird : 


r  =  i 


/  sma  da  f  •-. r-^ 


*'(^r+(^')'+(^^)" 


Der  hier  vorkommende  Nenner  kann  auch  in  der  Form: 

dargestellt  werden,  wofiir  kurz  mcos*(-|- nswi*I  geschrieben  werden 
möge.  Die  auf  t  bezügliche  Integration  ist  dann  leicht  zu  bewerk- 
stelligen, nämlich: 


TOC0S*t4-n«nä( 


I  wenn  man  die  Werthe  von  m  und  n  wieder  einsetzt,  sa  erhält 
n  jetzt  lölgendes  einfache  Integral: 


=  i-f- 


} 


'vwwiWTm 
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oder  für  cosu  =  q^  also  sinu  du  =  —  dq  und  sin^ti  =1  —  q^i 

1 

dq 


=  \nbc    I 


'  V('+^«-X'+"^'  '•) 


Eine  elegantere  Form  erhält  das  Integral,  wenn  die  Excentricitäten 
des  Ellipsoides  in  Rechnung  gebracht  werden ;  setzen  wir  nämlich 
a  >  Ä  ]>>  c  voraus  und  bezeichnen  wie  folgt: 

=  ß, =y,     wo /5  <  y, 

-^  a  a 

80  erhält  P  die  Form: 


dq 


J  y(i_^»g«)(i_^»5«)* 

Will  man  endlich  auf  elliptische  Integrale  zurückgehen,  so  setzt  man 
yq=zsinKp^y  =  sin  q)i  und  es  wird : 

mithin  die  ganze  Masse  des  fraglichen  Ellipsoides: 

be       /ß  \  c 

woraus  sich   durch  Division  mit  V=z^x  ahc  die  mittlere  Dichtig- 
keii  desselben  ableiten  liesse. 

Die  hier  auseinandergesetzten  Methoden  sind  auch  auf  mehf 
als  dreifache  Integrale  anwendbar,  doch  können  wir  uns  titferer 
Untersuchungen  darüber  um  so  eher  enthalten,  als  solche  mehr- 
facheintegrale selten  vorkommen,  und  zwar  aus  dem  einfachen  Grunde, 
wdil  sie  keine  geometrische  oder  mechanische,  sondern  nur  eine  rein 
analytische  Bedeutung  haben. 


Od* 


23 


Cap.  XIX. 

Differenzialgleidiiiiigeii    erster    Ordnung   zwischen    zwei 

Variabelen. 


Grundbegriffe;    Trennung    der    Variabelen. 

Die  bisherigen  Integrationen,  sie  mochten  nun  ein-  oder  mehr- 
fache sein,  bezogen  sich  immer  auf  entwickelte  Differenziale,  d.  h. 
auf  gegebene  Funktionen  der  vorhandenen  Y^nabelen;  es  kann 
aber  dagegen  der  Fall  vorkommen,  dass  von  einer  Funktion  der 
Differenzialqnotient  nicht  unmittelbar  bekannt  ist,  sondern  nur  eine 
Beziehung  zwischen  ihm  und  der  ursprünglichen  Funktion  vorliegt 
und  dass  hieraus  die  Natur  der  Funktion  bestinunt  werden  solL  So 
könnte  z.  B.  nach  der  Funktion  y  von  x  -gefragt  werden,  welche 

dy 
ihrem  Differenzialquotienten  gleich,  für  die  also  -7—  =  y  ist ;  eben- 

so  Hesse  sich  die  Frage  nach  der  Curve  stellen,  deren  Subtangente 

gleich  der  doppelten  Abscisse,  d.  h.  -—  =  - —  wäre  u.  s.  w«,  und 

ax         ViX 

es  würde  bei  solchen  Problemen  immer  darauf  ankommen,  aus  der 
gegebenen  zwischen  x^  y^  dx  und  dy  stattfindenden  Relation  eine 
neue  von  dx  und  dy  freie  Gleichung  abzuleiten,  mittelst  deren  sich 
schliesslich  y  durch  x  ausdrücken  Hesse.  AUe  jene  Gleichungen ,  in 
denen  sich  eine  Beziehung  zwischen  einer  noch  unbekannten  Funk- 
tion und  einem  oder  mehreren  ihrer  Differenzialquotienten  aus- 
spricht, heissen  Differenz ialgleichun gen;  die  Aufgabe  ist,  sie 
integriren,  d.  h.  aus  der  Differenzialgleichung  eine  weitere 
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Gleichung,  die  sogenannte  Integralgleichung  abzuleiten,  in 
der  keine  Di6ferenziale,  sondern  nur  die  ursprünglichen  Yariabelen 
und  etwaige  Gonstanten  vorkommen.  Gewöhnlich  classifizirt  man 
die  Difierenzialgleichungen  nach  der  Ordnung  des  höchsten  vorkom- 
menden Difierenzialquotienten ,  indem  man  sagt:  dass  die  DiiSeren- 
zialgleichung  von  der  nten  Ordnung  sei,  wenn  der  höchste  in  ihr 
enthaltene  Differenzialquotient  von  der  nten  Ordnung  ist.  Das  all- 
gemeine Schema  der  DijßTerenzialgleichungen  erster  Ordnung  zwischen 
zwei  Yariabelen  a  und  y  ist  demnach: 

dv 
und  wenn  man  sich  die  Gleichung  auf  -7^  reduzirt  denkt : 

et  iß 

Bevor  wir  die  Integration  der  Differenzialgleichungen  näher  be- 
trachten, wollen  wir  erst  einen  Blick  auf  die  geometrische  Bedeu- 
tung dieser  Operation  werfen.  Sehen  wir  in  einer  Gleichung  von 
der  Form: 

X  und  y  als  rechtwinklige  Goordinaten  eines  Punktes  an,  so  ist  zwar 
die  Natur  der  Gurve  noch  nicht  bekannt,  auf  welcher  sich  derselbe 
befindet,  man  kennt  aber  die  Richtung  der  Tangente  an  dieser 
Linie;  denn  die  Gleichung  3)  giebt  fant  =  x(x  ^y)^  wo  r 
den  Winkel  zwischen  der  Abscissenachse  und  der  Tangente  am 
Punkte  xy  bezeichnet.  Geben  wir  dem  x  und  y  zwei  willkür- 
liche Anfangswerthe  x  =  Xq  und  y  =  ^ ,  so  lässt  sich  die 
Tangente  vermöge  der  Gleichung  tant^  =  xO^o-iyo)  construiren; 
auf  dieser  nehmen  wir  nahe  an  Xq  yQ  einen  zweiten  Punkt  Xi  yi  imd 
betrachten  das  zwischen  ^0  ^0  ^^^  ^1  ^1  liegende  Stück  der  Tangente, 
welches  t^  heissen  möge,  als  näherungs weise  zusammenfallend  mit 
der  Curve.  Von  diesem  zweiten  Curvenpunkte  Xiyi  ausgehend,  kön- 
nen wir  die  vorige  Gonstruktion  wiederholen,  also  tonTi  =  Xip^i'iyi) 
bestimmen,  die  Tangente  ziehen,  auf  ihr  ein  Stück  ti  abschneiden 
und  damit  zu  einem  dritten  Punkte  ^2^2  gelangen  u.  s.  f.  Das  so 
construirte  Polygon  schliesst  sich  der  gesuchten  Gurve  offenbar  um 
so  genauer  an,  je  kleiner  seine  Seiten  ^,  fi,  tj  etc.  sind,  und  man 
ersieht  hieraus  die  Möglichkeit  einer  zwar  näherungsweisen  aber  bis 
zu  jedem  beliebigen  Genauigkeitsgrade  verfolgbaren  Integration 
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gegebenen  Differenzialgleichnng.  lilan  bemerkt  zugleich  eine  ge- 
wisse Unbestimmtheit,  welche  in  der  Losnng  der  Aufgabe  liegt. 
Da  nämlich  der  erste  Pnnkt  Xq^q  willkürlich  bleibt,  so  giebt  es  nicht 
eine,  sondern  nnendlich  viele  Cnrven  mit  der  in  Nro.  3)  verlangten 
Eigenschaft;  diese  Cnrven  sind  im  Allgemeinen  von  derselben  Na- 
tnr  und  nnr  verschieden  in  der  Lage  oder  in  den  Dimensionen.    So 

z.  B.  genügt  der  anfangs  erwähnten  Differenzialgleichnng  -j^  =  -^ 

jede  Gleichung  von  der  Form  y  z=  ykx^  wo  h  beliebig  bleibt,  d.  h. 
in  je  der  Parabel  ist  die  Subtangente  der  doppelten  Abscisse  gleich. 
Auch  analytisch  begreift  sich  das  Vorkommen  einer  willkürlichen 
Constante  leicht,  wenn  man  die  Differenzialgleichung  entstehen  lasst ; 
differenzirt  man  nämlich  eine  Gleichung  von  der  Form  F*(x^y^h) 
=  0,  worin  k  eine  Constante  bezeichnet,  so  folgt: 

und  wenn  k  aus  beiden  Gleichungen  eliminirt  wird,  so  entsteht  eine 
neue  Gleichung  zwischen  jr,  y  und  -rp-,  d.  h.  eine  Differenzialglei- 

CtJC 

chung,  und  letztere  bleibt  dieselbe,  welchen  Werth  man  auch  dem 
k  ertheilt  haben  möge.  Umgekelirt  ist  F(x^y^k^=0.die  zu  Grunde 
liegende  Integralgleichung;  soll  dieselbe  allgemein  sein,  so  muss 
darin,  wie  vorher,  die  willkürliche  Constante  k  vorkommen; 
ausserdem  würde  man  nur  eine  spezielle  oder,  wie  man  zu  sagen 
pflegt,  eine  partikuläre  Auflösung  der  Differenzialgleichung 
haben» 

Die  Integration  einer  Differenzialgleichung  gelingt  immer,  wenn 
sich  eine  Trennung  der  Variabelen  vornehmen  lässt,  d.  h. 
wenn  man  die  Differenzialgleichung  auf  die  Form: 

4)  Xdx  -f-  Ydy  =  0 

bringen  kann ,  wo  X  eine  Funktion  von  x  allein  und  Y  eine  Funk- 
tion von  y  allein  bedeutet.  Das  allgemeine  Integral  wird  nämlich 
in  diesem  Falle: 


5) 


/  Xdx  4-    /  Ydy  —  Con8t.=  0; 


man  überzeugt  sich  hiervon  sehr  leicht,  wenn  man   die  linke  Seite 
einstweilen  mit  f(x^y)  bezeichnet  und  den  in  §.  8  bewiesenen  Satz: 


^ 


IL  ,11^  =  0 

^x     '     T^y  da 
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in  Anwendung  bringt;  es  ist  dann  -r^  = -X",  3""=  ^  weil  inNro. 

5)  die  Integrationen  so  geschehen ,  als  wären  x  und  y  von  einander 

unabhängige  Variabele ;  man  erhält  folglich  X  -\'  Y  -^  =  0,  was 

mit  der  Gleichung  4)  übereinstimmt.  —  Etwas  ^allgemeiner  als  die 
Differenzialgleichung  4)  würde  die  folgende  sein: 

6)  X^Y^dx-y  X^Y^dy=:^, 

in  welcher  X^  und  Xi^  von  Y,    Yx  und    IJ   von  x  frei  sein  mögen; 
durch  DivL^ion  mit  Xi  Y^  wird  daraus : 

J  d.*  +  ^  dy  =  0, 

mithin  durch  Integration: 

7)  J^  dx  +  J^  dy  =  Const. 

Als  geometrische  Anwendung  hiervon  behandeln  wir  das  Pro- 
blem, die  Curve  zu  finden,  in  welcher  die  Subtangente  eine  gege- 
bene Funktion  fp(je)  der  Abscis^e  ist.  Wir  kabm  4ii  di(^A  IVlffe 
die  Differenzialgleichung:  ;  ^ 


^^■|!=*«v:-.v.  .:_■;?-.; 


^  ^  ; 


oder  nach  Trennung  der  Yariabeleii':. 

dy  di  •  '' :'. 

y  ~  <?wi!v;,'- -.■./...:■•••■•'•: 

mithin  durch  Integration: 


dy  =  Const  -|-    /  — -—. 


Um  auf  y  zu  reduziren ,  setzen  wir  e^^^^'  =  C,    wo  C  eine 
neue  willkürliche  Constante  bezeichnet  und  erhalten  so: 


/ 


dx 
(p(x) 
y  z=i  C  e 

als  Gleichung  der  gesuchten  Curve,    —    In  ganz  ähnlicher  Weise 
Ifisst  sich  die  Aufgabe  behandeln,  die  Curven  zu  finden,  bei  denen 

die  Subtangente  von  der  Form  ^  r  l  ist;  man  erhält  als  Integral- 
gleichung : 

J  yi>(y)      J  fpQe) 
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UeberliMipt.  bieten  die  Subtangeulen  and  äubaormalen  der  Curven, 
als  Funktionea  der  Abscissen  oder  Ordinatea  betrachtet,  eine  ziem- 
liche Auswahl  solcher  leicht  üu  integrirender  DifferenEialgl«ichungeti  - 


Substiti 


Variabelen. 


Wenn  sich  die  Trennung  der  Veränderlichen  unmittelbar  nicht 
bewirken  lässt,  so  ist  es  nicht  selten  von  Vortheil,  statt  der  ursprüng- 
liclien  Variabelen  neue  Variabelen  dm-ch  Substitution  einzuflihren 
und  damit  die  gegebene  Differentialgleichung  in  eine  andere  zu 
traiislormireu ,  welche  jene  Sonderung  gestattet.  Das  Tächnisclie 
des  Verlahrens  wird  man  aus  folgenden  Beispielen  ersehen. 

I.  Es  werde  die  Curve  gesucht,  iu  welcher  der  Winkel,  den 
die  Tangente  im  Funkte  xy  mit  der  Abscisseuachse  macht,  eine  ge- 
gebene Funktion  des  Winkels 
I  zwischen  Badiusvector  und  Äb- 
scissenachse  ist,  d.h.  i;=/(u), 
wenn  in  Fig.  61  l_XSP=T 
und  i_  XOF  =  u.  Da  in 
diesem  Falle  auch  lanx  eine 
Funktion  von  bmu,  etwa  tanx 
^  ^(tatiu)  sein  muss,  so  hat 
man  unter  Voraussetzung  recht- 
winkliger Coordinaten  die  EHr- 


Fig.  Gl. 


f erenzialglcichung : 


da_ 


■  =  *i 


in  welcher  die  Variabelen  im  Allgt 
dem  ^eKiellen  Falle  trennbar  sind,  < 
-'-  ist.     Setzt  man  dagegen  ^ 
Variabele  bezeichnet,  so  wird: 

du  dl     , 

y  =  ä!i,    — ä  =  ü-T ^  I, 

dx  dx     ' 

und  die  Difierenzialgleivhung  1)  erhält  die  Form; 


nicht,  sondern  nur  in 
qs  ( — j  eine  Potenz  von 

Q  (   eine   neue  abhängige. 
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in  welcher  die  Varisbelen  gesondert  sind.     Die  Integration  liefert 
jetzteiae  Gleichung  von  der  Geatalt  ^{i)  ^  Ix -\- Conat,,  and  wenn 

man  statt  (  seinen  Werth  -^   wieder  einsetzt,  so  ist  it  (-^j  =  t^ 

-J-  ConfU  das  Integral  der  ursprünglichen  Differenzialgleichung. 
Soll  z.  B.  T  =  2u  sein,  so  folgt: 
itmu 


uiid  durch  Vergleiohnng  mit  tanv  =  tp  ibäi  u)  ei^iebt  sich ,  dass 
hier  • 

2i 


ist;  daraus  folgt  weiter: 

=  u~  ((i+r*), 

und  die  Integratgkichung  lautet  demnach  fQr  Conal.  -. 


5=C±VC-» 


'(tc)^ 


d.h. 

Die  gesuchte  Curve  ist  folglich  ein  Kreis  mit  dttv  wiUkflrlichfln 
Halbmesser  C;  der  Kreis  berührt  die  Absdaaenaofase  and  der  Be> 
rühningspunkt  ist  der  Anfang  der  Coordinaten. 

Die  Gleichung  1)  bildet  das  Schema  der  BOgetmnnten  ho- 
mogenen, d.h.  aller  derDiSerenzialgleichungen  (erster  Ordnung), 
in  denen  eine  Beziehung  zwischen  zwei  gleichartigen  Grössen,  wie 
dort  zwischen  den  Tangenten  zweier  Winkel,  ausgesprochen  ist.  Ein 
paar  Beispiele  Solcher  Differen^iialgleichuDgen  sind  noch  folgende. 
Fig,  02.  Für  eine  auf  rechtwinklige  Co- 

ordinaten bezogene  Curve  sei  OM 
=x,  MP=  s  (Fig.62),  JfÄ senk- 
recht auf  dem  Radiusvector  OP,  BS 
senkrecht  auf  OJä  und  die  Gerade 
SP  die  Tangente  imPunktu/*,  also: 

xr-ycatT  :^  xcos'^u, 
yiemit=^MSPnndu=l^3/0P. 
Die  DiiFerenzialgl Eichung  der  Curve 
lautet  dann: 
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\a  sie  auf  die  in  Nro.  1)  betrachtete  Fonn  gebracht  wird: 


Die  Substitution  y  -^  xt  giebt  weiter; 

und  die  Gleichung  der  Curve  ist  daher,  wenn  noch  der  Gleichför- 
migkeit  wegen  C  =  —  i(a*)  gesetzt  wird: 


'Vii)- 


Für  ü  <;  a  ist  y  imaginär,  fUr  «  =  a  wird  y  :=  0,  and  von  M«t 
ab  wachsen  die  Ordinaten  ins  Unendliche.  Die  Curve  besitzt  vi« 
Wendepunkte  an  den  Stellen  arr=y^=^  ay  e. 

Fig.  G3.  Für  eine  zweiteCurre  gelte  folgende 

■  Tangente QConstniktion.  Manziebe(Fig.£3) 
DU  dem  Endpunkte  M  der  Abscisse  de) 
tirvenpuoktes  P  eine  Senkrechte  auf  de« 
I  Radiu-ivcctor  bis  sie    die  OrdinatentkchM 
'  sclmeidet  und  dann  TP,  welches  die 
J  Taugente  sein  soll,  so  ist  die  Differenzisl- 
IgleiL'hiing  der  krummen  X'inie: 

_^  _  y°— ".*  __  jf -J_ 

Ax  xy  X  jj 

X 

Mittelst  der  Substitution  y  ^  ict  wird  hieraus: 


und  mithin  ist  für  O  = 


•V'(S) 


die  Gleichung  der  Curve.     Letztere  -besitzt    eine   schleifeniormige 
Gestalt,  ähnlich  jener  der  Lemniscate. 

II.     Die  Trennung  dter  Variabelen  gelingt  auch  bei  der  fol- 
genden Gleichung: 
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worin  X  und  X^  Funktionen  von  x  allein  bezeichnen.    Denken  wir 
uns  nämlich  y  als  Produkt  zweier  neuen  Variabelen  u  und  v,  setzen 

also: 

dy  du    .        dv 

so  geht  die  Gleichung  3)  in  die  folgende  über : 

"  (^ + ^") + ("i  -  ^■) = «■ 

Diese  ist  offenbar  erfüllt,   wenn  die  noch  unbekannten  Funktionen  u 
und  V  den  Bedingungen: 

da  dx 

genügen.     Aus  der  ersten  dieser  Gleichungen  erhalten  wir  durch 
Trennung  der  Variabelen  und  nachherige  Integration: 

—  =  —  Xdx^         Zm  =  C  4-  /  X  dx^ 
u  J 

C 
oder  wenn  e     =  fc  gesetzt  wird: 

Aus  der  zweiten  Gleichung  folgt  unter  Benutzung  des  für  u  gefun- 
denen Werthes: 

dx  u  k 

V  =  Const.  +  jfXie+f^<^dx. 
Vermöge  der  Gleichung  y  =  uv  wird  nun  för  k, Const  =  K: 

4)  y  =  (c-/^^)  .  (K  +fxi  e+f^^dx\ 

wo  es  nicht  nöthig  ist,   den  angedeuteten  Integrationen  Constanten 
beizugeben ,  weil  letztere  in  K  vereinigt  sind. 

Beispielsweise  betrachten  wir  die  Curve,  deren  Tangente  im  Punkte, 
xy  von  der  Ordinatenachse  ein  Stück  abschneidet,  das  aus  der  vierten 
Proportionale  zu  o,  «,  y  und  aus  einer  Linie  h  besteht,  wobei  a  und 
h  gegebene  Geraden  bezeichnen.  Die  Differenzialgleichung  ist  dann : 

du        ^y    I    , 

^  dx  a      '      ' 

oder ,  wenn  sie  auf  die  Form  der  Gleichung  3)  gebracht  wird : 

dx        \  a  X  /  jp  ' 


4U  Gipw  XEL  i.  9». 

bat  weoer: 


a  X     J  a  '     -t  ^1 

and  folglicii  nach  Nro.  4): 


,  =  «    «fir-5/-l.*4 


Um  die  no«h  abrige  lategratK«  anäzufabren,  sei  x  :=  at;  ei  wird 
dann  bei  tkeflweiser  IntegradoB: 


/i«-'=i/i''^' 


Daraus  ergiebt  neh,  wenn  der  Weith  von  i  =  —  rcstituiii  wiid: 

ab  Gleichung  der  gesuchten  Curre. 

IIL    Zu  bemerken  i^t  endlich  noch,  da»  aoch  die  mUgenei- 
nere  Gleidinng: 

worin  /(y)  eine  Funktion  von  y  allein  und  /'  (y)  ihre  Derivirte  be- 
deutet, mitteUt  der  vorigen  Formeln  integrirt  werden  kann.  Für 
f(y)  =  z,  also  /'  {y)dy  =  dz  wird  nämlich  aus  5): 

diese  Gleichung  stimmt  mit  Nro.  3)  überein,  man  findet  daher  t 
nach  Formel  4),  und  weil  z=/(y)  war,  so  ist  die  Integralgleichmig: 

woraus  y  entwickelt  werden  kann,  wenn  es  nothig  sein  sollte. 


I 
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§.  100. 
Vom  integrirenden  Faktor.. 

V 

I.  Ausser  dem  Falle,  wo  die  Trennung  der  Variabelen  zu  er- 
lehen  ist,  giebt  es  noch  einen  zweiten,  in  welchem  eine  Differen» 
ilgleichung  von  der  Form : 

[gemein  integrirt  werden  kann.  Erkennt  man  nämlich  in  der  lin- 
n  Seite,  für  sich  allein  betrachtet,  das  totale  Difierenzial  einer 
mktion  /(^,^),  ist  also: 

9)(a?,y)da?+*(a?,y)dy=  -^dsf  +  ^dfy  =  df, 

kann  die  Gleichung  1)  nur  dann  bestehen,  wenn  f(ß^y)  =  Const. 
;,  und  damit  hat  man  unmittelbar  die  gesuchte  Integralgleichung. 
>  z.  B.  wird  man  der  DifFerenzialgleichung: 

a  da  '{'  y  dy  ^=  0 

f  der  Stelle  ansehen,  dass  sie  mit  der  Gleichung  dQßy}  =  0 
aerlei  und'  folglich  wy  =  Const  ihr  Integral  ist.  —  Soll  aber  die- 
s  Verfahren  einen  wissenschaftlicheren  WerÜi  als  den  eines  blossen 
^qu  erhalten,  so  sind  offenbar  zwei  Aufgaben  zu  lösen;  man  muss 
stlich  ein  Kriterium  angeben,  mittelst  dessen  sich  entscheiden 
98t,  ob  die  linke  Seite  der  Gleichung  1)  ein  vollständiges  Diffe- 
Bzial  ist  oder  nicht,  und  man  hat  zweitens,  wenn  das  Letztere  der 
ül  sein  sollte,  die  zu  Grunde  liegende  Funktion  fQe^y)  und  damit 
e  Integralgleichung  selbst  zu  entwickeln.  Zur  Lösung  dieser  Auf- 
kben  dienen  folgende  Erörterungen: 

Die  linke  Seite  der  Gleichung  1),  oder  kurz  der  Ausdruck: 

(p ,  dx  -]-  if .  dy 

\  mit  dem  totalen  Differenziale  von  /,  d.  h.  mit 

-f-da-j-'rf'dy 
ex  oy 

lenfalls  identisch,  wenn  die  Gleichungen: 

kttfinden;  differenzirt  man  die  erste  derselben  partiell  in  Bezie- 

mg  auf  y  und  die  zweite  partiell  in  Beziehung  auf  x ,  so  entstehen 
e  neuen  Gleichungen: 

ay         ay  ay  Ijf 

"by  "bx         "by^       bybx         bx^ 

iren  linke  Seiten  identisch  sind  (Formel  3  in  §rl3);  es  muss  daher; 
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«^io.  imd  v4&a  die««  Bcdineanr  eHoIk  isc.  »>  bikks  ^.«fx-^t^.djf 
da.9  rolistättüj;«:  DidTenetÄZiAl  ¥Oä  r.    Um  die  lecz&&r&  Fazxksioii  znbe- 


yimwMai ,  eri&n«T&  wir  an  die  GlKicnaag  ~^=  ^-^  ^^°^  welcber  folgt: 

wo  »ick  <iie  lafegncion  auf  r  aUrin  (bei  constanf  gelassenem  5)  be- 
zielit  ond  JT  eine  Con<taace  bezeicknec .  die  toq  x  frei  ia ,  demohn- 
g^A^hiei  Skh-iT  y  *:uilslIzkil,  aLfo  eine  Fimicdoa  Ton^  sein  kann.  Sie  be- 
nimmt ^ich.  wenn  man  die  Gleichung  partiell  in  Beziefaimg  auf  jf 
diffcrenzirt.  wodurch: 

entgeht :  die«  nm.»  mit  #^  einerlei  sein  nnd  man  hat  daher : 
folglich:  /•        ^« 

In  den  früheren  Werth  Ton  /  snbstitnirt .  giebt  dies  die  Integral- 
gleichnng  /  =  0,  nämlich : 

3>  C  +  Jip.dx  -^Jif.dy  —JdyJ^dx  =  0, 

worin  die  angedeuteten  Integrationen  jederzeit  partiell  aof  die  Va- 
riabele  zu  beziehen  «ind.  deren  Difierenzial  nnter  dem  Integral- 
zeichen vorkommt. 

So  ist  z.  B.  die  in  Xro  2)  angegebene  Bedingung  bei  der  fol- 
genden Differenzialgleichung  erfüllt: 

(^'{-y^dx^C^'^xidy  =  0, 


nämlich : 


^5>    -    ?* 


die  Ausführung  der  in  Nro.  3)  angedeuteten  Integrationen  giebt: 

/'^y/l^  dx=fdyjdx  =  yx, 
und  daher  ist  die  gesuchte  Integralgleichung: 
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^m+1  n+1 

'  m  +  l  '  n+1  '  ^ 
n.  Es  kann  auch  der  Fall  vorkommen,  dass  eine  Dimeren- 
zialgleicbnng  zwar  durch  Differenziation  einer  Gleiehmig  von  der 
Form  f(ß^y)  =  Const,  entstanden  ist,  dass  aber  gleichwohl  die  Be- 
dingung in  2)  nherfüllt  bleibt.^  Stellt  sich  nämlich  das  Differenzial 
der  Gleichung  /  =  Const.  unter  die  Form : 

4)  (9?.dar -(- ^('•^«)Z  =  0, 

wo  9),  ^  und  %  Funktionen  von  x  und  y  bezeichnen,  so  wird  man 
den  gemeinschaftlichen  Faktor  %  weglassen,  weil  die  linke  Seite 
=  0 ,  ;|j  aber  von  Null  verschieden  ist ;  in  der  nunmehrigen  Glei- 
chung <p.da  -j-  ilf.dy  =  0  bildet  die  linke  Seite  kein  vollständiges 
Differenzial  mehr  und  daher  findet  die  Gleichung  2)  nicht  statt.  Aus 

der  Gleichung  —  =  Const  z.  B.  folgt 

1  0?  1 

— ^^  —  -"T^y  =  "Trty  ^*— ^  ^y]  =  ö^ 

"  %f  !/ 

oder: 

y  da  —  a?  dy  =  0 ; 

in  der  ersten  Form  hat  man  linker  Hand  ein  vollständiges  Diflferen- 

zial  und  in  der  That  ist  auch 


<^     <-7) 


i 


'by  'bx 

in  der  zweiten  Form,  dagegen  ist  die  linke  Seite  durch  Verlust  des 

gemeinschaftlichen  Faktors  —  zu  einem  unvollständigen  Differenzial 

geworden  und  die  Gleichung  2)  triffl  nicht  mehr  zu.     Wenn  nun 
überhaupt  die  in  der  Differenzialgleichung: 
5)  (p,da -j- if.dy  z=  0 

vorkommenden  Funktionen  der  Bedingung  -r^  =  -r —  nicht  genü- 

dy  ox 

gen,  so  wür^e  die  vorige  Integrationsmethode  immer  noch  anwend- 
bar sein,  sobald  sich  der  sogenannte  integrirende  Faktor  %  finden 
liesse,  nach  dessen  Zusatz  die  Gleichung  5)  in  Nro.  4),  d.  h.  in 
ein  vollständiges  Differenzial  überginge ;  man  könnte  nämlich  q> .  % 
=  9?!,  i\>.%  =  rl)i  setzen  und  dann  mit  qpi  und  ^j  ebenso  wie  vorhin 
mit  97  und^operiren.  Der  Faktor  ;|(  muss  aber  so  beschaffen  sein,  dass 

by  bx 

ist;  entwickelt  ma^  diese  partiellen  Differenzialquotienten ,  so  wird: 
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Die  Aufsuchung  des  integrirenden  Faktors  erheischt  demnach  selbst 
wieder  die  Integration  einer  Di£ferenzialgleichung ,  und  da  letztere 
meistentheils  verwickelter  als  die  ursprüngliche  Differenzialgleichung 
ist,  so  hat  man  im  Allgemeinen  keinen  sonderlichen  Gewinn  von  die- 
sem  Verfahren,  doch  schliesst  dies  nicht  aus,  dass  in  speziellen 
Fällen  die  Kenntniss  der  Gleichung  6)  von  Nutzen  sein  kann.  Wäre 
z.  B.  die  gegebene  Differenzialgleichung : 

7)  (Xy  —  X{)dx  +  dy  =  0, 

"^o  XxoA  Xx  Funktionen  von  x  allein  bezeichnen,  so  ist  die  Glei- 
chung 6): 

man  kann  ihr  dadurch  geniigen,  dass  man  sich  %  als  Funktion  von 
X  allein  denkt,  wodurch  -t-^^  =  0  und: 

dx  % 


'^=f 


fXdx 
Xdx  ,  %  =  « 


wird*     Die  nunmehrige  DiOTerenzialgleichung : 

fXdx  fXdx 

{Xy  —  X{)e         dx  -]-  e        dy  =  0 

erfüllt  in  der  That  die  Bedingung  der  Integrabilität  (Nro.  2),  wenn 

fXdx  fXdx 

q>  =  iXy  —  Xi)e         ,     ^  =  e 

gesetzt  wird;  zugleich  ist: 

//»     fXdx  n       fXdx 

q) .dx  =  y  I  Xe  dx  —  /  Xie  dx, 

fXdx 
t  .dy  =  e         y, 

und  so  ergiebt  sich  als  Integralgleichung  von  Nro.  7): 

fXdx  n       /i'dx 

8)  C^+y«  —/-Sie  dfa?  =  0, 

sie  ist  dieselbe,  welche  auf  anderem  Wege  in  §.  99,  II.  gefunden 
wurde. 


/ 
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I 

§.  101. 
Diff erenzialgleichungen     verschiedener    Grade. 

I.    Wir  h^ben  bisher  solche  Differenzialgleichungen  erster  Ord- 
nung behandelt,  in  denen  nur  die  ersten  Potenzen  von  y  und -r^vor- 

dx 

kamen,  w^elche  also  rücksichtlich  dieser  Ausdrücke  vom  ersten  Grade, 
oder,  wie  man  häufig  sagt,  linear  waren;  es  könnte  aber  der  Fall 
eintreten,  dass  die  gegebene  DifTerenzialgleichung  höhere  Potenzen 

von  --p-  enthielte,  und  es  würde  das  Schema  einer  Differenzialglei- 

chung  erster  Ordnung  und  nten  Grades  folgendes  sein: 

"  (^)"+-.(^r+<^r+-+-.-.^+-=«. 

Worin  i^i,  JFj , . . . /)j_2 ,  F^  Funktionen   von   x   und  y  bezeichnen. 

Das  zunächst  sich  darbietende  Verfahren  zur  Integration  einer  der- 
artigen DifTerenzialgleichung  besteht  darin ,  dass  man  die  Gleichung 

in  Beziehung  auf  —j—  als  Unbekannte  auflöst,  wodurch  man  im  All- 
gemeinen n  verschiedene  Werthe  /i ,  ^2  v  »/n^  «ämmtlich  Punktionen 
von  X  und  ^,  erhält  und  nachher  die  n  Difierenzialgleichungen : 

o^  J±—f  iL  _  /  ^y   —f 

^^  dx^—^''  dx  -•^2,....  ^^    — /n 

einzeln  nach  den  vorigen  Methoden  integrirt.    Nennen  wir: 

3)  q>i(jß,y,C{)  =  0,     q>2ix,y,C2)  =  0,...(Pn(x^y;C^)  =  0 

die  Integralgleichungen  jener  n  Differenzialgleichungen,  so  ist  jede 
von  ihnen  auch  eine  Auflösung  der  ursprünglichen  Differenzialglei- 
chung;  die  allgemeinste  Lösung  derselben  entsteht  nun  durch  das 
Produkt: 

4)  ^i(^'iy'>0i).(p^(x^y,C2)....(p^(^x,y,C^  =  0; 

die  Allgemeinheit  dieser  Gleichung  wird  übrigens  nicht  beeinträch- 
tigt, wenn  man  Q  =  C^..,  =  C^  =  C  nimmt;  denn  setzt  man  der 

Reihe  nach  jeden  einzelnen  Faktor  des  obigen  Ausdruckes  =  0  und 
giebt  dem  C  alle  möglichen  Werthe,  so  erhält  C  unter  Anderem 
auch  die  Werthe  C^ ,  €2^  ...  C^  wieder. 

Beispielsweise  sei  die  gegebene  DifTerenzialgleichung: 

SchlOmileh,  Analysis.  29  ^ 

1 
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Die  beiden  einzelnen  daram  entspringenden  DiiferenTJalgleietnrogen 
sind  in  die:9eni  Falle: 


ax  a  (IX     '        a 

and  die  Int^ralgleicfarnigen  derselben: 

d&4  aOgenieine  Integral  ist  folglich: 


*  V7 

oder  wenn  Ci  z=  d  ^  C  genommen  wird : 

6)  (,  _j_  C).  _  1  ^  =  0. 

II.  Das  beschriebene  Verfahren  verliert  seine  Braaehbarkeit, 
wenn  die  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichnng  sehr  Terwickelte  Aus- 
drucke oder  gar  nicht  angebbar  sind;  es  ist  dann  häufig  Tortheil- 
haft,  die  Gleichnng  1)  auf  y  oder  auf  x  zu  reduziren,  d.  h.  ihr  eine 
der  folgenden  Formen  zu  Terleihen : 

')     .=*('.^)°^"=''("if-> 

wobei  kurz  mit  y*  bezeichnet  werden  möge,    und    sie    in  der 

neuen  Gestalt  noch  einmal  zu  differenziren.  Aus  y  =  0(x,y')  er- 
giebt  sich  auf  diese  Weise : 

^.  .        ^^(^,yO    ,    ^^(x,yO     dy* 

^>  2^  =  "~^7~+        ^y'  d^^ 

d.  h.  eine  Differenzialgleichnng  zwischen  den  beiden  Variabelen  x 
und  y' ;  durch  Integration  folgt  daraus  eine  Gleichung  tou  der  Form 
fix^y*  ^C)  ::=.  0,  welche  mit  y  =  Q^{x^%f)  verbunden  dienen  kann, 
um  durch  Elimination  von  yf  zu  einer  Gleichung  zwischen  x  und  y 
zu  gelangen.  —  Ist  dagegen  die  gegebene  Differenzialgleichung  auf 
die  Form  x  =  Vij^^yf)  gebracht,  so  wird: 

^yo^,y)       ^y(y,yo  d^ 

ly        ^  "^        -by*  dx' 

oder  wenn  man  die  Beziehung: ' 
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9)  M^—^.JiL  —  ^y, 

da  dy         da  dy 

in  Anwendung  bringt: 

-*  "  7>y        ^^         ly^  dy 

Diese  Differenzialgleichung  enthält  nur  y  und  ^%  ihr  Integral  ist 
daher  von  der  Form  f(y^y*^0)  =  0,  und  wenn  man  zwischen  dieser 
und  der  vorigen  Gleichung  a?  =  ^(^^yO  die  Variabele  y'  eliminirt, 
so  ergiebt  sich  das  Integral  der  ursprünglichen  Differenzialgleichung. 
Beispiel.  Eine  Gerade  von  unveränderlicher  Länge  a  bewege 
sich  so,  dass  der  eine  Endpunkt  auf  der  Abscissen-,  der  andere  auf 
der  Ordinatenachse  fortgleitet;  man  sucht  die  Curve,  welche  von 
jener  Geraden  während  der  ganzen  Bewegung  berührt  wird.  Nennen 
wir  x  und  y  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Curvenpunktes, 
so  muss  das  zwischen  die  Coordinatenachsen  fallende  Stück  der  an 
ay  gelegten  Tangente  constant  =  a  sein;  diese  Bemerkung  liefert 
die  Differenzialgleichung: 

V  l4-v'2 

oder  auf  y  reduzirt: 

11)  y  =^  xy'  —  ^j 

Die  Differenziation  dieser  Gleichung  giebt  nach  beiderseitiger  He- 
bung von  y': 

12)  o  =  L_       «      14^1, 

^  (  yi-j_y2  3)     da:^ 

und  daraus  folgt  entweder: 

13)  4^  =  0,     oder     x  —  ^,     ^       ,  =  0. 

^  da  '  y  1^^/23 

Die  erste  Gleichung  giebt  y*  z=zC  und  durch  Substitution  inNro.  11): 

d.  h.  eine  Gerade,  was  in  der  That  richtig  ist,  da  alle  Tangenten 
an  einer  Geraden  mit  letzterer  zusammenfallen  und  im  vorliegenden 
FitUe  das  zwischen  die  Coordinatenachsen  fallende  Stück  der  Ge- 
raden =  a  ist.     Die  zweite  Gleichung  in  13)  liefert: 

1/1     r 

y'= i — 1 

29  ♦ 
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mithin  durch  Substitution  in  Nro.  11): 

y  =  —  (cfi  —  ol  y. 
'  Die  beiden  Integrale  der  Differenzialgleichung  sind  daher: 

O  C  2  3  2 

y  —  Cs  4-  ,  .  =  0  und  s^  -\-  tfl  —  cfi  =  0. 

m.    Auch  in  dem  Falle,  wo  die  gegebene  Differenzialgleichmig 
auf  die  homogene  Form : 

14)    s" + ^.(fV"- '  +  «dV^^  +  •  •  •  ■ 

gebracht  werden  kann,  hat  die  Integration  meistens  keine  Schwie- 

y 

rigkeiten.   £s  liegt  nämlich  sehr  nahe,  -^  =  t  zu.  setzen,   wodurch 

die  Gleichung  sich  unter  die  allgemeine  Form : 
15)  /(y',0  =  0 

stellt,  die  man  entweder  in  Beziehung  auf  y'  oder,  wenn  dies  um- 
ständlich wäre,  nach  t  auflösen  kann,  wodurch  man  entweder  if 
=  9)(t)  oder  t=  ^(jfO  ^^^^^^  Resultat  erhält.  Andererseits  ist  we- 
gen y  =  xti 


dy  dt     .  ,  dt 

da  da    ^  7       ,  dx 


t  =  X 

da  dx    '      '       9       , 

und 


dx  dt 


> 


*  y'  —  t' 

Hat  man  y*  durch  t  ausgedrückt,  so  enthält  die  rechte  Seite  nur  U 
war  aber  t  durch  y  ausgedrückt,  so  kommt  rechter  Hand  nur  yf  vor; 
in  jedem  Falle  sind  die  Variabelen  gesondert  und  es  ist: 

/dt 

oder  auch: 

17)  l„  =   -   l(y>-t)  +  f-^^, 

und  man  wird  von  diesen  Gleichungen  die  erste  oder  die  zweite  be- 
nutzen, jenachdöm  y'  durch  t  oder  t  durch  y*  ausgedrückt  ist  Im 
ersten  Falle  giebt  die  Integration  ein  Resultat  von  der  Form  /4r  = 
X(f)  -}-  Const.  und  man  braucht  nur  für  t  seinen  Werth  einzusetzen; 
im  zweiten  Falle  Ist  dasErgebniss  von  der  Form  lx=j[(jf')^Ooiui 
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und  es  bedarf  noch  der  Elimination   von  y*  aus  der  vorstehenden 
und  der  ursprünglichen  Qlleichung. 

Sucht  man  z.  B.  die  Corve,  deren  Bogen  8  mit  den  rechtwink- 
ligen Coordinaten  a  und  y  des  Endpunktes    durch   die  Gleichung 

8  =  y  2xy^  oder 

/  Vl+y'2  ds  =  y2xy 
verbunden  ist,  so  lautet  die  Differenzialgleichung : 

^^v  y  -=.  xt  findet  sich  hieraus : 

H-O-oV^r  (1-0  VIT 

die  Gleichung  11)  wird  daher  im  «vorliegenden  Falle: 

,,  ==  /  J^^I=iL^.  =  c-z(i-o-/— %=. 

Hier  ist  die  noch  übrige  Integration  durch  WegS|phafiung  des  Wur- 
zelzeichens {t  =  u^)  leicht  auszuführen  und  giebt: 


in  rechtwinkligen  Coordinaten  ist  daher  ftir  i  =  -^  die   Gleichung 

X 

der  Curve: 

1 

vr 


x—y fVT  —  VT\ 


wobei  c  •  ^  =  k  gesetzt  wurde.    Zur  Construktion  der  Curve  wür- 
den übrigens  Polarcoordinaten  bequemer  se.in. 

Für  ein  zweites  Beispiel  sei  8  =  Vmx^-\-ny^^  also  durch  Dif- 
ferenziation : 

Vmx^-\-ny^ 
und  vermöge  der  Substitution  y  =  xt: 
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Diese  Gleichung  ht  in  jedem  Falle  leicht  auf  y'  oder  t  zn  rednziren; 
am  einfachsten  wird  die  Sache  für  n  ==  1 ,  man  findet  nämlich: 

Vm— 1   VmTT^ 

V  ffi 
und  nach  Formel  16): 

v^    r  dt 
u  =  -^ — tJ 


Vm— 1  J  Vm+t*' 


Vm—\ 

oder  wenn  C  =  Ca  gesetzt  wird,  wo  a  eine  neue  willkürliche  Con- 
stante  bezeichnet: 


a  V  df  / 


vi;;:^! 


es  ist  übrigens  nicht  schwer ,  die  Gleichung  anf  y  zu  reduziren ;  für 
m  ^=:  ^  z.  B.,  und  wenn  man  zur  Vereinfachung  |a  an  die  Stelle 
von  a  treten  lässt,  hat  man 


§.  102. 

Die    singulären    Auflösungen    der    Differenzial- 

gleichungen. 

In  dem  Abschnitte  H.  des  vorigen  Paragraphen  begegneten 
wir  der  eigenthflndichen  Erscheinung,  dass  eine  Differenzialglei- 
chung  zwei  Auflösungen  zuliess,  von  welchen  die  erste  eine  willkür- 
liche Consiante  bcsass,  die  zweite  nicht;  aus 

ay' 

folgte  nämlich: 

aC  2  2  2 

2)  y  =  ^^  —    y-  und  auch  x^  -\-  y^  =  a^  ; 

da  nun  das  erste  Integral  insofern  das  allgemeinere  ist,  als  es  eine 
willkürliche  Constante  C  enthält ,  so  sollte  man  erwarten ,  dass  das 
zweite  Integral  für  irgend  einen  speziellen  Werth  von  C  aus  jenem 
hervorgehen  müsste;    dies  ist    aber  nicht  der  Fall  und  man   muss 


% 
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daher  die  zweite  Auflösung  als  eine  in  ihrer  Art  einzig  dastehende 
betrachten.  Wie  nun  eine  solche  besondere  oder  singulare  Auflö- 
sung einer  Differenzialgleichung  mit  dem  allgemeinen  Integrale  zu- 
sammenhängt, wird  aus  folgenden  Bemerkungen  erhellen,  die  wir 
an  die  geometrische  Bedeutung  der  Gleichung  1)  anknüpfen.  Die 
Gleichung  einer  beliebigen  Geraden  ist  bekanntlich  von  der  Form 
y  •=  Cx  -(-  c;  soll  das  zwischen  die  Coordinatenachsen  fallende 
Stück  derselben  die  Länge  a  besitzen,  so  muss  aus  leicht  zu  über- 

aC 
sehenden  geometrischen  Gründen  c  =  —  —7==,  mithin: 

aC 

3)  y  —  Ca?  -f  ^.  =  0 

die  Gleichung  der  Geraden  sein.  Eine  zweite  Gerade  der  Art 
wäre : 

aus  beiden  Gleichungen  lassen  sich  die  Coordinaten  des  Durch- 
schnittes der  zwei  Geraden  bestimmen,  welcher  der  Aufgabe  zufolge 
der  Durchschnitt  zweier  benachbarten  Tangenten  an  der  gesuchten 
krummen  Linie  ist.  Dieser  tunkt  wird  selbst  zu  einem  Curven- 
punkte ,  wenn  die  Tangenten  in  einander  fallen ,  also  C^  in  C  über- 
geht ;  dieser  Process  wird  aber  dadurch  angedeutet,  dass  man  C-\-  d  C 
für  Ci  schreibt  und  sich  an  die  bekannte  Regel  f(fi  -\-  dC)  =f(C) 
-\-  df(ß)  erinnert;  demnach  ist  die  Gleichung  4): 

Benutzt  man  hier  die  Gleichung  3),  dividirt  nachher  mit  dC  und  be- 
achtet, dass  es  sich  um  eine  partiell  auf  C  bezügliche  Differenziation 
handelt,  so  kann  die  Gleichung  4)  durch  die  folgende  ersetzt  werden : 

5)  J___Vi±^_0 

Die  Gleichungen  3)  und  5)  repräsentiren  jetzt  zwei  unendlich 
naheliegende  Tangenten  der  gesuchten  Curve;  man  findet  daraus: 

a  a(ß 


als  Coordinaten  ihres  Durchschnittes,  d.  h.  eines  Curvenpunktes ;  die 
Elimination  von  C  giebt  endlich  eine  Gleichung  zwischen  x  und  y 
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selbst,  (l.  h.  die  Gleichung  der  Cnrve: 

%  t  t 

x^  +  y^  =  a\ 

Kommt  es  nur  auf  die  letztere  an,  so  konnte  man  sich  die  Anf- 
SQchung  der  Werthe  von  s  und  y  ei^paren  und  die  willkürliche  Con- 
stante  C  unmittelbar  aus  den  Gleichungen  3)  und  5)  eliminiren. 

Die  Torstehenden  Bemerkungen  sind  leicht  auf  den  allgemeinen 
Fall  zu  übertragen^  wo  bei  der  Integration  einer  Differenzialglei- 
chnng  F{x^y^y*)  =  0  bereits  zu  einer  Integralgleichung: 

6)  /(x,y,C)  =  0 

gelaugt  ist,  welche  eine  willkürliche  Constante  in  sich  enthält.  Wir 
denken  ims  nämlich  fi^^y^C)  =  0  als  Gleichung  einer  Curve  und 
den  beliebigen  Parameter  C  als  stetig  veränderlich ;  die  Gleichung 
/(x^y^C-j-dC)  =  0,  welche  mit  Nro.  6)  verbunden  in  der  Form: 

dargestellt  werden  kann,  bedeutet  jetzt  eine  unendlich  naheliegende 
Curve  derselben  Art,  welche  gleichfalls  die  in  der  Differenzialglei- 
chung  F(jx^y^y*)'=  0  ausgesprochene  Eigenschaft  besitzt.  Dieselbe 
Eigenschaft  niuss  auch  dem  Durchschnitte  der  beiden  Curven  6)  und 

7)  zukommen,  also  einem  Punkte,  dessen  Coordinaten  aus  den 
Gleichungen  6)  und  7)  entwickelt  und  unter  den  Formen  x=q>  (C), 
y  z=  ilf  (C)  dargestellt  werden  könnten.  Was  von  einem  solchen 
Punkte  gilt,  gilt  von  allen  den  Punkten,  welche  entstehen,  wenn 
man  sich  die  ganze  Schaar  der  gleichartigen  Curven  von  stetig  ver- 
änderlichen Parametern  aufgezeichnet  und  die  Durchschnitte  je  zweier 
Nachbarcurven  construirt  denkt.  Alle  diese  Durchschnitte  bilden  in 
continuirlicher  Folge  eine  neue  krunmie  Linie,  die  sogenannte  Um- 
hüllungscurve  jener  Schaar ;  ihre  Gleichung  findet  sich,  indem 
man  C  aus  den  Gleichungen  x  =  q>  (C)  und  y  z=  tjf  (C),  oder  kürzer 

aus  den  Gleichungen  /  =  0  und  r^  =  0  eliminirt;    sie  enthält  C 

nicht  mehr  und  ist  eine  singulare  Curve  mit  der  durch  F(x  ,  y ,  yO 
=r  0  charakteriäirten  Eigenschaft. 

Als  Beispiel  diene  folgende  Aufgabe.  Man  sucht  eine  ki-umme 
Linie,  deren  Normale  die  mittlere  geometrische  Proportionale  ist 
zwischen  dem  Stücke,  welches  sie  selbst  von  der  Abscissenachse 
abschneidet,  und  zwischen  einer  gegebenen  Geraden  a.  Die  Diffe- 
renzialgleichung  der  Curve  lautet: 

8)  yVl  +  y'«  =   Va(«  +  yy'); 
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zu  ihrer  Integration  empfiehlt  sich  das  im  vorigen  Paragraphen  un. 
ter  Nro.  II,  beschriebene  Verfahren  und  zwar  ist  es  am  vortheil- 
hafbesten,  aui'  x  zu  reduziren,  weil  die  Entwickelung  von  y  eihe 
quadratische  Gleichung  geben  würde.     Man  hat  nun: 

9)  y^(l  +  y'^)  — ayy  =  ax^ 

und  hieraus  folgt  durch  Differenziation,  indem  man  von  den  Glei- 
chungen : 

äL  =  y.^         il^y.^ 
dx        ^ '  dx        ^    dy 

Gebrauch  macht: 

iiyy'-a)  \  yy-  ^+(1+2^")|  =  0. 
Diese  Gleichung  zerfallt  in  die  zwei  nachstehenden : 

10)  yy'  1^  =  -  (1  +^2),         2yy'  =  o, 

welche  durch  Trennung  der  Variabelen  integrirt  werden  können. 
Die  erste  Gleichung  giebt: 

/y'äy*    __  _    Cdy 
i+y'~     J  y'  ' 

oder  \lO--{-y*^)  =  —  ^y  -j-  ConsU^  d.  i.  wenn  Const.  =  Ik  gesetzt 
wird:   . 

das  Integral  ist  demnach,    wenn  die  vorstehenden  Werthe  in  die 

Gleichung  9)  substituirt  werden:  

ifc2  =  a  (a?  -f-  Vk^—y^) 
oder  für  fc2  =  ac,  wo  nun  c  die  willkürliche  Constante  bezeichnet: 

11)  ix  —  cy  +  y^  =  «ö- 

Die  zweite  Gleichung  in  Nro  10)  liefert  y'  =  -— ,  und  durch  Sub- 

^y 

stitution  in  Nro.  9): 

12)  y^  —  axz=la^. 

Hier  ist  das  erste  Integral  allgemein,  das  zweite  ein  singuläres, 
welches  man  nach  der  angezeigten  Methode  aus  jenem  ableiten  kann, 
indem  man: 

fi^^y^c)  =  (x— c)2-f  y2— ac  =  0 
setzt  und  c  aus  dieser  Gleichung  und  der  folgenden 

r =  —  2{x  —  c)  —  a  =  0 

de 


^  Ä 
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elimiuin;  die  Ifllitare  Gleichung  giebc  ^  =:  x  +  1«^  md  in  die  to- 
r%e  Gieichimg  eingesetzt: 

was  mh  Nro.  12)  fibereiBStininii.  Geoinetrtsdi  bedeatet  die  Glei- 
cfaang  1 1)  eine  Sdiaar  Ton  Kreiden,  deren  Mittelponkte  auf  der  Ab- 
icisMnaefaäe  liegen  and  deren  HnÜmieaäer  sieh  in  der  Weise  ändern^ 
äaaa .  wenn  e  der  Abstand  eines  Centnims  vom  Coordinatennnfiuige 

ist,  y  ac  den  zogehofigen  Halbmesser  angiebt;  alle  diese  Kreise 
werden  ron  der  dnrch  die  Gleichung  12)  eharakterisirten  Parabel 
eingeholll. 

Es  Tersteht  sich  übrigens  Ton  selbst ,   daas  nicht  innner  eine 
singulare  Losung  vorbanden  zn  sein  braucht,  namentlich  fehlt  sie 

inuner  dann,  wenn  die  aus  den  Gleichungen  /=  0  und  -— =Ogc- 

zogene  neue  Gleichung  nur  einen  speziellen  Fall  der  Gleiclmng/ 
=  0  darstellt. 


§.  103. 
Integration     durch    Versuche. 

Die  bisher  auseinandergesetzten  Methoden  zur  Integration  der 
Differeuzialgleichungen  zeichnen  sieh  dadurch  aus,  tlass  sie  der 
Willkur  nicht-}  überlassen  und  wenigstens  in  vielen  Fällen  mit 
Sicherheit  zum  allgemeinen  und  dem  etwaigen  singulären  Integrale 
fuhren.  Will  aber  die  Integration  einer  Dißerenzialgleichung  trotz 
der  Anwendung  aller  bisherigen  3Iittel  nicht  gelingen,  so  muss  man 
zu  anderen  Methoden  greifen,  deren  gemeinschaftlicher  Charakter 
darin  besteht,  dass  die  Integralgleichung  hypothetisch  angenommen  und 
versucht  wird,  ob  sie  der  Differenzialgleichung  genügt ;  Hauptsache 
dabei  ist,  die  richtige  Form  des  Integrales  zu  trefTen,  und  man  wird 
sich  bei  dieser  Wahl  am  besten  durch  Analogieen  leiten  lassen,  in- 
dem man  die  Differenzialgleichung  mit  solchen  Differenzialgleichungen 
vergleicht,  die  von  ähnlicher  Form  und  deren  Integrale  bekannt  sind, 
es  ist  dann  immer  zu  erwarten ,  dass  auch  das  Integral  ungefiLhr 
dieselbe  Form  haben  werde,  wie  jenes  bekannte  Integral. 

Dieses  indirekte  Verfahren  ist  z.  B.  anwendbar  auf  die  Diffe- 
renzialgleichung : 


y' 
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in  welcher  zwar  die  Yariabelen  gesondert  sind,  die  Integration  aber 
gleichwohl  insofern  nniständlich  werden  würde ,  als  sie  mittelst  ellip- 
tischer Funktionen  ausgeführt  werden  müsste.  Um  eine  Andeutung 
über  die  Form  des  Integrales  zu  erhalten,  betrachten  wir  vorerst 
den  speziellen  Fall: 

2)  -£L^^_/y    =0; 


1  —  a?2      '      V   1  — 

hier  ist  die  Integration  sehr  leicht  und  giebt: 

3)  Äj'csina!  -f-  Arcsiny  =  Const 

Die  Gleichung  scheint  von  transcendenter  Form  zu  sein,  ist  es  aber 
in  der  That  nicht;  die  Summe  zweier  Bögen  macht  offenbar  wieder 
einen  Bogen  aus,  nennen  wir  ft  dessen  Sinus,  so  kann  Const 
=  Aresin  IL  gesetzt  werden,  wo  ft  die  neue  willkürliche  Constante 
bezeichnet.  Statt  der  Gleichung  Aresin  sc  -|-  Aresin  y  =  Aresin  [i 
kann  auch  die  folgende : 

sin  {Aresin  x  -f-  Aresin  y)  =  ft 

gesetzt  werden,  wo  man  linker  Hand  die  bekannte  Formel  für 
sin(u  -(-  v)  in  Anwendung  bringen  und  die  Gleichungen  sinu  =  ^, 

cosM  =  V  1  — ^2,  sinv  =  y,  eosv=vl — y^  berÜck.«iichtigen  muss. 
Das  gesuchte  Integral  ist  demnach: 

4)  xVl  —y^  -f  y  VT^^  ==  II. 

Will  man  es  in  rationaler  Form ,  wenigstens  in  Beziehung  auf  x  und 
y,  dargestellt  sehen,  so  kann  dies  durch  folgende  kleine  Rechnung 
bewerkstelligt  werden;  es  ist: 

fi^  =  a^  -\-  yi  —  2a?2y2  -|.  2a!y  Vi— ^2  Yl—y^, 

5)  ft2  —  (ar2+y2)  =2s!y{  Vi— «2  Vl_y2  _  ^^y}. 
Femer  hat  man  aus  der  ersten  Gleichung : 

1  —  ft2  =  (1  —  ^2)  (1  _y2)  _  2^yVl-a?2    Vi— y2  -|_  ^2y2, 

wo  die  rechte  Seite  ein  vollständiges  Quadrat  ist,  daher: 
Vi  — ft2  =  Vi— ^2y  i__y2  _  ay. 

Durch  Substitution  dieses  Ausdruckes  in  die  Gleichung  5)  wird 
letztere  rational,  nämlich: 

oder  für  [i^  r=i  —: 

6)  ^(.'ü^+y'')  +  2yXXX—l)xy  —1=0. 

Das  Integral  der  Differenzialgleichung  2)  ist  demnach  eine  in  Be- 


ä 
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Ziehung  auf  x  und  y  rationale  und  symmetrische  Funktion  zweiten 
Grades.  —  Kehren  wir  nun  zu  der  allgemeineren  Gleichung  1)  zu- 
rück, 80  liegt  die  Vermuthung  nahe,  dass  ihr  Integral  eine  synune- 
trische  Funktion  vierten  Grades  sein  werde,  also  von  der  Form: 

7)         f(x,y)  =  Äx'^y^  +  B{x^^y^  +  2C^y  —  1  =  0, 

worin  die  CoefBcienten  Ä^  B»  C  vor  der  Hand  noch  unbestimmt  blei- 
ben  mögen.  Um  zu  versuchen,  ob  die  vorstehende  Form  der  Diffe- 
renzialgleichung  genügt,  geben  wir  f(x^y)  die  beiden  Gestalten: 

/=  (4y24.J5)a.2-f  2Cy.a?+(J5y«— 1)=  Yj?2  +  2-Yi«+ Yj, 
/=  Ux^-{^B)y^  +  2Cx.y-^(Bx^—l)  =  Xy^-{'2X^y+2^, 

worin  Y,  li,  Yf^  X^  X^  X^  zur  Abkürzung  dienen,  und  ent- 
wickeln die  beiden  partiellen  Differenzialquotienten : 

Substituii'en  wir  sie  in  die  aus  der  Gleichung  /(^,^)  =  0  folgende 
Differenzialgleichung : 


80  wird: 


oder : 


'y 


\Yx^Y^dx^iXy^X{)dy  =  0, 


dx  dy       _ 

^  Xy  +  X,  ^  Yx-\-  Yi  -     • 

Die  zweite  Form  /=  Xy^-{'2Xiy-\-  X^  =  0  giebt  femer,  wenn 
man  sie  als  quadratische  Gleichung  behandelt: 

Xy  +  X^=  VXi^—XX^ 
ebenso  die  erste  Form : 

Ya?  -j-  Yi  =  V"Yi2— YYa 
und  indem  man  diese  Werthe  in  Nro.  8)  substituirt,  erhält  man: 

9)  ^^         I         ^y       _  0 

VXi^  —  XX^         y  Yi2—  YY2 

als  die  Differenzialgleichung,  welcher  die  in  Nro.  7)  gemachte  An- 
nahme genügt.  Die  Gleichung  7)  würde  nun  das  Integral  der  ur- 
sprünglichen Differenzialgleichung  sein,  wenn  die  Gleichungen  1) 
und  9)  identisch  wären.  Vermöge  der  Werthe  von  X,  JTi ,  2^ ,  Y, 
1^,  I2  hat  man  statt  Nro.  9)  zu  setzen: 
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dx  »  dy 


woraus  durch  Vergleichung  mit  der  Differenzialgleichung : 

dx  ,  dy 

Vl+aar2_|.5a?4         V  l-fay2_|.5y4 
folgende  Bedingungen  hervorgehen: 

11)  ^  —  J5«  4-^  C2  =  J5a  ,     ^  =  —  i. 

Hier  lassen  sich  zwei  der  Coefficienten  bestimmen,  etwa  Ä  =  —  ft, 

C  =  V B^-^-Ba-^h^  der  dritte  (B)  bleibt  unbestimmt  und  ist  die 
Integrationsconstante.  Diese  Untersuchung  zeigt,  dass  in  der  That 
die  Gleichung: 

12)  Äx^7ji  -f  ^(0.24. y2)  -\-2Ca!y  —1  =  0 

das  allgemeine  Integral  der  Differenzialgleichung  10)  darstellt,  so- 
bald die  Coefficienten  A^  B^  C  den  in  1 1)  ausgesprochenen  Bedin- 
gungen genügen ;  letztere  sind  auch  jederzeit  erfüllbar,  da  man  z.  B. 
B  immer  so  gross  wählen  kann ,  dass  C  reell  wird. 

Ausser  der  obigen  rationalen  Form  ist  nocfh  die  irrationale 
Form  des  Integrales  von  Wichtigkeit;  man  erhält  sie  auf  folgendem 
Wege.   Sei  \'\-ay^-\-hx^  z=z  f{x)^  so  hat  man  nach  dem  Früheren: 

oder  umgekehrt: 

Wl^  =  ^^  und  l^TÖÖ  =  -^^ 

Vermöge  der  Werthe  von  X^  -Xi,  Y,  1^  findet  man  hieraus  sehr 
leicht  * 

d.i.  wenn  man  nach  Nro.  12)  1  —  Ax^y'^  für  BOß^-^y"^)  -\-  2Cxy 
schreibt : 

oder  endlich,  weil  A  =  —  b  und  B  eine  beliebige  Constante  war: 

13)  ''Vm  +  yVm  ^  const. 

1  —  bx^y^ 


0 
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Diese  Integralgleichong  bt  für  die  Differenzialgleiehiiiig  10)  das- 
selbe •  wa?  die  Gleichung  -1)  in  Beziehnng  auf  die  Differenzialglei- 
ehnng  ^) :  in  der  That  werden  beide  für  a  =  — 1  ^  b  =  0  identisch. 
Die  Differenidalgleichnng  10)  steht  in  genauem  ^ giinftM%iili*ngi> 
mit  der  Theorie  ellipdscber  Integrale :  betrachten  wir  nämlich  die 
Gleichong : 

14)  A(.)  =  /- £L=^ 

J  V(i— «»)(i— i^ 

als  Definition  der  transcendenten  Funktion  A(x)^  and  verlangen  wir 
die  Angabe  der  Bedingungen,  nnter  welchen  die  Gleichmig: 

15)  Aix)  4-  ^(y)  =  ^W 

für  ein  gegebenes  constantes  8  bestehen  kann,  so  giebt  die  Diffe- 
renziation: 

Vil—X^il—h^X^    "^  y(l_yf)(l_i.2y2) 

d.  h.  eine  Gleichung,  welche  mit  der  Differenzialgleichnng  10)  fiber- 
einstimmt, sobalf  a  =  —  (1-|-1'2),  ft  =  t«: 

/(;r)  =  (l  — *«)(l-t»*«) 

gesetzt  wird.     Das  Integral  derselben  ist  folglich: 

1  —  k^x^y^ 

und  hier  bestimmt  sich  die  Constante  durch  die  Bemerkung,  dass 
für  y  =  0 ,  j?  in  «  übergeht ;  dies  giebt  8  =  Consit, ,  also  mit  dem 
Vorigen : 

^^^  '  -  l-kU^y^ 

als  Bedingung  für  die  Existenz  der  Gleichung  15),  oder  der  mit  ihr 
identischen: 


17) 


X  y  s 

r    dx  r    dy      _    f    da 


0  V"/(*)    ^  Vm  J  Vm' 


Das  vorstehende  Resultat  ist  nichts  Anderes,  als  das  Additionstheorem 
der  elliptischen  Integrale  erster  Art;  fiir  x  =  sin  y,  y  =  8in  ^, 
8  =  sin  to  wird  nämlich  V  f{x)  =  cos  <p  V  1 — k^sin^q)  =  cos  (p. 
^(9),  die  Gleichung  17)  geht  in  die  folgende  über: 

Fi9)  +  Fit)  =  Fia), 
und  besteht  unter  der  Bedingung: 
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sinwco8ib^('^)-{'8intlfco8q)^'(q)) 

«n CD  = ^ : — ,^    .  ^ ■   .    ^— 1 

1 — k^  8in^  q>  8in^  iff 

welche  mit  der  in  §.  86  entwickelten  Formel  15)  übereinstimmt. 

Dasselbe  indirekte  Verfahren   der  Integration  durch  Versuche 

ist  auch  auf  die  allgemeinere  Differenzialgleichung : 

dof  dy 

und  auf  manche  ihr  ähnliche  anwendbar,    doch  werden    die  Ent- 
wickelungen  zu  weitläufig,  als  dass  sie  hier  Platz  finden  könnten. 


§.  104. 
Integration    durch    Reihen. 

Der  vorigen  Methode  insofern  ähnlich,  als  sie  gleichfalls  auf 
Voraussetzungen  beruht,  ist  die  Integration  durch  Reihen;  sie  grün- 
det sich  auf  die  einfache  Bemerkung,  dass  das  Integral  y  =  (p(jc) 
einer  Differenzialgleichung  FQc^y^y*^  =  0  in  vielen  Fällen  eine 
mittelst  der  Theoreme  von  Taylor  oder  Mac  Laurinin  Potenzen- 
reihen verwandelbare  Funktion  sein  wird,  und  dass  es  daher  auch 
möglich  sein  muss,  von  der  Differenzialgleichung  aus  zu  derselben 
Reihe  zu  gelangen.  Dies  geschieht  auf  folgende  Weise.  Dem 
Theoreme  von  Taylor  zufolge  ist,  wenn  überhaupt  eine  Reihe  für 
ipix)  existirt: 

1)  <jp(«)  =  <p(x«)+9)'(*o)  ~^  +9"(*o)  ^^X7f^'+ > 

wo  a?o  einen  beliebigen  Spezialwerth  von  a  bezeichnet.  Denken  wir 
uns  die  Differenzialgleichung  F{x^y^y*)  axif  y' =  q>* (je)  reduzirt,'  in- 
dem wir: 

y*  =  (p*(x)  =fi(x,y) 

setzen,  so  würde  die  successive  Differenziation  dieser  Gleichung  zu 
Ausdrücken  von  folgender  Form  führen: 

9" (^)  =  /2  (^ , 2/)  ^         9'"  (^)  =  /3  (^, y)  u.  s.  w., 
und  für  a  =  osq  würden  aus  den  bisherigen  Gleichungen  die  nach- 
stehenden werden: 

2)  9' (^o)  =  /i  (^0 1  yo)  7         9" (^o)  =  /«  (^0  ^yo)  «•  s-  w., 

in  welchen  Tq  den  individuellen  Werth  des  y  bezeichnet,  der  dem 
Werthe  sc  =.  Xq  entspricht.  Durch  Substitution  der  unter  Nro.  2) 
bemerkten  Ausdrücke  in  Nro.  1)  folgt  nun: 
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3)       y  =  yo  +/i  (*o  ^yo)  — j[ — 1-/2(^0  .yo)  — p^ — 

(lg d?o)^ 

+/8(^o.yo)  j^  .^  3  +---^ 

und  wenn  die  Reihe  Rechter  Hand  convergirt,  so  ist  diese  Auflösung 
zulässig;  dagegen  würde  die  Divergenz  der  Reihe  ein  Zeichen  sein, 
dass  y  einer  !Potenzenreihe  nicht  gleich  sein  kann. 

Die  gegebene  Differenzialgleichung  sei  z.  B. 

4)  ^»(x)  =  y'  =  1  +  A(2/  —  oj), 
so  criebt  die  successive  Differenziation : 

o 

9"(^)  =  y**  =  X(y'—iy=my—x\ 

9'"(^)  =  y'**  =  X^iy'—l)  =  AHy— ^) 

u.    s.    w.,         * 

und  fiir  0?  ==  a?o,     y  =  yQi 

9'(*o)  =  1  +  ^(yo  —  ^o)^ 

u.    s.    w.; 
mithin  ist  das  gesuchte  Integral: 

H f~2~3 — ^^  —  ^^^  +••••» 

oder  auch: 

Die  eingeklammerte  Reihe  convergirt  immer  und  lässt   sich  leicht 
Summiren,  dies  giebt: 

d.  i. ,  wenn  der  constante  Faktor  mit  C  bezeichnet  wird : 

5)  y  =  a  -\-  Ce^y 

was  man  auch  direkt  leicht  finden  könnte. 

Statt  der  Taylor'schen  Reihe  benutzt  man  häufig  den  Mac 
Laurin'schen  Satz  (d.  h.  man  setzt  ^0==  0),  in  welchem  Falle  y 
die  Form  Jo  "f"  -^1  ^  -|-  -^3  a:^  -f-  etc.-  erhält ;  die  CoefHcienten  lassen 
sich  entweder  wie  vorhin  oder  kürzer  dadurch  bestinmien,  dass  nua 
die  fiir  y  angenommene  Form   in    die  gegebene  Gleichung  substi- 
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tuirt  und  wie   im   vorigen  Paragraphen  die   resultirende  Gleichung 
zu  einer  identischen  macht.    Sei  z.  B. : 

die  gegebene  Differenzialgleichung  und  f(^x)  eine  Funktion  von  der 
Form  üTo  -f-  öTi  .r  -[-  aj  .t?2  -j-  etc. ,  so  giebt  die  Annahme : 

7)  y  =1  A  -\-  Aix  -\-  A^x'^  ^  A^x^  -]-  ..,. 
.statt  der  Gleichung  6)  die  folgende: 

=  «0       -|—  «1 X  -\-  02  X^     — j— .  .  . . , 

welche  offenbar  richtig  ist,  wenn  beiderseits  ^^,  x^^  x'^  u.  s.  w.  die- 
selben Coefficienten  besitzen;  man  findet  daraus  der  Reihe  nach: 

8)  Ai  :=  a^  —  ^2^     A2  =  \(joLi  —  2ao^-f-*2  A^)  u.  s.  w., 

d.  h.  die  Werthe  aller  Coefficienten  mit  Ausnahme  von  -4,  welcher 
unbestimmt  bleibt  und  die  Integrationsconstante  ist. 

Das  obige  Verfahren  beruht  auf  der  stillschweigenden  Voraus 
Setzung,  dass  die  der  Difl^'erenzialgleichung  Fix^y^y')  =  0  genü- 
gende Funktion  y  =  q)  {x)  in  eine  Reihe  von  der  Form  Aq  -]^  AiX 
-\-  A2X^  -^  etc.  verwandelbar  sei,  und  wird  daher  in  allen  den 
Fällen  unrichtig,  wo  jene  Voraussetzung  nicht  zutrifft.  Die  Rech- 
nung zeigt  dies  immer  von  selbst  an  und  nöthigt  dann  zu  einer  an- 
deren Annahme.     Ist  z.  B.: 

9)  j,'  =  2  -  -^ 

X 

die  gegebene  auf  gewöhnlichem  Wege  leicht  integrable  Differenzial- 
gleichung, so  würde  die  Supposition  y  =  Aq -j- Ai  x  -{-  A2  x^ -^  etc. 
zu  der  Gleichung: 

Ai  +  2A2X  -[-  3 -^3  a?2  -)- 

=  2 —  Ai  —  AoX  —  Aox^  —  .... 

•  X 

fuhren,  welche  nur  durch  die  Werthe  ^  =  0,  -4i  =  1,  -^2  =  ^3 
. . . .  =  0  zu  befriedigen  ist.  Dies  gäbe  y  =:  x^  d.  h.  ein  partiku- 
läres Integral,  weil  keine  willkürliche  Constante  vorkommt.  Um 
das  allgemeine  Integral  zu  finden,  machen  wir  die  allgemeinere 
Voraussetzung : 

10)  y  =  Äxf"  +  Aixf+^  +  A^xf'+^  +  ...., 

welche  die  folgende  Gleichung  liefert: 

Sohlömllch,  Anal^fis.  30 
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li.Axf'-'^  +  (ft+l)  Aixf"  -f  (/i+2)  ^*"+l  -(-.... 

=  2  —  ^jr"-l  —  ^1  x^  —  J^^r^+l  — 

Dieser  kann  man  durch  /i  =  —  1  genagen;  sie  wird  dann: 

—  4"+^  +  2^3*+  2Ä^x^-{-  .... 


=  2 r L  _  j^_  Azx  —  ^x«  —  ...., 


^^ 4^ 

und  es  folgen  daraus  für  Ai^  A^^  A^  etc.  die  Werfte: 
Ai  =  0 ,      Abf  =  1  ^       -43  =  -44...  =  0, 

während  A  unbestimmt  bleibt.     Das  gesuchte  Integral  ist  demnach: 

11)  y=  -f^. 

X 

Der  allgemeineren  Voraussetzung  10)  wird  man  sich  überhaupt  in 
vielen  der  Falle  bedienen ,  wo  die  erste  Form  der  Potenzenreihe  un- 
richtig wird. 

Weiter  noch  reicht  man  oft  mit  der  Annahme ,  dass  y  der  Quo- 
tient zweier  Reihen  von  der  Form  10)  sei,  und  es  kann  dabei  ein 
doppelter  Vortheil  gewonnen  werden.  Man  findet  nämlich  häufig, 
dass  eine  an  sich  noch  ziemlich  einfache  Funktion  bei  der  Verwand- 
lung in  eine  Reihe  sehr  zusammengesetzte  Coefficienten  liefert,  wäh- 
rend sie,  als  Quotient  zweier  Reihen  betrachtet,  viel  weniger  com- 
plicirt  erscheint.    So  sind  z.  B.  in  der  Gleichung : 

tanx  =  AxX  -|-  -43^?^  -f"  -^^^  "f~  •••• 

die  Grössen  ^i,  ^3,  ^,  ....  von  sehr  verwickelter  Zusammen- 
setzung, während  die  Coefficienten  in: 

sinx         hxX  —  h^x^-A-h^x^  — .... 

tanx  = =  — ^^  ,       \, 

CO8X  Oq  —  02^  -J~Cii^  —  •••• 

nach  einem  äusserst  einfachen  Gesetze  fortschreiten.  Dazu  kommt 
noch  der  wesentliche  Umstand,  dass  die  zweite  Form  von  tcm  x  für 
alle^,  die  erste  dagegen  nur  fiir  solche  ^gilt,  welche  zwischen  —  \% 
und  -\-  \^  liegen.  Um  das  in  solchen  Fällen  eingetretene  Verfah- 
ren an  einem  Beispiele  zu  zeigen,  wollen  wir  die  Differenzialglei- 
chung: 

12)  y»^y^  =  lx 

behandeln,  welche  den  direkten  Methoden  Trotz  bieten  and,  auf  die- 
selbe Weise  wie  Nro.  6)  integrirt,  eine  Reihe  von  nicht  überseh- 
barem Bildungsgesetze  liefern  würde.   Bezeichnen  wir  nüt  g>(x)  und 


\ 
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^(4?)  zwei  nach  Potenzen  von  x  fortschreitende  Reihen  und  setzen: 

so  geht  die  Gleichung  12)  in  die  folgende  über: 


und  diese  wird  sehr  einfach,  wenn  wir  (piff)  =  ^*(jc)  setzen;  wir 
erhalten  nämlich: 

^!!!S^  —  Xx  oder  ^"(jp)  =  Xx  xlf(.v). 
p(x) 

Die  weitere  Annahme: 

tlfix)  =  Aq  -\-  AiX  -\-  A2X^^  -{-  ^3  a?3  -f-  . . . . 
giebt  nun  durch  Substitution  in  die  vorige  Gleichung: 

1.2^  -|-  2.3AsX  -|-  3.4^a?2  -f-  4.5^«»  -|-  .... 
=  A^kx  -f-  Aikx^  -\^ Afkx^  -f-  ...., 
und  daraus  folgen  für  die  Coefficienten  die  Werthe: 


^2 

A             ^    A 

—  At  —  A«  —  All 
A               ^" 

...  —  0, 

^^        2.3.5.6' 
A               ^" 

*^        2.3.5.6.8.9' 

A                   *' 

3.4.6.7 

"'"       3.4.6.7,9.10 

welche  nach  einem  leicht  zu  erkennenden  Gesetze  fortschreiten;  Aq 
und  Ax  bleiben  vor  der  Hand  noch  unbestimmt.  Führen  wir  zur 
Abkürzung  folgende  Bezeichnung  ein: 

TT    —  1   _L  ifi  _1_  _*!£!_     I  ^''^'  I 

^~      "T"  2.3  "'"2.8.5.6''"  2.3.5.6.8.9  "'"••••' 

^i—x-\-  3.  4 -1- 3. 4. 6. 7 +  3. 4. 6. 7. 9. 10  ^••••' 

wo  Xf)  und  Xi  die  Summen  zweier  jederzeit  convergirender  Reihen 
sind,  80  haben  wir: 

ii>ix)  —  A^Xo-\-AiXy, 
^'ix)z=A^X'o+AiXi, 
und  der  Werth  von  y  r=  <p(ßi):i^(x)  =  ^'(x):tl;(x)  ist: 

_AoXo  -\-  AiXi 
Aq  2lq  -j—  Ai  JCi 

oder  endlich,  wenn  der  Quotient  Ai :  Aq  mit  C  bezeichnet  wird : 

80* 
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i*>  y  =  x,  +  ex,  ■ 

In  ähnlicher  vorthcilhaftcr  Form  würde  sich  die  allgemeinere  soge- 
nannte Riccati*8che  Gleichung: 

integriren  lassen ;  doch  versparen  wir  weitere  Untersachungen  hier- 
über bb  daiiin,  wo  die  DifTerenzialgleichungen  höherer  Ordnungen 
behandelt  worden  sind. 


Cap.  XX. 

Diflferenzialgleichungen  höherer  Ordnungen  zwischen  zwei 

Variabelen. 

§.   105. 
Differcnzialgleichungen    zweiter    Ordnung;    ein- 
fachste   Formen. 

Eine  Differenzialgleichung  zweiter  Ordnung  zwischen  zwei  Va- 
riabelen X  und  y  hat  im  Allgemeinen  die  Form: 

oder ,  auf  den  zweiten  DiflPerenzialquotienten  reduzirt, 

und  die  Aufgabe  ist  wie  früher  y  als  Funktion  von  x  zu  bestimmen. 
Den  Sinn  dieses  Problemes  kann  man  sich  auf  ähnliche  Weise  ver- 
deutlichen, wie  es  in  §.  98  bei  den  Diflferenzialgleichungen  erster 
Ordnung  geschah.     Man  betrachte  nämlich  x  und  y  als  rechtwink- 

dxi 
lige  Coordinaten  eines  Curvenpunktes,  mithin  -^  als   die  Tangente 

dx 

des  Winkels,  welchen  das  Curvenelement  äs  mit  der  Abscissenachse 
bildet,  und  beachte,  dass  mittelst  der  zweiten  Gleichung  -j—  einen 

V»  X 

dy 
bestimmten    Werth    erhält,    sobald    x^    y,    und  -y-  gegeben  sind; 

dx 

die  Construktion  der  fraglichen  Curve  geschieht  dann  auf  folgende 

Weise.    Man  gehe  von  einem  beliebigen  Punkte  Xf)  yo  aus,  wähle  den 

dv 
entsprechenden  Werth  von  -—=?/'  gleichfalls  willkürlich,  etwa=  ^q^ 

et  X 


I 
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und  berechne  den  zugehörigen  Werth  von  -r-j  =  y" ,  welcher  yo" 

heissen  möge ;  wäre  nun  y  =  g)(x)  die  Gleichung   der  gesuchten 
Curve,  80  würden  für  unendlich  kleine  d  die  Beziehungen: 

o 


oder 


g)(ar-|-d)  =  (p  (x) -\- 8  (p' {x), 

q)ix-ir2S)  =  2  9(^+0)  — 9(;r)-f-«2y"(ar) 

stattfinden  und  dazu  dienen,  um  aus  9(07),  tp'Cx)',  (p*'(x)  der  Reihe 
nach9(ar-|-ö)  und  9(j?-f-2  6)  abzuleiten;  in  unserem  Falle  sind  lür 
s  -=  Xq  jene  Werthe  in  der  That  bekannt ,  man  kann  also,  von  dem 
Punkte  Xq  y^  ausgehend ,  zwei  neue  unendlich  naheliegende  Punkte 
Xiyi  und  x^y^  bestiinmen  und  zwar  wären  die  Abscissen  derselben: 

und  die  Ordinaten: 

yi  =  yo  +  yo'*»    y2  =  —  yo  +  2yi  +  yo"*'- 

Betrachtet  man  jetzt  2^2  ^1^  neuen  Ausgangspunkt,  so  lassen  sich 
wiederum  zwei  neue  Punkte  ^^3  ^3 ,  x^  y^  bestimmen  u.  s.  w.  Man 
ersieht  aus  dieser  Construktion ,  dass  die  gegebene  Differenzialglei- 
chung  das  gemeinschaftliche  Merkmal  einer  unendlichen  Menge  von 
gleichartigen  Curven  enthält;  sie  bestimmt  jede  dieser  Curven  voll- 
ständig, sobald  ein  Punkt  x^y^  der  letzteren  und  die  Richtung  der 
Tangente  in  diesem  Punkte ,  d.  h.  yo'  gegeben  oder  willkürlich  an- 
genommen ist.  Im  Allgemeinen  bleiben  also  zwei  Grössen  in  der 
Bestimmung  von  y  beliebig,  d.  h.  das  allgemeine  Integral  einer 
Differenzialgleichung  zweiter  Ordnung  enthält  zwei  Integrationscon- 
stanten.  Dies  ist  auch  analytisch  leicht  einzusehen.  Eine  Glei- 
chung zwischen  ar,  y,  y',  y"  würde  durch  einmalige  Integration  zu 
einer  Gleichung  zwischen  t«,  y,  y',  d.  h.  zu  einer  Differenzialglei- 
chung erster  Ordnung  werden,  welche  nach  den  früheren  Methoden 
zu  integriren  ist;  auf  jeden  Fall  bedarf  es  im  Ganzen  zweier  Inte- 
grationen, deren  jede  eine  willkürliche  Constante  mit  sich  bringt, 
und  demnach  muss  das  gesuchte  y  von  der  Form  9(j?,C, Q)  sein*). 


*)  Eine  Ausnahme  würde  die  obige  Behauptung  in  dem  Falle  erlcidenf 
wo  man  entweder  bei  der  ersten  oder  bei  der  zweiten  Integration  statt  des 
allgemeinen  Integrales  das  singulare  Integral  nähme.    In  jedem   speziellen 


% 
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Diese  Bemerkung  deutet  zugleich  den  Weg  an,  der  bei  der  Inte- 
gration der  DiflPerenzialgleichungen  zweiter  Ordnung  meistentheils 
eingeschlagen  werden  muss,  wie  man  aus  den  nachherigen  Beispielen 
sehen  wird. 

Wir  betrachten  zuerst  die  einfachsten  Formen  der  Differenzial- 
gleichung  2),  bei  welchen  zugleich  die  Integration  vollständig  aus- 
führbar ist. 

Erste  Form.  Die  rechte  Seite  von  Nro.  2)  enthalte  x  allein, 
sei  kurz  f(x)  =  X^  mithin: 

du* 
Die  Gleichung  ist  oft'enbar  identisch  mit  --—  =:  JT,  woraus 

dx 

y'  =  4^=  fxdx  4-  C 
dx      J 

folgt;  die  zweite  Integration  liefert  ebenso  leicht: 

y  =  I  dx  1  Xdx  -\-  Cx  -\'  Ci. 

Eine  bequemere  Form  erhält  das  Integral  durch  die  Bemerkung,  dass 
bei  theilweiser  Integration: 

/  xXdx  =  X  J  Xdx  —  I  dx  J  Xdx 

ist,  mithin  das  Doppelintegral  als  Differenz  zweier  einfacheren  Aos- 
driicke  angesehen  werden  kann;  dies  giebt: 


4) 


y  ■=  X  j  Xdx  —  /  xXdx  -f-  Cx  -|-  Q. 


Zweite  Form.   Der  zweite  Differenzialquotient  von  y  sei  als 
Funktion  von  y  allein  gegeben,  nämlich: 

Hier  kann  man  statt  der  linken  Seite  den  Ausdruck: 

dy''  ^^  dy*    dy  dy^    ^ 

dx  dy     dx         dy 

eintreten  lassen,  und  es  sind  in  der  nunmehrigen  Gleichung: 


Falle  lassen  sich  die  so  entstehenden  singularcn  Integrale  der  Differenzial- 
gleichung  ohne  wesentliche  Schwierigkeit  entwickeln,  indem  man  bei  der 
betreffenden  Integration  die  Lehren  des  §.  102  in  Anwendung  bringt;  eben- 
deswegen werden  wir  in  den  folgenden  Untersuchungen  den  singulären  In- 
tegralen keine  besondere  Aufmerksamkeit  mehr  widmen. 


j 


472  Cap.  XX    §  10.").  L  fforenzialgleich.  zweiter  Ordnung;  einfachste  Formen. 

dy' 
y  -—-  =  Fodcr  y^  dy'  =  Ydy 

die  Variabelen  gesondert.  Das  erste  Integral  der  Gleichung  5)  ist  daher: 

\y''i  =  Const.  -f  /  Ydy  oder  y'  =  V  6'+  'Ij  Ydy. 
Vermöge  des  VVerthcs  von  y'  erhält  man  daraus: 

dx  =r     ^         ^    

YC-^'ljYdy 

und  diu"ch  nochmalige  Integration: 

6)  X  =  f-j=JM=  +  Ci. 

c/    YC-\-2jYdy 

Ein  für  spätere  Untersuchungen  nicht  unwichtiges  Beispiel  bildet  die 
Differenzialgleichung : 

Hier  ist  2 J  Ydy  =  k'^y^^  mithin  das  vollständige  Integral: 

um  auf  ^  zu  reduziren ,  bilde  man  daraus  die  Gleichung : 
und  quadrire  dieselbe;  man  findet  sehr  leicht: 

d.  i.  wenn  man  zur  Abkürzung  die  constanten  Faktoren 

setzt,  wo  nun  A  und  B  ebenso  willkürliche  Constanten  wie  früher 
C  und  Ci  sind : 

Wäre  dagegen  die  Differenzialgleichung  gegeben: 

so  würde  man  2/  FJy  =  —  Ä;'-y2  erhalten  und  daraus: 

7  VC— Äj2y2  fc-  y^    ' 

und  umgekehrt: 

Yc' 

y  --.  1 stnk^x  —  6\), 

"^  k 
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oder  wenn  man  auflöst  und  die  Constanten  ändert: 
10)  y  =  Aicoskx  -f-  Bisinkx. 

Dieses  Resultat  hätte  sich  übrigens  aus  den  vorigen  dadurch  herlei- 
ten lassen,  dass  man  ky  —  lz=  ki  oxi  die  Stelle  von  k  treten  Hess, 
die  Gleichung: 

'  "^  Icxi  I 

e"~       =  coskx  X  i sink  sc 

benutzte  imd  zuletzt  ^  -)-  i?  =  -4i ,  (-4  —  B)i  =  Bi  setzte*). 

Dritte  Form.  Die  Differenzialgleichung  enthalte  nur  den 
ersten  und  zweiten  DifFerenzialquotienten  der  Unbekannten,  es  sei 
also: 

'  dafl        ■' \dwj  dm         ■'^"^ 

In  der  zweiten  Gestalt  sind  die  Variabelen  leicht  zu  trennen,  nämlich: 

12)  dm  =  i^,  also   m  =    f^  +  C. 

Um  ferner  y  zu  finden,  hat  man: 


*)   Auf  das  obenentwickelte  Integral  der  Differenzialgleichung: 

lässt  sich  das  der  folgenden  (nicht  zur  zweiten  Form  gehörenden)  Gleichung : 

^=z  ay  +  hx  +  c 

zurückführen.    Giebt  man  ihr  nämlich  die  Gestalt : 

y"=:ay'\'hx-j^c 
und  differenzirt  zweimal,  so  wird: 

Diese  Gleichung  stimmt  mit  der  ersten  überein  und  ihr  Integral  ist  bei  po- 
sitiven a  =  +  Ä;*: 

und  bei  negativen  «  =  —  fc*: 

y'*  =  ^1  cos  fcar  +  ^i  sin  kx. 
Anderersefts  folgt  aus  y*'  =^  ay  -^r  h x  -\-  c  umgekehrt: 


y 


__  y"  —  bx  —  c 


a 

und  indem  man  den  Werth  von  y"  substituirt,  ergiebt  sich  y,  —  Wäre  die 
Gleichung  allgemeiner  y'*  ==  ay  -{-  \p  (x),  so  würde  dieser  Kunstgriff  nichts 
helfen,  sondern  ein  anderes  Verfahren  eintreten  müssen,  welches  in  §.107 
auseinandergesetzt  ist. 
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13)         dy=y>dx=:3'-^,  folgüch  y  =fj^  +  Q- 

Dielntegralformeln  in  12)  und  13)  geben  x  und  y  ausgedrückt  durch 
die  dritte  Yariabele  y* ;  eliminirt  man  sie  aus  beiden  Gleichungen, 
so  bleibt  eine  Gleichung  zwischen  jr,  y.  C,  Q  übrig,  welche  das 
allgemeine  Integral  ist. 

Auf  eine  Gleichung  von  der  Form  11)  fuhrt  z.  B.  das  geome- 
trische Problem :  aus  einer  gegebenen  Relation  zwischen  dem  Krüm- 
mungshalbmesser C  eines  Curvenpunktes  jey  und  zwischen  dem  Win- 
kel o,  welchen  dieser  Krümmungshalbmesser  mit  der  Ordinaten- 
achse  bildet,  die  Gleichung  der  Curve  in  rechtwinkligen  Coordi- 
naten  abzuleiten.  Ist  nämlich  Q  =  .F'(g))  die  gegebene  Beziehung, 
so  hat  man  vermöge  der  Bemerkung,  dass  o  =  r,  (ono  =  y*  und 

^  =  (1  +  ,/if  :  y"  ist, 

^^^^^  =  FiÄrctany'), 


oder  umgekehrt: 


3 

-^  FiArctany'y 


mithin  nach  den  Fonnelu  12)  und  13): 

y  =  I r~  ^y^  +  ^1- 

Betrachtet  man  nicht  y' ^  sondern  Arctany*  =  o  als  unabhängige 
Variabele,  setzt  also  y*  =  tanco^  so  gewinnen  die  obigen  Glei- 
chungen die  symmetrische  Gestalt: 


X  =    I  F(jai)cosGi  da  -(-  A^ 
y  =   I   F(so)8in(o  da)  -f-  B^ 


und  man  kann  am  Ende,  wenn  es  sonst  möglich  ist,  a  eliminiren. 
Für  Q  =  asecco  z.  B.  ergiebt  sich  x  =  ao  -f-  -4,  y=al8ec(0'{-B 
oder: 

y  —  B  =  al  sec , 

als  Gleichung  der  gesuchten  Curve. 
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Eine  ähnliche  geometrisch^  Aufgabe  ist:  die  Gleichung  einer 
krummen  Linie  in  rechtwinkligen  Coordinaten  auszudrücken,  wenn 
der  Bogen  s  eine  gegebene  Funktion  des  Winkels  r  sein  soll,  den 
die  Tangente  am  Endpunkte  des  Bogens  mit  der  Abscissenachse  ein- 
schliesst.    Aus  s  =  F(v)  folgt  hier : 

und  weil  r  =  Arctany' : 

V  ^-ty     —        ^^ys2      y^      y    —  P'iArctanyi 

Benutzt  man  die  Gleichungen  12)  und  13)  und  setzt  nachher  Breton  y 
=  r  wieder  ein,  so  findet  man  sehr  leicht: 


X  =:    I  F\t)co8r  dt  -)-  A. 
y  =z    I  P(x)sint  dt  -j-  B. 


woraus  r  zu  eliminiren  ist.    So  erhält  man  z.  B.  für  8  =  iikcosxi 

a;  —  A  =.  fc  (2  r  —  sin  2  r), 

y  —  5  =  —  ÄJ  C05  2  r, 

und  wenn  man  2r  mit  einem  einzigen  Buchstaben  t  bezeichnet, 
X  —  J[  =  w,  y  —  B  =  V  —  k  setzt,  so  lehrt  die  Vergleichung 
mit  den  Werthen  von  u  und  v  auf  S.  66 ,  dass  die  gesuchte  Curve 
eine  gewöhnliche  Cyclbide  mit  k  als  Halbmesser  des  erzeugenden 
Kreises  ist. 

§.  106. 
Fortsetzung    und    Schluss. 

Vierte   Form.   In  der  Differenzialgleichung    mögen    nur  a?, 

-r^  und  -r4  vorkommen ,  sie  sei  also : 
dx  da^ 

Giebt  man  ihr  die  Gestalt: 

2)  %  =  fM% 

SO  enthält  sie  nur  die  beiden  Variabelen  x  und  y*  und  ist  in  Bezie- 
hung auf  y*  eine  Differenzialgleichung   erster  Ordnung ;  man  findet 
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daraus  y*  und  zwar  in  der  Form: 

3)  y  =  --^  =  g)(jr),  mithin  y  =  J  (p(x)dx-{'Con8L 

Dieses  Verfahren  passt  z.  B.  auf  das  geometrische  Problem,  die 
Curve  zu  finden,  in  welcher  der  Krümmungshalbmesser  eine  vor- 
geschriebene Funktion  der  zugehörigen  Abscisse  ist,  etwa  Q  =  if  (*)• 
Die  Diflerenzialgleichung  lautet  hier: 

3 


3 


oder  auf  y"  reduzirt : 

dy'  ^  (l^yQ- 
dx  ^(^)     \ 

was  mit  Nro.  1)  übereuistimmt.   Die  Trennung  der  Variabelen  giebt: 

dy'        dx 

Durch  Integration  folgt  hieraus: 

ii'  f*  dx 

wo  X  zur  Abkürzung  eingeführt  ist ;  mau  hat  nun  weiter : 

V'  =  ^  =         ^+^ 

dx         V^i_(A-_^C)-2' 

also  bei  nochmaliger  Integration: 

!/  =    f  -==^^£==dx  -\-  C 
^        J  Vi_(X4.C)2        ^     ^' 

x^ 
So  würde  z.  B.  ^  =  —  folgende  Werthe  bringen: 

X=  — — ,  y=z    1^  dx  4-  Ol, 

die  noch  übrige  Integration  ist  leicht  auszuführen  und  giebt  ver- 
schiedene Curven,  jenachdem  man  die  willkürliche  Constante  der 
Einheit  gleich ,  oder  kleiner  oder  grösser  wählt ;  im  ersten  Falle  er- 
hält man  eine  algebraische  Curve,  nämlich: 


y 


=  l(^^2a)\/^fH^  +  Q; 


im  zweiten  Falle  ist  die  Curve  logarithmischer  Natur,  im  letzten 
Falle  hängt  sie  von  der  Funktion  Ärcain  ab. 


N 
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Fünfte  Form.    Die  gegebene  Differenzialgleichung  entlialte 

dy    d^  y 
nur  y.  -t'i  "t^  nach  dem  Schema: 
^'   da'  da^ 

Lässt  man,'  wie  es  schon  früher  geschah, 

dy[_d£     dy__ay^ 
dx         dy    '  dx         dy 

an  die  Stelle  von  y"  treten,  so  nimmt  die  Gleichtmg  folgende  Ge- 
stalt an: 

lUnd  ist  eine  Differenzialgleichung  erster  Ordnung  zwischen  den  bei 
den  Variabelen  y  und  y*  \  man  findet  daraus : 

6)  y'  =  %=^  9>ö^), 

mithin  bei  Trennung  der  Variabelen  und  Integration: 

7)  X  =  1  — ^  -I-  ConaU 

Nach  dieser  Methode  lässt  sich  z.E.  das  geometrische  Problem  lösen: 
die  Curve  zu  finden,  in  welcher  der  Krümmungshalbmesser  eine  ge- 
gebene Funktion  der  zugehörigen  Ordinate  ist,  etwa  p  =  ^  (y).  Die 
Differenzialgleichung  lautet  nämlich: 

i-±O-=^(y)0dery"  =  iJ^ 

formell  übereinstimmend  mit  Nro.  4.  Nach  dem  angezeigten  Ver- 
fahren wird: 

y*  dy*       __     dy 

und  durch  Integration: 

wo  y  zur  Abkürzung  dient.    Der  Werth  von  y'  ißt  jetzt: 


y ^^^-r^ dx' 


mithin  die  Gleichung  der  gesuchten  Curve: 


^ 
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=    f         ^+^.  dy  +  (\. 


Das  Reäultat  hat  mit  dem  der  vorigen  geometrischen  Aufgabe  viel 
Aehnliehkeit ;  in  der  That  sind  beide  Probleme  nicht  wesentlich  ver- 
schieden ,  da  man  nnr  x  mit  y  und  entsprechend  X  mit  Y  zn  ver- 
tauschen braucht,  nm  das  eine  ans  dem  anderen  abzuleiten. 

Als  zweite  geometrische  Anwendung  diene  die  Bestimmung  der 
Curven,  in  welchen  der  Krümmungshalbmesser  mit  der  zugehörigen 
Normale  in  gcgdbenem  constanten  Verhältnisse  steht.  Aus  der  ge- 
nannten Bedingimg  folgt  unmittelbar ,  wenn  1  :  fi  jenes  Verhalt- 
niss  ist: 

oder: 

yy"  =  ft(l+y2). 

Die  Substitution  y"  =  y'  -j-  giebt  bei  Sonderung  der  Variabelen: 

femer  durch  Integration,  wenn  die  Constante  mit  pilb  bezeichnet 
wird: 

/  V  \  VJi^~^ 


endlich : 


Man  findet  mittelst  dieser  Formel  sehr  leicht,  dass  die  Curve  fiir  fi 

=  —  1  ein  Kreis,  für  ft  =  -f-  1  eine  Kettenlinie*),  für  ft  =  —  \ 
eine  Cycloide  und  für  ft  =  -|-  |  eine  Parabel  ist. 

Als  letztes  Beispiel  für  dieses  Verfahren  diene  die  Behandlung 
der  Aufgabe:  die  Gleichung  der  Curve  zu  finden,  deren  Bögen  pro^ 
portional  den  an  die  Endpunkte  derselben  gelegten  Tangenten  sind. 


*)  Die  Gleichung  derselben  in  rechtwinkligen  Coordinaten  |,  if  ist : 

L     -1. 

wo  k  die  im  Anfangspunkte  stehende  Ordinate ,  den  sogenannten  Parameter 
bezeichnet. 
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Bechnen  wir  den  Bogen  8  von  einem  Punkte  aus,  dessen  Abscisse  a 
ist,  und  bezeichnen  wir  mit  1  :  f(  das  Yerhältniss  des  Bogens  zur 
Tangente,  so  lautet  die  Bedingungsgleichnng : 

X 

fi  fy  1  _|_ j/2  da!  =-^  VTTy^; 

^  y 

a 
aus  ihr  folgt  durch  Differenziation  und  Reduktion  auf  y'* : 

und  mittelst  der  für  y"  angegebenen  Substitution : 

drj  y 

Die  Sonderang  der  Yariabelen  giebt  weiter: 

und  die  Integration  dieser  Gleichung,  wenn  die  Integrationscon- 
stante  mit  —  (1  —  ii)lk  bezeichnet  wird: 


oder : 


<rfi.)=-(ir''. 


Der  Werth  von  y',  durch  y  ausgedrückt,  ist  demnach : 

mithin  die  Qleichung  der  gesuchten  Cnrve: 

Die  Integrationsconstanten  h  und  h  bestimmen  sich  im  speziellen 
Falle  durch  die  zwei  Bedingungen,  dass  s  =  0  werden  muss  för 
d?  =  a,  und  dass  die  Curve  durch  einen  gegebenen  Punkt  a^y^  ge- 
hen soll.  Die  Gleichung  der  gesuchten  Curve  ist  übrigens  für  ft 
=  I  algebraisch  und  zwar : 

{je—hy  =  1 — , 

in  allen  Übrigen  Fällen  aber  transcendent. 


/ 
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§.  107. 

Die    linearen    Differenzialgleichungen    zweiter 

Ordnung. 

Unter  einer  linearen  Differenzialgleichung  verateht  man  wie 
früher  eine  solche,  in  der  sowohl  y  als  die  Differenzialquotienten 
dieser  Funktion  nur  in  der  ersten  Potenz  vorkommen;  demnach  ist 
die  Gleichung: 

worin  Xi^  X^  und  X  als  Funktionen  von  x  allein  angesehen  werden, 
das  allgemeine  Schema  einer  linearen  Differenzialgleichung  zweiter 
Ordnung. 

I.  Betrachten  wir  zunächst  den  einfachsten  Fall,  wenn  nämlich 
X=  0,  Xi  und  X^  constant  sind,  so  lässt  die  Aehnlichkeit,  die 
zwischen  der  Gleichung: 

und  der  in  §.  105  unter  Nro.  7)  betrachteten  Differenzialgleichung 
stattfindet,    auf   eine    ähnliche    exponentiale    Form    des   Integrales 

schliessen;  wir  setzen  daher  y  =  c  ,  wo  A  einen  vor  der  Hand 
noch  unbestimmten  Coefficienten  bedeutet.  Aus  der  Differenzial- 
gleichung 2)  wird  dann  die  algebraische  Gleichung: 

3)  A2 -f  aA  4- t  =  0, 

und  diese  ist  erfüllbar,  indem  man  A  gleich  einer  von  den  beiden 
Wurzeln  dieser  Gleichung  nimmt.  Bezeichnen  wir  die  letzteren  mit 
Ai  und  A2,  so  genügt  jede  der  Funktionen : 

y  =  e*i^  und  y  =  e^^ 

der  aufgestellten  Differenzialgleichung.  Indessen  sind  sie  nur  parti- 
kuläre Integrale  derselben,  da  ihnen  willkürliche  Constanten  abge- 
hen. Man  sieht  aber  auf  der  Stelle,  dass  auch  die  allgemeineren 
Ausdrücke : 

Ci  e^^  und  Q  e^«^, 

wo  Ci  und  C2  beliebige  constante  Faktoren  sind,  die  Differenzial- 
gleichung befriedigen  und  man  kann  nun  leicht  das  allgemeine  In- 
tegral aus  den  obigen  Ausdrücken  zusammensetzen;  es  ist: 

4)  i/  =  Q6^i^-f  Qe^^, 


\ 
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was  man  ohne  Mühe  prüfen  wird.    Das  hiermit  gefiindene  Integral 
bedarf  keiner  weiteren  Erörterung,   wenn  die  Wurzeln  Xi  und  t^ 
der  quadratischen  Hülfsgieichung  3)  reell   und  verschieden,   wohl 
aber  für  die  Fälle,  wo  sie  gleich  (also  reell)  oder  imaginär  sind. 
Für  ^2=^1  würde  die  Formel  4)  zur  folgenden  werden: 

y  =  (Q-f  Q)e^*  =  Const.  «^*, 

und  nicht  mehr  das  allgemeine  Integral  der  ursprünglichen  Diffe- 
renzialgleichung  darstellen ;  man  erhält  dann  letzteres  auf  folgendem 
Wege.  Sei  d  die  Differenz  zwischen  A2  und  Ai,  mithin  A3  =  A,i-|-d, 
so  ist  nach  Nro.  4),  indem  man  die  Exponentialreihe  benutzt: 

oder  wenn  Q  -f-  Q  =  C  und  Q  Ä  =  C  gesetzt  wird,  wo  nun  C  und 
C*  ebenso  beliebig  sind  wie  früher  C^  und  C3 : 

Für  8=0  werden  Ax  und  A3  gleich  und  es  ist  für  diesen  Fall 

5)  y  =  (€!'}- C'x)e^' 

das  allgemeine  Integral  der  Differenzialgleichung  2).  Besitzt  die 
quadratische  Hülfsgieichung  imaginäre  Wurzeln,  etwa: 

Ai  =  a  -f-  i'*'        Aj  =  a  —  /3i, 
80  verwandelt  sich  die  Formel  4)  in  die  folgende: 

y  =  Cie'^^(cosßa'^ismßx)-}'C2e''^(co8ßa — iainßa)^ 
d.  i.  wenn  Q  -f-  Q  =  -4  und  (Q  —  Q)!  =  B  gesetzt  wird: 

6)  y  =  e^CÄcosßx-^Bainßx). 
II.    Die  allgemeinere  Differenzialgleichung: 

lässt  sich  dadurch  integriren,  dass  man  dem  ^^  eine  ähnliche  Form 
wie  Nro.  4)  giebt,  sie  aber  dahin  verallgemeinert,  dass  die  Coef- 
ficienten  Ci  und  Q  nicht  mehr  als  constant,  sondern  als  zwei  unbe- 
kannte Funktionen  von  a  angesehen  werden.    Nehmen  wir  also: 

wo  Ai  und  A)  dieselbe  Bedeutung  wie  vorhin  haben ,  so  wird : 
4äf-  =  AiMie*i*  + Aawge^«* 


dx 


•^  dx    ^^  dx 


SchlOmiUh,  Analyst».  ^1 
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und  da  wir  über  Ui  und  it2  noch  disponiren  können,  so  dürfen  wir 
voraussetzen,  dass: 

9)  e^''  P^  -\-  M  ^  =  0 

da      '  da 

sei ,  wodurch  sich  die  vorige  Gleichung  auf  die  erste  Reihe  reduzirt. 
Differenziren  wir  die  nunmehrige  Gleichung: 

ua 
noch  einmal,  so  wird: 

da^  da     ^  da 

Wir  substituiren  nun  die  fiir  y-,  y,  y"  gefundenen  Werthe  in  die 
ursprungliche  Differenzialgleichung,  und  erhalten  dadurch: 

+  '■•^•47  +  '""'^  =  * 

welche  Gleichung  sich  bedeutend  vereinfacht,  wenn  man  benierkt, 
dass  k^-j-aX-\-b  £urA  =  Ai  und  für  k  =  X^  versch^ndet;  es  bleibt 
nämlich : 

,0)  x,«^*4^4-A,^*4^  =  x 

da     ^  da 

Die  Gleichungen  9)  und  10)  dienen  zur  Bestimmung  der  Differen- 
zialquotienten  von  Ui  und  tx^,  mithin  auch  zur  Ermittelung  von  t^i 
und  U2  selbst;  man  findet: 

dui  _  Xe-^^  _  Ci-^-fXe—^^da 

da         X\  —  ^2  Ai  —  A2 

du^  _X£^  _  C^-j-fXe-^^da 

da  A«|— Aj  Aj"— Ai 

wo  Ci  und  C2  die  Integrationsconstanten  bezeichnen;  nach  Formel 
8)  ist  jetzt: 

(Q  +/Xe-^i^  da)  M  —  (Qg  ^fXe"^^  da)  g^^ 

das  allgemeine  Integral  der  Differenzialgleichung  7).  —  Für  Xi 
=  X2  bedarf  die  Formel  einer  Modifikation,  die  sich  auf  ähnliche 
Weise  wie  in  I.  ausführen  lässt.  Setzen  wir  nämlich  X^  —  Ai  =  ^, 
also  Aa  =  Ai  -j-  Ä ,  so  wird : 
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y—      ^  g 


und  durch  Entwickelung  der  Grössen  e  ^  und  e    *** : 

X,x  ^ 

y  =  ^{C^--Ci-}-C^da-^da/Xe-^i^dx--d/a!Xe'-'^'^dx-{-etc.}  , 

wo  unter  „etc."  alle  die  Glieder  verstanden  sind,  die  Ä^,  d«,  d*  etc. 
als  Faktoren  enthalten;  fUr  Q  —  C'i  =  Cd  und  indem  man  Oöx 
für  62*^^  schreibt,  lässt  sich  d  heben,  und  schliesslich  ergiebt  sich 
für  «  =  0 : 


12) 


y  =  (C-^C'x—j  aXe—^^'^dx-^-x  fxe-^y^dx)e^''. 


Wären  endlich  die  Wurzeln  ki  und  A^  imaginär,  so  würde  man  wie 
früher  Ai=±a-|-j3i,Aj  =  a  —  ßi  setzen;  aus  der  Formel'  11) 
wird  in  diesem  Falle: 

13)  y  =  —  (^  — y  Xe^'^'sinßx  dx)co8ßx 

+  (5+  y  Xc— "^  cos ß X  dx)  sinßxl . 

Als  Beispiele  mögen  die  Werthermittelungen   einiger  bestimm- 
ten Integrale  dienen.    Sei  erstlich: 

/oo 
sinxt       dt 

0 

so  giebt  die  ein-  und  zweimalige  Differenziation ,  welche   letztere 

gerade  noch  erlaubt  ist: 

00  00 

dy  r cosxt  d^y  Csinxt    t^dt 

dx~  J  X24T2        '        dx^~  '^  J      t      xä+Tä' 
und  hieraus  kann  man  die  DifferenziaJgleichung : 


00 

rainxt  ,  , 

—  x2y  =   —  y  —^dt=—  \7C 


d^y 

dx^ 

b 

bilden;  im  Vergleich  mitNro.7)  ist  d  =  0,  ^  = —  x«,  X=^  —  i», 

femer  A  =  i  x,  also  vermöge  der  Formel  11): 

WO  Ä  und  B  neue  willkürliche  Constanten  bezeichnen.  Um  sie  im 
vorliegenden  Falle  zu  bestimmen,  bemerken  wir,  dass  für  x  =  0 
ursprünglich : 

31* 
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00 


^  ~~    '        dx~  J  x*+ti~  2x 


0      + 

wird;  setzt  man  für  y  seinen  nachherigen  Werth,  so  sind  diese  Glei- 
chimgen : 

worans  ^  =  0  und  B  = t—^  folgen.     Die  Yergleichung  der 

firüheren  und  späteren  Werthe  von  y,  y'  und  y"  liefert  nun  folgende 
drei  Integralfonneln :  « 


/ 


00  ^ 

sifixt       dt  % 


t       x«+«»         2x« 

00  _00 


7  x2-ft«'''~"   2x*        '    Jü^^T^'^^—   2^        ' 
0  0  ' 

welche  mit  den  Resultaten  des  §.92  übereinstimmen.   Für  ein  zwei- 
tes Beispiel  sei: 


r  dt    _^t 


0      + 

und  X  wesentlich  positiv.    Man  findet  sehr  leicht: 

dx~        J  x2+t2         '     dx^  ~  ^J  xM-t«         ' 

0  0  ' 

und  daraus  die  Differenzialgleichung : 

^  +  ..,  =  /.-«  .,  =  -L. 

0 
Nach  Formel  13)  giebt  dies  für  c  =  0,  /J  =  x,  -T  =  — 

SB 

\a  r^^^ j    Icosxx    .  C_  ,     Pcosxx  .   iamxx 

» = M  -  7  -:r-^*  i-^r-+P +7  "t-H-it' 

beiAenderung  der  Integrationsconstanten  darf  man  dafür  schreiben: 

XX  XX 

0  «> 

wie  sich  unter  Anderem  leicht  mittelst  Reihenverwandlungen  veri- 


% 
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fiziren  Hesse;  erinnert  man  sich  zugleich  an  die  Definitionen  des 
Integralsinus  und  Integralcosinus,  so  ist: 

Um  die  Constanten  Äi  und  Bi  dem  vorliegenden  Falle  anzu- 
passen, nehmen  wir  erst  j?  =  0,  wodurch  y  seiner  ursprünglichen 

Bedeutung  nach  in  —  übergeht;  mit  dem  nachherigen  Werthe  von 

y  verglichen,  giebt  dies  Ai  =  |sr,  also: 

y  =  ^Iüt—St(7cx)\  _-|-.;j9i+Ct(xa:)  — ^; 

nehmen  wir  zweitens  or  =  go,  so  verschwindet  y,  zugleich  wird 
Ät(oo)  =  I»,  Ct  (00)  =  0,  folgUch: 

sin  00 

bei  der  Unbestimmtheit  von  ßin  oo ,  welches  alle  möglichen  zwischen 
—  1  und  -^  1  liegenden  Zahlen  bedeuten  kann,  ist  die  obige  Be- 
dingung nur  durch  P^  =  0  erfüllbar.  Wir  gelangen  so  zu  dem 
Besultate : 

00 

weiches  durch  beliebige  Differenziationen  in  Beziehung  auf  ai  oder 
X  eine  Reihe  anderer  und  ähnlicher  Formeln  liefert. 


S.  108. 
Fortsetzung   und   Schluss. 

4 

Wenn  wir  uns  im  vorigen  Paragraphen  auf  den  Fall  constanter 
Coefficienten  Xi  und  X2  beschränkten,  so  haben  wir  nun  die  allge- 
meinere Voraussetzung  variabeler  Coefficienten  zu  machen,  wobei 
wir  ähnlich  wie  früher  unterscheiden,  ob  die  rechte  Seite  der  Diffe- 
renzialgleichung  (X  in  Nro.  1  des  vorigen  §.)  der  Null  gleich  oder 
von  ihr  verschieden  ist. 

I.  Kennt  man  zwei  partikuläre  Integrale  yi  und  y^  der  Di£- 
f erenzialgleichung : 


# 
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80  Ut  das  allgemeine  Integral  wie  früher: 

2)  y  =  (\yi  +  Qy», 

wo  Ci  and  C^  die  willkürlichen  Constanten  bezeichnen;  die  Richtig* 
keit  dieser  Bemerknng  bestätigt  sich  aagenblicklich ,  sobald  der  für 
y  angegebene  Werth  in  die  Differenzialgleichnng  substituirt  und 
beachtet  wird,  dass  der  Yoraussetznng  zufolge  die  Gleichnngen : 

^  +  x.f»  +  *»  =  . 

stattfinden.  Zwischen  den  beiden  partikulären  Integralen  yi  und  y^ 
muss  nun,  eben  weil  sie  beide  einer  dritten  Gleichung  genügen, 
eine  Beziehung  existiren,  vermöge  deren  das  eine  aus  dem  anderen 
abgeleitet  werden  kann;  dieser  Zusammenhang  wird  auf  folgende 
Weise  sichtbar.  Es  sei  Y  eine  bekannte  Funktion,  welche  die  Diffe- 
renzialgleichnng befriedigt,  d.h.  ein  partikuläres  Integral  derselben, 
so  kann  man  sich  denken,  dass  das  andere  die  Form  Yz  habe,  wo 
z  der  Quotient  beider  Partikularintegrale,  mithin  eine  noch  unbe- 
kannte Funktion  von  x  ist.  Die  Substitution  y  =  Yz  giebt  nun 
statt  der  Gleichung  1)  die  folgende: 

^,d^z     ,     ^dY  dz     .    d^Y 
c?a?2     '         dx   dx    ^     dx^ 

oder  in  anderer  Anordnung: 

nach  der  gemachten  Voraussetzung  verschwindet  hier  der  Coefficient 
von  z  und  es  bleibt,  wenn  der  Differenzialquotient  von  z  mit  z'  be- 
zeichnet wird: 


dz 
dx 


''f. + (^'  ^+' 


H)^ = «■ 


Diese  Differenzialgleichung  kann  durch  Sonderung   der  Variabelen 
leicht  integrirt  werden,  nämlich: 
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Iz'  =  —  2iY—   JX^dx, 
femer  durch  Rückgang  auf  i^  und  z : 

dx  Y^ 

J    Y^ 
Setzt  man  nunmehr  Y  und  Yz  an  die  Stelle  der  beiden  partikulären 
Integrale  ^i  und  y^  in' die  Formel  2),  so  ist: 

3)  y=rjci+q,/-^e-M«^j. 

Das  allgemeine  Integral  der  Differenzialgleichung  1)  würde  sich  also 
jederzeit  entwickeln  lassen ,  wenn  man  nur  eines  ihrer  partikulären 
Integrale  anzugeben  wüsste.  Zur  Aufsuchung  dieses  letzteren  giebt  , 
es  zwar  keine  allgemeine  Regel,  doch  aber  ein  Hülf^mittel,  nändich 
die  Substitution  von  Reihen,  deren  Anwendung  hier  ganz  dieselbe 
ist,  wie  bei  den  Differenzialgleichungen  erster  Ordnung J 

Beispiel  1.    Die  gegebene  Differenzialgleichung  sei: 

.*>  S+T  :£  +  ">  =  »• 

und  behufs  der  Auffindung  eines  partikulären  Integrales: 

y  z=i  Äq  -f-  A^x  -\-  Ag^x^  •■\-'  A^x^  -}-...., 

wodurch  man  statt  der  Gleichung  4)  die  folgende  erhält: 
2^1 


X 


-|-  (6  Ja-fjfcMo)  +  (12^3+fcMi> 


aus  dieser  ergeben  sich  fiir  die  Coefficienten  folgende  Werther 

1.2  M 

^1=0,     ^  =  --   ^,     ^  =  0,      ^4  =  + 


6  '       ^  "■     '      "*  —    I    6,20' 
und  es  ist  daher: 

y  —  A^  11-77273   +    1.2.3.4.6  "••' 
Dieser  Ausdruck  lässt  vermuthen,  dass: 

Aq   sinkx       ,    .  «    ,        ^       sinkx 

y  =  -;-, und  einfacher   Y  = 

k       X  X  ' 

ein  partikuläres  Integral  der  Differenzialgleichung  sein  werde,  was 
sich  in  der  That  bestätigt,  wenn  man  Ffiir  y  in  Nro.  4)  substituirt» 
Der  Formel  3)  zufolge  ist  nun  das  allgemeine  Integral : 
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oder  endlich,  indem  man  C)  =  —  Cq  I;  setzt : 

^^                                      Ct^eoskxA-Ct  sinkx 
6)  y= ^: 

Beispiel  2.    Die  gegebene  Differencialgleidnmg  sei: 
6)  0  -  (*»+8)y  =  0, 

und  hjpothetiBch : 

y  =  i4o  +  -^1*  +  -^**  +  -^»*'  + 

Durch  Substitution  dieses  Werthes  bestimmen  sich  die  Coefficienten 
^,  Äz'i  A4  etc.  leicht,  Ä^  und  Ai  bleiben  unbestimmt  und  man  hat: 

Dies  wäre  schon  das  allgemeine  Integral  6),  aber  es  steht  insofern 
unter  einer  ungünstigen  Form,  als  man  das  Bildungsgesetz  der  Coef- 
ficienten erster  Reihe  nicht  übersieht.  Die  zweite  Beihe  dagegen 
scheint  einfacher  gebildet  und  mit  der  folgenden: 

identisch  zu  sein;  in  der  That  genügt  der  Ausdruck  x^'  der  Dif- 
ferenzialgleichung  6)  und  kann  demnach  für  Y  genommen  werden; 
die  Formel  3)  giebt  nun: 

7)  y^x^'jC+Qy'ife-*! 

n.    Betrachten  wir  endlich  die  allgemeinste  lineare  Differen- 
zialgleichung  zweiter  Ordnung: 

so  liegt  die  Vermuthung  nicht  fem,  dass  ihr  Integral  von  ahnlicher 
Form  wie  das  Integral  der  ähnlichen  Differenzialgleichung  1)  sein 
werde;  wir  nehmen  daher  analog  der  Gleichung  2): 
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und  verstehen  dabei  nnter  ^i  .und  y^  die  beiden  partikulären  Inte- 
grale der  einfacheren  Gleichung: 

nnter  ui  und  u^  zwei  noch  unbekannte  Funktionen  von  x.  Die  letz- 
teren bestimmen  wir  nach  der  schon  im  vorigen  Paragraphen  bei 
Nro.  n.  angewandten  Methode,  welche  man  die  Variation  der  Con- 
stanten genannt  hat.     Unterwerfen  wir  t^i  und  u^  der  Bedingung: 

"'        «^+»^=«. 

so  wird  der  Differenzialqnotient  von  y 

wir  differenziren  diese  Gleichung  noch  einmal  und  substituiren  die 
Werthe  von  y^  y*  und  y**  in  die  Gleichung  8) ;  dadurch  nimmt  letz- 
tere die  folgende  Form  an: 

dyi    duj^     ■     dy^  du^  _  ^ 
dx     dx  dx    dx  ^* 

Der  Voraussetzung  nach  genügten  ^i  und  y^  der  Differenzial- 
gleichung  10),  daher  verschwinden  die  mit  u^  und  u^  multiplizirten 
Glieder,  und  als  zweite  Bedingung  für  Ui  und  u^  bleibt: 

12)  ^^      ,^2^^^^ 

dx  dx    ^^  dx  dx 
Aus  den  Gleichungen  11)  und  12)  findet  man: 

dui  Xy2 


dx 


dih  ^yi 


^'  dx  ~y^i7 


oder  kürzer,  wenn  man  den  Differenzialquotienten  einer  gebrochenen 

FunktioB  —  mit  |  — 1  bezeichnet: 
g  Vq  A 


dui  X  du^  X 


y^  \r\  yi 


hJ  Lyi 


M 


ß 


Durch  IntegrBtH»  M^ea  hiermns  die  Wcrtke  tob   Mi  mid  %, 

naeli  FoTXDel  9j  ezidlieh  ist 

dM  angemeine  Integral  der  DilTerpnfialgieifhnng  8). 

Beispiel  1.     Bildet  msii  vu  der  DilTei ciuMigleiclnnig 

<ix'  X      dx  * 

zunächst  die  einfachere  DifTerenzialgleichong 

B  +  T  J^  - '■.  =  ». 

welche  mit  der  unter  Kro.  4)  betrachteten  identisch  ist,  so  sind  nach 

Formel  5) 

coskx        .  Mmkx 

jfi  =  —^  und  fft  =  —~ 

die  partiknlaren  Integrale  der  letzteren;  die  Formel   13)  giebt  mm 

als  allgemeines  Integral  Ton  Nro.  14). 

Beispiel  2.     Die  gegebene  Differenzialgleichniig  sei 

mithin  die  entsprechende  einfachere  Gleichung: 

Als  partDmlares  Integral  derselben  findet  man  x  und  als  allge- 
meines CiX  -\'  C^xlx^  mithin  yi  =  «,  ys  =  '^'  und  nacb  For- 
mel 13) 

17)     y  =  x    C^  -  f\xXlx  dx  1  + xZir  I  Cfj-  JXdx   l 

als  allgemeines  Integral  der  Differenzialgleichung  16). 


S.  109. 

Nichtlineare  Differenzialgleichnngen  zweiter 

Ordnnng. 

Wenn  eine  Differenzialgleichung  zweiter  Ordnung  weder  linear 
ist,  noch  einer  der  in  den  §§•  105  und  106  betrachteten  Formen  an- 


% 
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gehört,  mithin  keine  der  Grössen  /p,  y,  -r*  in  ihr  fehlt,  so  hat  man 

nur  wenig  Mittel  zu.  ihrer  Integration.  Das  nächstliegende  ist  of- 
fenbar, durch  Substitution  neuer  Variabelen  eine  der  früheren  For- 
men herbeizuführen;  .um  aber  zahlreicher  Versuche  überhoben  zu 
sein  und  eine  möglichst  vortheilhafte  Substitution  rasch  zu  finden, 
kann  man  sich  der  Methode  der  Variation  der  Constanten  bedienen. 
Letztere  besteht  immer  darin,  dass  man  die  Differenzialgleichung 
vorerst  durch  Weglassung  eines  ihrer  Glieder  vereinfacht,  diese  spe- 
zialisirte  Differenzialgleichung  integrirt  und  nun  dem  Integrale  der 
allgemeinen  Differenzialgleichung  dieselbe  Form  giebt,  nur  mit  dem 
Unterschiede,  dass  man  die  Grössen,  welche  in  dem  Integrale  der 
spezialisirten  Differenzialgleichung  als  willkürliche  Constanten  figu- 
rirten,  als  unbekannte  Funktionen  der  unabhängigen  Variabelen  an- 
sieht. Eine  Anwendung  dieses  Verfahrens  ist  folgende.  Die  gege- 
bene Differenzialgleichung  sei 

worin  £  und  Y  Funktionen  von  x  und  y  allein  bezeichnen  mögen. 
Wäre  die  Differenzialgleichung  einfacher : 

SO  würde  die  Integration  sehr  leicht  sein,  man  fände  nämlich 

dy  —fXdx 

woraus  y  selbst  leicht  herzuleiten  ist.  Versuchen  wir  nun,  ob  der 
Differenzialgleichung  genügt  werden  kann,  wenn  man  für  j^'  einen 
Ausdruck  von  derselben  Form  setzt,  aber  an  die  Stelle  der  Integra- 
tionsconstante  C  eine  neue  Funktion  z  von  x  treten  lässt.  Mittelst 
der  Substitutionen 

dy  _     -fJCdx        d^y         /dz  \    ^fXdx 

2)  "J"  =^*  'i       ,  o  =  VT"  —  Xz)e 

^  dx  dx^         \dx  ./ 

verwandelt  sich  die  Gleichung  1)  in  die  folgende 

dz    .    „  „  —fXdx 
-JfYzU  =0, 

oder,  indem  man  beachtet,  dass  die  Beziehungen 

dz         dz      dy  — fXdx        dv 

dx         dy      dx^  dx 

stattfinden : 
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.  Da  im  Allgemeinen  y'  von  Null  yerschieden  ist,  so  moss  der 
Inhalt  der  Parenthese  gleich  Null  sein.  Dies  giebt  eine  DiflTeren- 
sialgleichnng  mit  gesonderten  Yariabelen  und  zwar: 

xr  =  Co  «  ; 

femer  durch  Substitution  in  Nro.  2) : 

dy^_ft   "-f^^y    -fXdx 

hier  sind  die  Yariabelen  nochmals  trennbar  und  man  gelangt  so  zu 
dem  allgemeinen  Integrale : 

r/Ydy  ^  ^.r-fXdx  ^      ,    ^ 

8)  Je  dy  =z  Cq  J  e  d«  -|-  Q. 

Als  geometrisches  Beispiel  diene  die  Aufgabe:  die  Curve  zu 
finden,  in  welcher  die  von  einer  gegebenen  Ordinate  ab  gerechnete 
Fläche  u  in  constantem  Verhältnisse  zu  dem  Bechtecke  steht,  dessen 
eine  Seite  die  letzte  Ordinate  y  der  Fläche  u,  und  dessen  andere 
Seite  das  harmonische  Mittel  aus  der  Abscisse  a  und  der  Subtan- 
gente  t  ist.  Bezeichnen  wir  mit  (i  :  1  das  gegebene  Verhältniss,  so 
lautet  die  Bedingung: 

4)  U  =   ^-_y; 

man  hat  aber,  wenn  a  die  Abscisse  derjenigen  Otdinate  bedeatet, 
von  welcher  ab  die  Fläche  u  gerechnet  wird: 

X 


r  du 

u  =  Jydx,        y  =  — , 


a 
femer  für  die  Subtangente 

dy        du       d^u 
^  '  dx        da  '   da^  ' 
nach  Substitution  der  für  y  und  t  angegebenen  Werthe  und  bei  ge- 
höriger Anordnung  erhält  die  Gleichung  4)  die  folgende  Form: 

d^u     ,    J^  ^ 2jt  fdu_Y  ^ 

dx^     '^    X    dx  u    \dx/  ' 

welche  mit  der  Gleichung  1)  übereinstimmt ,  wenn  man  sich  ti  f ür  y 
geschrieben  denkt.     Nach  Formel  8)  wird  uun 

=  Colx  +  Ci, 


!■ 


u^A* 


wo  die  Fälle  f^  =  3  und  ft  ,^  ^  zu  unterscheiden  sind.     Der  erst« 


Fall  giebt 

iw  =  Co  /j?  4.  Q  ,     u  =  €^^  a  "" 
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ferner  dureh  Differenziation  nnd  Aenderung  der  Constanten 

y  =  kJ", 

aUo  Parabel]^.     Im  zweiten  Falle  wird 


«  =  [(i-2^)(q,/*-|-Ci)]^  ^^ 

mithin  i3t  die  Gleichung  der  Curve  von  der  Form 

Die  Constanten  bestimmen  sich  durch  die  Bedingungen,  dass  u 
mit  a  gleichzeitig  verschwindet  imd  dass  die  Curve  durch  einen  ge- 
gebenen Punkt  ^0  ^0  geben  soll.  Nimmt  man  z.  B.  ft  =  | ,  ^  =  6^, 
J?  =  —  h^la^  so  sind  die  Werthe  von  y,  i  und  u\ 


l 


(v)' 


nnd  diese  befriedigen  in  der  That  die  Gleichung  4)  für  ft  =  |;  die 
Fläche  u  ist  hier  von  der  Stelle  w  =  a  aus  gerechnet,  an  welcher 
die  Curve  vom  Negativen  zum  Positiven  übergeht. 

Gehort  eine  nichtlineare  Differenzialgleichung  zweiter  Ordnung 
weder  zu  der  vorigen  Form  noch  zu  den  in  den  §§.  105  und  106 
betrachteten  Fällen,  so  muss  man  zur  Integration  durch  Beihen  oder 
durch  bestimmte  Integrale  seine  Zuflucht  nehmen,  wie  in  §.  111  ge- 
zeigt werden  soll. 

§.  110. 
Differenzialgleichnngen  höherer  Ordnungen. 

Wenn  es  schon  für  die  Differenzialgleichnngen  erster  und  zwei- 
ter Ordnung  keine  allgemeine  Integrationsmethode  giebt,  so  wird  es 
nicht  befremden,  dass  die  Differenzialgleichnngen  höherer  Ordnungen 
nur  selten  in  geschlossenci^  Form  integrirt  werden  können.  In  der 
That  sind  es  nur  die  linearen  Differenzialgleichnngen,  über  deren 
Integration  etwas  Allgemeineres  und  zwar  das  Folgende  bekannt  ist. 

I.    Wir  betrachten  zunächst  die  Differenzialgleichung: 
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i  nochmaliger  Differenziation : 

d"y             d^jr,    ,        d"y,                            **»„ 
*-  =  ttl  — —   +  tu  — ^^—  +  ...+«_  

d"-^y,   £115    ,    d"-^y,  dt^    ,  ,    «^*~^yn    «*«» 


wo  der  zweite  Thöl  nicht  gleich  NnU  gesetzt  wird,  weil  noch  die 
Differenzialgldcfanng  7)  zn  erfüllen  iat.      Nach   Snbatitation  der 

Wcrthc  von  v,  ^,    -;-?,   .  .  .  — -  und  mit  Beaehtans  des  Um- 

Standes,  dass  jede  der  Funktionen  yi«  ys)  •  •  •  ^n  der  Gleichling  5) 
genögt,  verwandelt  sich  die  Differenzialgleichnng  7)  in: 

dsfl^^    ^«  dÄ^~^  dx     •    •  •    »     ^,1»— 1    dx 

Mit  den  Gleichungen  9),  10),  11)  etc.  zosanunen  hai  man  jstst 
zwischen  den  n  Unbekannten 

dui      du^       duz  d^n 

dx  ^     dx  ^    dx  ^   '  '  '  dx 
die  folgenden  n  Beziehungen : 

dui     .  duf       ,  ,  ^"n  ^ 

»>-d7+ J"-d7-+---'+y»-dr  =<» 

dyi    dtti^.dyi     äu,^    ,  _i_f?^l!5l_.0 

d*     dx  dx     dx     ''''''      dx     d« 

^dt^^.d^jtedt^  if^lüü—O 

d«»    d*  "•     d«»    dx     '    '  ■  *  '  "•"   d«»    d« 

d»-2y.    dui         d»-gy,  du,  ■     ^^''^gn  <^"n  _ 

d^j»»-2    d«    "^    d«"-2   d«    t"  •  •  •  •  1"    ^^—2     d« 

d^^yi    d«i        d»-^yt  dt/,  I    ÜÜ!*»  ^ _  _X- 


'» 
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welche  rücksichtlich  jener  Unbekannten  vom  ersten  Grade  sind.  Man 


dui       du2 


du 


n 


kann  demnach  -j—  ,    r-r-^    .  j  .  -r —  jederzeit  bestimmen  und  erhält 

€L  JS  CLSB  u  tC 

sie  als  Funktionen  von  j?,  etwa 

da:    ~^''     dx    ~^^' da!    ~^' 

daraus  folgen  t/i ,  t^ ,  .  .  .  t/^  selbst  und  zuletzt  ist  nach  Formel  8) : 

y  =  yi  [y  zi  ^^  +  <^j  +  2^2  Ly  ;C2  ^^  +  QjJ  + 

das  allgemeine  Integral  der  DiOFerenzialgleichung  7). 

§.  111. 
Integration  durch  Beihen  und  bestimmte  Integrale. 

Wie  bei  den  Differenzialgleichnngen  erster  Ordnung,  so  greift 
man  auch  bei  den  Differenzialgleichungen  höherer  Ordnangen  in 
allen  den  Fällen  zur  Integration  durch  Beihen,  wo  die  bifaker  ange- 
gebenen Mittel  ihre  Dienste  versagen.  Das  Verfahren  an  sich  bleibt 
dasselbe  wie  früher,  ist  auch  schon  in  §.  108  angewendet  worden 
und  würde  keiner  besonderen  Erwähfiung  weiter  bedürfen,  wenn 
nicht  der  Umstand  hinzuträte,  dass  es  nicht  selten  glückt,  die  ent- 
wickelte Reihe  durch  bestimmte  Integrale  zu  summiren.  Man  er- 
langt in  diesem  Falle  den  grossen  Vortheil,  die  unbekannte  Fxmk- 
tion  in  geschlossener  Form  darzustellen  und  im  Voraus  die  Fälle 
übersehen  zu  können,  in  denen  die  Integration  auf  gewöhnlichem 
Wege  gelungen  sein  würde.  Ein  ausgezeichnetes  Beispiel  dieses 
Verfahrens  bietet 

die  Riccati'sche  Differenzialgleichung,  welche,  ob- 
gleich von  der  ersten  Ordnung: 

für  beliebige  (i  nicht  unmittelbar  integrabel  ist  Sie  lässt  sich  übri- 
gens auf  eine  in  mancher  Beziehung  einfachere  DiflFerenzialgleichung 
zweiter  Ordnung  bringen,  indem  man  setzt: 

1    dz 

wo  z  eine  neue  Unbekannte  bezeichnet;  es  wird  nämlich: 

S c hl 0 milch,  Analysis.  32 
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3)  "4- =  aft«^r  =  c»4B^if, 

wenn  c'  zur  Abkürzung  für  ah  dient.  Wären  die  partikolären  In- 
tegrale Zi  und  z^  der  linearen  Differenzialgleiclxnng  3)  bekannt, 
so  würde 

4)  z  =  (\z^ -]- C^z^ 

das  allgemeinere  Integral  derselben  sein  und  man  hatte 


a     CiZi  •■\-  C^z^  a     Zi  -\-  Cz^ 

als  allgemeines  Integral  der  Biccati'schen  Gleichung. 

Um  nun  die  Differenzialgleichung  3)  zu  integriren,  setzen  wir 

6)  z'=  ÄxP  -f-  ÄixPi  4-  4i «''•  + j 

indem  wir  sowohl  die  Coefficienten  als  die  Exponenten  vor  der  Hand 
unbestimmt  lassen;  aus  der  Gleichung  3)  wird  jetzt  die  folgende: 

welche  besteht,  wenn  das  erste  Glied  linker  Hand  verschwindet  und 
im  Uebrigen  die  Coefficienten  und  Exponenten  beiderseits  gleich 
sind.     Demnach  hat  man  folgende  Gleichungen: 

P(J>-1)  =  0, 
Pf»  —  2  =  /*  +  Pn-i  ^  ^n  (Pn  "  1)  =  <'*^-l' 

in  denen  der  Reihe  nach  n  =  1,2,3  etc.  zu  setzen  ist.  Die  erste 
Gleichung  kann  anf  zweierlei  Weise  erfüllt  werden,  durch  p  :=  0 
und  durch|>=l;  die  erste  Annahme  giebtpi=(i-\-2,  pi=z2^-\-i, 
«3  =  3  u  -f-  6  etc. ,  woraus  sich  nachher  Äif  A^y  Ag  etc.  bestim- 
men; man  erhält  überhaupt: 

'  —  ^  +  (^-fl)0t4-2)  +  0t+l)0t+2).(2/t+3)(2ft+4) 

+  0H-l)(H-2)-(2H-3)(2f*-H).(3M-5)(3H-6V  "" 
und  im  zweiten  Falle  p  =  1: 

—  Acixf^^        , ^c^^H-5 

'  —  ^*+(^+2)0t+3)  +  (ft4-2)  (p+3)  .  (2,t+4)(2p+5) 

+  (;t+2)  OH-3) .  (2  H-4)  (2  P+ö) .  (3  p+6)  (8  ^T)"*"  •  •  •  ■ 

Beide  Ausdrücke  für  z  sind  partikuläre  Integrale  mit  der  einen 
willkürlichen  Constante  A     Giebt  man  ihr   in   der  zweiten  Glei^ 


•\ 


1 
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chung  einen  anderen  Werth  als  in  der  ersten,  so  ist  das  allgemeine 
Integral : 

^ '      \  '^(;t4-i)(H-2)"^0H-i)(H-2).(2f»-|-3)(2H-4) '  "'S 
"^     r  "^  (M-2XH-3)'^(H-2)(M-3).  (2,H-4)(2H-5)'^  ■"! 

Die  Summen  der  beiden  vorstehenden  Reihen  lassen  sich  leicht 
auf  folgendem  Wege  finden.     Es  ist  identisch : 

1 

0 

und   wenn   zur  Integration   der  einzelnen  Glieder  rechterseits    die 

Formel 

1 

\l-t^-l  t^-l  dt  =    ^y  ^^^^ 
verwandelt  wird,  so  wird  aus  der  Reihe  die  folgende: 

Hier  kann  man  noch  die  Werthe  von  P^) ,  1^(1) ,  fCl)  etc.  an- 
geben und  /^(«-j-l),  jr(«-|-2)  etc.  durch  JTC«)  ausdrücken;   dies 

giebt  zusammen: 

1 

-7=^^    Al-t^H   {^rtj^,-2n)  at 

~  ^    »"  171"'    1.2.5(5-1-1)    '    1.2.3.5(5-|-l)(5-|-2)     '     •  •  • 
Setzt  man  in  dieser  Gleichung 

WO  I  zur  Abkürzung  dienen  möge,  femer  einmal 


1 


s^^ 


1        _  fi— 3 

dann  8  =  * — ^ — 


"fA  +  2'     "*^""  — jt4-2' 

so  erhält  man  im  ersten  Falle  rechter  Hand  die  in  Nro.  7)  mit  Ä 
multiplizirte  Reihe  und  linker  Hand  als  Summe  derselben: 

82* 


/ 
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im  zweiten  Falle  verwandelt  sich  die  obige  Reihe  in  die  mit  Bx 
multiplizirte  Reihe  der  Gleichung  7)  und  ihre  Snnmie  i^t: 

Nach  Substitution  dieser  Summen,  wobei  man  die  vor  dm  In- 
tegralzeichen stehenden  Faktoren  mit  den  Constanten  A  mid  B  zu 
neuen  Constanten  Ci ,  Q  verschmelzen  kann ,  wird  aus  Nro.  7) : 

9)  z  =  Q^    (1  — <«)     ^''^^  (^'  4-  «~^')  dt 

0 

1         ^ 

4^CxJ    (1-tr^    ^^-^  i^  ^  e-^^)  dt 

0 
Ein  Blick  auf  diese  Formeln  zeigt,  dass  für  solche  fft,  durch 
welche  einer  der  Exponenten  von  1 — f^  zu  einer  ganzen  positiven 
Zahl  wird,  die  eine  oder  andere  der  bestimmten  Integrationen  aus- 
führbar ist,  und  zwar  die  erste,  wenn: 

-27+4  =  ""''     ^^^  =  -2^^=71^ 
die  zweite,  wenn: 

—  ,    "^i    .  =  n,         mithm  ^  =  —  »      i   .  ' 
2fA-f"^  2n-f-l 

Setzt  man  im  ersten  Falle: 

1 

10)  Al— «2)n-l  (^U  ^  ^-1«)  dt  =  Z, 

0 
und  im  zweiten 

1 

11)  X  y  (1  — «2)^  (e^^  -j-  e-^0  dt  —  Z, 

0 

so  ist  Z  jedesmal  ein  partikuläres  Integral  der  DiOTerenzialgleichung 

dx^  ' 
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und  das  vollständige  Integral  lässt  sich  mittelst  der  Formel  3)  des 
§.  108  finden,  wenn  man  i  für  y,  Z  für  Fund  -Xi  =  0  nimmt.  Wir 
gelangen  so  zu  dem  Resultate,  dass  für  die  unter  der  Form 

stehenden  fi  das  vollständige  Integral  der  Differenzialgleichung  3) 
entwickelbar  und  zwar  folgendes  ist: 

13)  z  =  Z  j  Q  4-  (hf~ 

wobei  Z  der  Formel  10)  oder  der  Formel  11)  entnommen  wird,  je- 
nachdem  in  Nro.  12)  das  obere  oder  untere  Vorzeichen  gilt. 

Es  muss  übrigens  bemerkt  werden,  dass  die  Formel  9)  zwar 
für  alle  positiven  ft,  nicht  aber  für  jedes  negative  fi  gilt.  Ihre  Her- 
leitung beruhte  nämlich  auf  Eigenschaften  der  Gammafunktionen,  die 
für  negative  Werthe  der  Argumente  (oben  p  und  q)  im  Allgemei- 
;ien  nicht  mehr  bestehen.  Daher  müssen  in  der  vor  Nro.  8)  ver- 
zeichneten Summenformel  die  Grössen  8  und  8 — \  positiv  sein  und 
vermöge  der  nachherigen  Substitutionen  folgt  jetzt ,  dass  in  Nro.  9) 
das  erste  Glied  ein  brauchbares  partikuläres  Integral  ist,  wenn  fi 
zwischen  — 2  und  — oo  liegt,  dass  femer  das  zweite  Glied  als  par- 
tikuläres Integral  dienen  kann,  wenn  ft  zwischen  0  und  — 2  enthalt 
ten  ist,  und  dass  für  — 4:>ft> — oo  die  Formel  wieder  allgemein 
gilt.  Bezeichnen  wir  die  in  Nro.  9)  vorkommenden  bestimmten  In- 
tegrale kurz  mit  Jx  und  J^^^  so  ist 

allgemeiil:     z  =  CiJi  '\'  C^J^x^      für  oo   >►  ft  >  0, 
partikulär:     2;  =  Cljjg^?  -j?     0   >  f*  >  —  2, 

partikulär:     z  z=z  (\Ji  „  — 2  >  ft  >  —  4, 

allgemein:     if  =  Q  Ji  -|-  Q  J2  ^1        «  — 4  >  f*  >  —  *>  • 
Es  bleiben  jetzt  noch  die  Fälle  ft  =  0,  ft  =  —  2  und  ft  =  —  4 

übrig,  in  denen  die  Formel  9)  ihre  Brauchbarkeit  verliert.    Man  hat 

nun  f ür  ft  =  0 

14)  ^^=«'^' 
mithin  nach  §.  107: 

15)  «  =  C\6C^--|-  Cjö-c^. 
Für  ft  =  —  2  ist  die  Differenzialgleichung 

_.  d^z  c^z 

und  sie  geht  mittelst  der  Substitution  z  =.  x^^  wo  A  noch  unbe- 
stimmt bleibt,  in  die  Gleichung   ' 

A(A— l)  =  ca 
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über,  aus  der  sich  zwei  Werthe  von  A,  nämlich: 

A,  =  I {l  -H  Vic^-\-l} ,  Xa  =  I { 1  -  Vie^-i-l} 
finden,  das  allgemeine  Integral  derDifferenzialgleichung  16) ist  daher: 
17)  z  =  Ci^-i-  Q«*-- 

Wäre  endlich  ft  =  —  4,  die  Differenzialgleichung  folglich: 

so  substituiren  wir: 


wo  k  eine  noch  unbestimmte  Grösse  bezeichnet ;  dies  giebt : 

k  k 


dz         A  fc\T,        d^z  k^     a., 


da        \  X  /  dx^  x^ 

mithin  ans  Nro.  18)  k^  ^=  c^  oder  ä;  =  i  c;  das  allgemeine  Inte- 
gral ist  demnach: 

19)  z  =  x  (Qe^  +  C^e^^J, 

Nach  diesen  Erörterungen  kennt  man  unter  allen  Umständen  das 
Integral  der  linearen  Differenzialgleichung  3),  und  es  bedarf  das- 
selbe nur  in  dem  Falle  einer  kleinen  Umformung,  wo  c^  negativ, 
also  c  imaginär  ist ;  diese  Umwandlung  hat  aber  nach  Cap.  IX.  nicht 
die  mindeste  Schwierigkeit. 

§.  112. 
Fortsetzung    und    Schluss. 

Das  im  vorigen  Paragraphen  auseinandergesetzte  Verfahren  bot 
sich  zwar  insofern  von  selbst  dar,  als  der  Gedanke,  eine  unendliche 
Reihe  durch  ein  bestimmtes  Integral  zu  summiren,  nicht  fem  liegt, 
aber  die  Ausfahrung  dieser  Summation  hängt  davon  ab,  dass  man 
ein  bestimmtes  Integral  kennt,  welches  das  allgemeine  Glied  der 
Reihe  darstellt ;  in  dieser  letzteren  Beziehung  ist  man  immer  nur  an 
einen  glücklichen  Griff  gewiesen.  Um  diese  Unsicherheit  einiger- 
massen  zu  beseitigen,  und  gleichzeitig  den  Umweg  über  die  unend- 
liche Reihe  zu  ersparen,  kann  man  gleich  von  vornherein  versuchen 
ob  nicht  ein  bestimmtes  Integral,  welches  die  unabhängige  Varia- 
bele  (.r)  als  Constante  enthält,  der  Differenzialgleichung  genüge 
Wie  dies  möglich  ist,  wollen  wir  an  der  Differenzialgleichung: 
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1)  («^  +  *«*)  fi  +  («^i  +  i„-,*)  ^^  +  -  •  •  • 

da^  dar    ^ 

zeigen,  worin  Oo,  ^^  •••  a,|9  ^o?  ^i  v  ^n  g^g^^^^^  Constanten  be- 
deuten sollen. 

Geleitet  durch  die  Formeln  des  vorigen  Paragraphen  versuchen 
wir,  ob  der  Ausdruck: 

y=Je^Vdu 

« 
die  Gleichung  1)  befriedigen  kann,  wenn  V  eine  Funktion  von  u 

allein,  a  und  ß  schicklich  gewählte  und  von  a  unabhängige  Inte- 
grationsgrenzen fiir  u  bezeichnen.    Die  Differenziation  der  Gleichung 

2)  giebt: 

^—  fue^'^Vdu,    ^=z  fu^€^'^rdu,u.  s.w.,      - 
dx      J  da^      J 

a  a 

und  wir  haben  nun  die  Werthe  von  y,  y',  y*'  etc.  in  die  Gleichung 
*  1)  zu  substituiren.  Dabei  lassen  sich  die  in  Beziehung  auf  u  con- 
stanten  Faktoren  Oq  -\-  h^x^  ai  -[~  *i  *  ®tc.  unter  die  Integralzeichen 
stellen  und  c  ann  alle  Integrale  zu  einem  einzigen  zusammenziehen  i 
das  Resultat  ist: 


A 


a 
wobei  zur  Abkürzung  gesetzt  wurde: 

£^0  =  Oo  +  «1 «  +  ö^«^  +  ••  •  +  «n«^ 

i/i  =  5o  +  ^iw  +  h^^  +  •••  +  K^^' 
Um  nun  der  vorhergehenden  Gleichung  zu  genügen,  schreiben  wir 
sie  in  der  Form: 

2)  /  üic^"  Vdu-i-xfUie'^'*  Vdu, 

a  a 

und  wenden  auf  das  zweite  Integral  die  theilweise  Integration  an; 
unbestimmt  integrirt  ist 

X  fü^  Ve^du  =  üi  Ve^^'-f^^^pe^du, 
mithin  durch  Einführung  der  Grenzen  u  =  j3 ,  u  =  « : 
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*Jüi  Ve^du  =  \üi  F«««]  -.f^^^Il  e*- du, 

a  a      a 

wobei  miter  dem  ersten  Gliede  rechter  Hand  der  Best  verstanden 

wird,  weldier  bleibt,  wenn  man  in  dem  Aosdracke  Ui  ViF^  erst,  u 
=  j3,  dann  u  =  a  setzt  und  beide  so  erhaltene  Spezialwerthe  sab- 
trahirt.     Ans  der  Gleichung  2)  wird  jetzt  die  folgende : 

a      a  ' 

und  diese  ist  för  jedes  x  erfüllt,  wenn  gleichzeitig  die  beiden  Rela- 
tionen: 

ß 

3)  Uo  V—  ^^^^  =  0,  \ui^  FJ  =  0 

a 

stattfinden.  Aus  der  ersten  Gleichung,  die  eine  gewöhnliche  Dif- 
ferenzialgleichung  mit  der  Unbekannten  Fist,  ergiebt  sich  bei  Aus- 
führung der  Differenziation  und  Trennung  der  Yariabelen: 

dV ü^       ^  düi 

mithin  durch  Integration: 

l  V  =  I  ^  du  —  lüi  -\-  Const. ; 

zur  Abkürzung  bezeichnen  wir  den  Werth  des  Integrales  rechter 
Hand  mit  9>(ti),  d.  h.: 

setzen  Const.  =  IC  und  haben  so: 

5)  V=-^e^(''\ 

Nachdem   V  seine  Bestimmung  gefunden  hat,  wenden  wir  uns  an  die 

zweite  Bedingung  in  Nro.  3),  sie  lautet  nunmehr: 

ß 

6)  rearu  +  (p(fi)1  _  Q 


a 


Um  sie  zu  erfüllen,  braucht  man  nur  diejenigen  Werthe  von  u  zu 
ermitteln,  wodurch  der  eingeklammerte  Ausdruck  denselben  Werth, 
etwa  JT,  erhält  oder  mit  anderen  Worten  die  Gleichung: 
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aufzulösen;  heissen  Wi,  Wa, ...  «^  die  Wurzeln  derselben,  so  ist: 

folglich  die  Bedingung  6)  befriedigt,  indem  man  der  Reihe  nach 
a  =  «1,  tf2,  ...  ti^_i,  /J  =  «2?  «3,  ...  %  setzt.  Vermöge  der  fttr 
y  angenommenen  Form  und  nach  erfolgter  Bestimmung  der  Werthe 
von  a,  ß  imd  F  kennen  wir  nun  folgende  m  —  1  partikuläre  Inter 
grale  der  Gleichung  1): 


Wl  «1 


.  •  .  • 


Vm- 


^cu+ip(t 


m — 1 


und  wegen  der  linearen  Form  der  Differenzialgleichung  genügt  ihr 
auch  die  Summe: 


«*«  «*8 


8)        y„  =  Q.y-^e-«+^(«)  +  Ci/-g-«-+9'W+.... 


fh  Ui 


^m      ' 

••••  +  ^'»-i/-^^'^^^''^- 


m — 1 


Wäre  w  =  n  -f-  1 ,  so  würde  y^i  das  allgemeine  Integral  =  y 
sein ;  ausserdem  ist  auch  y^  nur  ein  partikuläres  Integral. 

Man  kann  sich  rückwärts  leicht  überzeugen,  dass  der  in  Nro.  8) 
verzeichnete  Ausdruck  in  der  That  der  Gleichung  1)  genügt ;  es  be- 
darf hierzu  nur  gewöhnlicher  Substitution  und  der  vorhin  benutzten 
theilweisen  Integration;  man  erhält  statt  der  Gleichung  1)  die  fol- 
gende : 


u«  tij,  ^m 


deren  Glieder,  zufolge  der  fär  Ui,  t^,  ...  t/,,1  getroffenen  Bestim- 
mungsweise, einzeln  Verschwinden.  Die  obige  Gleichung  Hesse  sich 
aber  auch  dadurch  erfüllen,  dass  man  den  tfi,  ti^ ,  . . .  tf^  andere  and 


ä 
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zwar  solche  Werthe  ertheilte,  bei  denen  die  Ausdrücke: 

e^+<P(«)j  ,        Fe^'+^'C'*)],  .... 
die  Formen: 

annehmen,  wo  i?i,  j?^,  ...  irgend  welche  Gonstanten  bezeichnen; 
es  bliebe  dann  noch  die  Bedingung: 

10)  B^C+B^C^-j-  ...  +  J^^iC^i  =  0 

übrig,  vermöge  deren  nur  Q ,  Q,  ...  Cj^_2  h^Uehig  gewählt  wer- 
den können,  C^^i  aber  durch  die  Gleichung  gelbst  bestimmt  wird. 
Beispiel  1.    Die  gegebene  Differenzialgleichung  sei: 

so  ist  nach  Formel  4): 

Unter  der  Voraussetzung  eines  positiven  a  erhält  der  letztere  Aus- 
druck einen  und  denselben  Werth  und  zwar  den  Werth  Null  für : 

u  =  -f/8,     u  =  — /J,w  =  +oo, 

wobei  das  obere  Zeichen  einem  positiven,  das  untere   einem  nega- 
tiven a  entspricht.     Man  hat  daher  für  positive  a: 

ß  -/j 

— ß  — « 

oder  auch,  wenn  man  im  zweiten  Integrale  —  u  an  die  Stelle  von 
u  treten  lässt: 

-ß  ß 

und  für  negative  a: 

y  —  Ci  f(u^  — i82)«-l  e^u^^^Q^  J^^2 _ |J2)«-1  e^ du. 

-ß  ß 

Beide  Formen  lassen  sieh  in  eine  zusammenziehen,  wenn  man  unter 
dem  zweiten  Integralzeichen  ^  x^  schreibt  und  das  obere  Zeichen 
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für  positive,  das  untere  ftir  negative  a  benutzt.     Setzt  man  noch  u ' 
=  ßt^  so  ist  jetzt  das  vollständige  Integral: 

1  00 

12)       y  =  Ä  y  (f2_i)«-l  eP^^dt'\-B  jit^—  Vf^'^  e^^^^dU 

—1  1 

Ausführbar   auf  gewöhnlichem  Wege    werden  beide  Integrationen, 

a  eine  ganze  positive  Zahl  ist. 

Beispiel  2.   Die  Differenzialgleichung  sei  ähnlich  der  vorigen : 

so  hat  man  nur  ß  V  —  1  =  ßi  an  die  Stelle  des  früheren  ß  treten 
zu  lassen;  die  vor  Nro.  12)  stehenden  Formeln  geben  dann: 

ßi  00 

mittelst  der  Substitution  u  =  ßti  wird  aus  dem  ersten  Integrale : 

1 

Äi  I (p—lf-^^  \co8ßiet'\-isinßxt\dt 

—1 

1 


2Ai  I (fi—Vf-^coaßxtdt, 


0 
weil  der  zweite  Theil  des  Integrales  verschwindet;  femer  hat  man: 


Ci  /(u3+iJ2)«-^  «^''**  du 

00  ß* 

=  C2    AM2+/J2)«-le'^^"du  — Ci  Au2-f /82)«~"^6"^'^^w, 

0  0 

wo  im  ersten  Integrale  u  :=•  ßt^  im  zweiten  u  =  ßit  gesetzt  wer- 
den m5ge.    Dies  giebt  als  Werth  des  Integrales: 

00  1 

B  j(pJ^Xf-^  e^ß^ä!tdt—Bif(t^—l)'"-'\co8ßxt^:i3inß^)dt, 

0         .  0 

und  mit  dem  vorigen  zusammen: 

1 

y=  jit^—Vf^^  l(2Ä—B)icosßat:fBsinßa!i]dt 


QO 
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oder  endlich,  wenn  man  (2^  —  B)i  =  Q,  ip  B  =  C^  aetzt: 

1 

14)         y  =  J(ti—V)'—^(Ci€osßxt-^CiSiMßxOdt 


0 


i^o.f(p^ir-^^f^dL 


0 

Die  Differenriatlgleidmngen  11)  and  13)  stehen  übrigens  in  g 
nanem  Zn  «immenhange  mifc  der  im  vorigen  Pangraphen  behandelt 
Differenzialgleichnng : 

15)  ^  —  c*x^£  =  0. 

Betrachtet  man  nämlich  nicht  x,  sondern  den  Ansdruck: 

al«  onabhangige  Yariabele,  so  treten  folgende  Substitutionen  ein: 

dz    dz     dxi  dt       1^ 

dx  dxi  '  dx         dxi  '       ' 

d(^) 

dx^         dxi'^^  ^      dxi         dx     *^ 

dz    ,      1^ I  .     d^z       ,. 

dxi    ^^  '    dxi« 

Andererseits  ist  nach  Nro.  16): 


mithin: 

d^z 
Mittelst  dieser  Werthe  von  x  und  ^-j  geht  die  Differenzialgleichung 

15)  in  die  nachstehende  über: 
oder  nach  gehöriger  Hebung: 


^ 
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d.  i. 

d^z     ,       11       dz 
dxi^    '    f*+2  dxi 

Diese  Gleichung  stimmt  nit  Nro.  11)  überein  und  lässt  sich  nach 
Nro.  12)  integriren,  indem  man  «i  für  .r,  2:  für  y,  0  für  j3  und 

|X 

"—  2|x4-4 

setzt,  wobei  |X  entweder  positiv  oder  zwischen  —  2  und  — •  00  ent- 
halten sein  muss,  damit  die  Voraussetzung  eines  positiven  a  erfiillt 
werde;  nach  geschehener  Integration  ist  für  Xi  sein  Werth  aus  der 
Gleichung  16)  wieder  einzuführen. 

Beispiel  3.    Die  gegebene  DifFerenzialgleichung  sei: 

18)  — 2.  —  ia?y  =  0, 

und  h  positiv.  Hier  ist  nach  Formel  4)  wegen  Oq  =  Oi . . .  =  «^«.j 
=  0,  a„  =  1,  ^1  =r  ^2  ...  =  5^  =  0: 

Der  Ausdruck  «^^"r^w  erhält  einen  und  denselben  Werth  und  zwar 
den  Werth  Null,  wenn  xu-^-fpiu)  irgendwie  negativ  unendlich  wird, 

denken  wir  uns  w'H"!  als  bestehend  aus  (-}- 1) .  w^"»~^ ,  so  ist  nament- 
lich klar,  dass: 

n+1 

u  =  V  +  1  .  00 
gesetzt  werden  darf;  bezeichnen  wir  mit  px,  ^29  p3?  •••  Pn4-1  ^® 

n+^ 

n  -f-  1  Werthe  von  V-j-1,  d.  h.  die  n-f-l  Wurzeln  der  Gleichung : 

19)  p^^+l  —  1  =  0, 

so  kennen  wir  n-f-l  Werthe  von  m,  für  welche  e^'T'^'W  jedesmal 
der  Null  gleich  wird;  jene  Werthe  sind  nämlich  ßi  « ,  ^goo?  ••• 
Qn+1  ^  '  ^^T^T^^^^  lautet  das  allgemeine  Integral  der  Diiferenzial- 
gleichung  18)  nach  Formel  8)  gebildet: 
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...  +  B^fe^' 


c^'^'du, 


e„oo 


wobei  Ol  =  ^1  ft ,  Cg  =  ^2  ft ,  etc.  und  zur  Abkürzung  -r-r — : — 

=  c  gesetzt  worden  ist.    Um  eine  bequemere  Form  zu  erhalten,  zer- 
legen ¥är  jedes  Integral  nach  dem  Schema : 


/ 


a  0  0 

und  vereinigen  die  gleichen  Integrale;  dies  giebt: 


0  0 


H-1.  .  .  r..,..H-i,^ 


0  0 

oder  auch: 

/•l«  0,00 

e^-^'*'''^^ du-\-A^fe^-<''*'^^ du  4-... 


^^00  P^_I_100 


0  0 

wobei  die  n  -f-  1  Constanten  iii,  ^2»  ••  •  -^+1  der  Bedingung: 

^1   +  -^2  +  ^3   +  ••  •  +  ^f»-|-l  =  ^ 

unterworfen  sind.     Setzt   man   endlich   in    den  einzelnen  Gliedern 
dieser  Reihe: 

-4i  =  Q  ^ ,     ^2  =  Q  p2  ?  •  •  •  -^n+l  =^  ^f»-|-l  9n-f-l ' 
u  =  Q^t    ^      w  =  93«    ,  ...  w  =  9^-j-it, 

so  ergiebt  sich  schliesslich : 


^ 
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20)     y  =  J\(\  «?.^'+Qe?«^'4..  ..-j-C„_^j  e^H-l^'j  e-'^'^^dt 
0 

r  Condit:  A  _|_  A  _!_..._}_  .^  ^  ol 

als  allgemeines  Integral  der  Differenzialgleichung  18)  oder  der  von 
ihr  nicht  verschiedenen: 

Beispiel  4.     Eine  völlig  ähnliehe  Behandlung  gestattet  die 
Differenzialgleichung : 

Man  hat  nämlich: 

ep(M)  =  4- 

^^  '  '     t(n+l)  ' 

und  um  den  Ausdruck  e***+9>W  zum  Verschwinden  zu  bringen, 
braucht  man  nur: 

n+1 

u  =  y — 1 .  00 

zu  setzen,  wodurch  au  -{-  (p(ü)  =  —  oo  wird.     Sind  nun  Qi^  p2i 
Qs-,  ...  Pn+l  die  n  -}"  1  Wurzeln  der  Gleichung : 
22)  p'^+l  +  1  =  0, 

so  verschwindet  e^*H"9>Wftir  m  =  pioo ,  Pa*»  v« «Pn+l^  5  ^^^ ^^r 
ab  bleibt  die  Rechnung  wörtlich  dieselbe  ¥de  vorhin  und  die  For- 
mel 20)  gicbt  daher  auch  das  Integral  der  Differenzialgleichung: 

^n         (n-f-l)c 
wenn  man  den  Grössen  pi ,  p2  ?  •  •  •  9n+l  ^^^  ebenerwähnte  neue  Be- 
deutung unterlegt. 


Cap.  XXI. 
DiflTereiizialgleichimgen  mit  mehreren  Variabelen. 

S.  113. 
Integration    der    simultanen    Gleichnngen    erster 

Ordnung. 

Wenn  zwischen  n-\-  1  Variabelen  x,  ^,  z,  ...  «,  t,  nnter  denen 
t  die  unabhängige  Yeranderliehe  sein  möge,  n  Gleichungen  von  der 
Form: 

—  =/5(a?,y,j,...t)  etc. 

bestehen  sollen,  so  müssen  a^  y,  z^  ...  8^  als  Funktionen  von  t  ge- 
dacht, daraus  entwickelbar  sein,  und  es  würde  darauf  ankommen, 
eine  neue  Gleichung  zu  bilden,  welche  nur  die  unabhängige  Yaria- 

bele  t  und  eine  der  abhängigen  Variabelen,  etwa  x,  enthielte.    Man 

dx 
gelangt  hierzu  auf  folgendem  Wege.    Aus  der  ersten  Gleichung  — 

=  fi  ergiebt  sich  durch  Differenziation : 

cPo! ^    da        l^  dy_  2/i    da    .    ^/i 

dt^  ~  T^a'  dt  "^  ^y'  dt  "'•••'+'  ^a'  dt    '     ST 

Die  angedeuteten  partiellen  Differenziationen  in  Beziehung  auf  4P,  y, 

...  «,  t  sind  ohne  Weiteres  ausföhrbar,  weil  die  Form  der  Funk- 

dx    dy  ds 

tion/x  bekannt  ist,  für  die  Differenzialquotienten  --r-,  —r-j  ...  —rr 

kann  man  ihre  Werthe  aus  den  Gleichungen  1)  einsetzen  und  man 


\ 
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erhält  so  ein  Resultat  von  der  Form: 

Wiederholt  man  dasselbe  Verfahren,  indem  man  die  vorstehende 
Gleichung  differenzirt  und  die  Gleichungen  1)  benutzt,  so  ist  das 
Ergebniss  von  der  Gestalt: 

Indem  man  auf  diese  Weise  bis  zum  nten  Differeuzialquotienten  fort- 
geht, hat  man  die  n  Gleichungen: 

dx .  .  d^x. 

df^  df 

Sehen  wir  fiir  den  Augenblick  die  linken  Seiten  dieser  n  Gleichun- 
gen als  bekannt  an,  so  würden  die  n  —  1  ersten  Gleichungen  die- 
nen können,  um  die  n  —  1  unbekannten  y, ;?,...  s  durch  die  übri- 
gen vorhandenen  .Grossen  auszudrücken;  diese  algebraische  Opera- 
tion gäbe  Gleichungen  von  folgender  Form: 

dx    d^x  d'^~^a\ 

y  =  mt,x,  —  ,^j^,...  j^^,). 

dx    d^x  ä!^—^x\ 

3^  ,^=Fi^2('.^.  ef^d^»'-"   -^^j' 


_  j;»        /^         dx^    d^x         df^'-^x\ 


dx    d^x         d^^V 

de" 

Durch  Substitution  dieser  Ausdrücke  in  die'  letzte  der  Gleichungen 
2)  entsteht  eine  neue  Gleichung  von  der  Gestalt: 

d^x         ,  ^        dx     d'^x  d!^^'^x\ 

d.  h.  eine  Differenzialgleichung  nter  Or<}nung  zwischen  x  und  t.  Aus 

dieser  bestimmt  sich  x  als  Funktion  von  t^  dadürc]»:werden  zugleich 

d  X     d^  X 

— ,  -j-^  etc.  bekannt,  imd  die  Gleichunjgen  3)  fuhren  nachher  zur 

Kenntniss  der  Übrigen  abhängigen  Ysridbelen  ys^-z  ..,  8,  ^^> 

Als  Beispiel  möge  die  Integration  ^r  drei  sinmltianen   Glei- 
chungen :  *  .'  * 

SohlOmllcb,  Aiudytit.  38 


d 
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▼orgenoimDen  werden.     Man  erhält  ans  der  ersten  Grleichnng: 


dt^  ~     \dt     '      dir 

dy        -    dz 
und  nach  Snbstitiition  der  Werthe  von  -^  nnd  -j- : 

dt  at 

die  zweite  DiflTerenziation  und  nochmalige  Snbstitation  giebt: 

d}x 
7)  'di^  =  2a/8yx  +  a(«/J+ay+^y)(y-f  z). 

AuB  der  Gleichung  6)  und  der  ersten  Gleichung  in  5)  ergeben  sich 
y  nnd  z,  nämlich: 


10)     *  =  ,./  ..  1^^  -  y  ^  -  «(f>+y)4 


«03  — y)  fd^  ~  '^   dt 
Diese  Werthe  kann  man  in  Nro.  7)  anbstitairen,  oder  kürzer,  man 

dx 
setzt  in  Nro.  7)  -r-  für  a(y-\-z)  nnd  hat  so: 

-^  =  2a/Jyar  +  (a/J-I-ay+/Jy)  -^. 

Diese  lineare  DifTerenzialgleichong  dritter  Ordnung  hat  nach  f.  110, 1. 
zum  vollständigen  Integral: 

11)  *  =  Cie^^+Q/«^+  Cj^M, 

wo  Ai,  A3,  A3  die  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung: 

12)  A»  =  (aj3-f-ay+/Jj;)A-|-2a/Jy 

sind.    Die  Formeln  9)  und  10)  liefern  y  und  ;?,  wenn  der  Werth  von 
X  eingesetzt  wird. 

Der  gegebenen  Entwickelung  zufolge  kommt  die  Integration 
eines  Systemes  von  n  simultanen  Differenzialgleichungen  erster  Ord- 
nimg im  Allgemeinen  auf  die  Integration  einer  DifFerenzialgleichung 
nter  Ordnung  zurfick;  indessen  kann  dieser  Satz  insofern  eine  Aus- 
nahme erleiden,  als  sich  bei  der  Aufstellung  der  Gleichungen  2) 
nicht  selten  schon  früher  (d.  h.  ehe  man  die  letzte  derselben  ent- 
wickelt hat)  Gelegenheit  zur  Bildung  einer  Gleichung  zwischen  x 
und  t  darbietet;  diese  Differenzialgleichung  ist  dann  von  niedrigerer 
als  nter  Ordnung.     Um   nachher  alle  übrigen  Yariabelen  ^,  if,..« 
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zn  finden,  bedarf -es  noch  der  Integration   einiger  Ilillfsgieichungen, 

welche  sich  von  selbst  ergeben,  wenn  man  alle  durch  j?,  -7-  etc.  be- 

dt 

kannt  gewordenen  Grössen  in  die  ursprünglichen  Gleichungen  ein- 
setzt. 

Als  Beispiel  mögen  die  Gleichungen : 

•  iQ\  ^^  \         ^y  .dz  , 

dienen,  welche  den  speziellen  Fall  a  =  j8  =  y  =  1  der  vorigen 
Aufgabe  bilden.  Die  cnbische  Gleichung  12)  wird  A'  =  Sil  -|-  2 
und  besitzt  die  Wurzeln  Ai  =  2,A2=A8=  —  1,  also  zwei 
gleiche  Wurzeln.  Das  Integral  der  fiir  x  aufgestellten  Differenzial- 
gleichung  ist  jetzt : 

und  wenn  man  diesen  Werth  in  die  Formeln  9)  imd  10)  einführt, 
so  stösst  man  auf  die  Unbequemlichkeit,  dass  j3  —  y  =  0  und 
y  =  %  wird.  Dieser  Uebelstand  Hesse  sich  zwar  beseitigen,  Lst  aber 
ein  Zeichen,  dass  man  einen  Umweg  gemacht  hat.  Aus  den  Glei- 
chungen 13)  folgt  nämlich  analog  Nro.  6) : 

d^x         ^      ,         , 
■^  =  2*  +  y  +  «, 

und  hier  bietet  sich  schon  Gelegenheit  zur  Bildung  einer  Gleichung 
zwischen  t  und  x  allein,  sie  ist: 

d^x         ^       .    dx 
dt^  ^  dt' 

woraus  als  vollständiges  Integral: 

U)  X  =  Ce^^ •-\- (\e-^ 

hervorgeht  Zieht  man  jetzt  die  erste  Gleichung  in  Nro.  13)  von 
der  zweiten  ab,  so  fallt  z  weg  und  es  bleibt  die  lineare  Differen- 
zialgleichung : 

f  +,  =  ^  +  ,  =  80^'; 

sie  giebt: 

15)  y  =  C«2« -f- Q  tf-^ 

Auf  ganz  gleiche  Weise  folgt  durch  Subtraktion  der  ersten  Glei- 
chimg  in  13)  von  der  dritten  und  nachherige  Integration: 

16)  t  =z  Ce^^ -\- C^e-^. 

Die  Werthe  von  x^  y^  t  enthalten  zusammen  vier  Constanten,  mit- 

88* 


i 
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hin  eine  zuviel;  substituirt  man  aber  die  für  x,  y^  z  gefbndenen  Aus- 
drücke in  eine  der  Gleichungen  13),  do  ergiebt  sich  die  Bedingung: 

17)  Q  -f  Q  -L  Q  =  0, 

wodurch  die  normale  Zahl  der  Constanten  wieder  herbeigeführt  wird. 

§.  114. 

Simultane    Differenzialgleichungen    höherer 

Ordnungen. 

Das  im  vorigen  Paragraphen  auseinandergesetzte  Verfahren 
erstreckt  sich  mit  gleicher  Leichtigkeit  auch  auf  den  Fall ,  wo  die 
gegebenen  simultanen  Differenzialgleichungen  verschiedene  höhere 
Differenzialquotienten  der  abhängigen  Variabelen  x,  y^  z,  ...  s  ent- 
halten.   Setzt  man  nämlich: 

da  (fix  dx^ ^^      d^x  dx" 

dt—    '    IF—  7t—"  '   dt^  —  dt  —*^  '••" 


dt—^'  dt^—dt—^'  dt^  —  dt  —^ :"" 

u.      s.      w. 

und  sieht  x'^  x" ^  ä"',  ...  y^^y"^  y***'i  u.  s.  w.  als  neue  Variabele 
an,  so  hat  man  wieder  Gleichungen  erster  Ordnung,  aber  mit  einer 
grösseren  Anzahl  von  Variabelen.  Die  zwei  simultanen  Differen- 
zialgleichungen z.  B.: 

dx    ,     d^v  dv     ,     d'^x 

'  dt     '     d<2  »      ^i     •     ^ii  y 

lassen  sich  durch  folgende  vier  Gleichungen  ersetzen: 

dx  ^  dy  ^ 

dt  —''   '  rfl  — ^' 

dv*  ^  dx* 

dt  'dt  if        if^ 

welche  von  der  ersten  Ordnung  sind,  dagegen  die  vier  abhängigen 
Variabelen  x^  y,  x\  y'  enthalten.  Um  die  erwähnte  Methode  anzu- 
wenden, differenziren  wir  die  letzte  Gleichung  und  haben: 

d2  x*  dv' 

19)  -^  =  2y'  -  -^  =  2y  -  (2a?  -  0?'). 

Aus  dieser  und  der  vorhergehenden  Gleichimg  würden  sich  y  und  y* 
entwickeln  lassen,  namentlich  wäre : 
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oder  vermöge  der  Bedeutung  von  j?': 

,  (  dx  d^x         d^x 

20)  V  =  1    2a?  —  ^^  4-  2  — ^  +  •^— ■ 

\  y        ^  r  dt^       dt^  ~  dt^ 

Die  nochmalige  Differenziation  der  Gleichung  19)  giebt: 

d^x*  dv*  .    dx^        ^  .     dx^ 

dt^  dt  ^^    dt  ^  ^  ^   dt 

Hier  kommt  bereits  kein  y  mehr  vor,  mithin  dient  die  vorstehende 
Gleichung  zur  Bestimmung  von  x ;  man  hat  nämlich  zufolge  der  Be- 
deutung von  d?' : 

d^x         d^x     .     ^  dx 

h  4 4  X  ■=.  0. 

diS  dt^   ^       dt 

Die  zur  Integration  dieser  linearen  Differenzialgleichung  gehörende 
algebraische  Gleichung  ist: 

A*  — A2-f-4A  —  4  =  0, 
oder  auch: 

A*  —  a— 2)2  =  (A2+A— 2)a2— A  +  2)  =  0. 
Die  vier  Wurzeln  derselben  sind: 

Xi  = —  2 ,  Aj  =-|-  1 9  ^8  = '■ 2 '  ^*  ^^  2 ~ 

und  daraus  ergiebt  sich  für  x  der  Werth: 

y  findet  sich  nachher  mittelst  der  Formel  20).  —  Nicht  übejrflüssig 
ist  die  Bemerkung,  dass  die  Gleichungen  18)  vermöge  ihrer  sym- 
metrischen Form  noch  eine  zweite  Auflösungsart  zulassen,  bei  wel- 
cher die  Differenzialgleichung  vierter  Ordnung  vermieden  wird.  Die 
Summe  der  Gleichungen  18)  ist  nämlich: 

dt  +  dt  +  dp  +  dt*  —  ^^^i-»^' 

d.  h.  wenn  x  -j-  y  =  s  gesetzt  wird: 

dt  +  dt^—'"'- 
Hieraus  findet  sich  auf  gewöhnlichem  Wege : 

Wenn  maa  jetzt  in  die  erste  Gleichung  von  Nro.l8)  füry  seinen  Werth : 
y  z^  8  —  X  =  Ae^^^  -f-  Be^^  —  x 
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einführt ,  so  gelangt  man  zu  der  Differenzialgleichung : 

die  sich  mittelst  der  Variation  der  Constanten  leicht  integriren  lässt; 
man  erhält  so  a?,  dann  y  =  8  —  ar. 

In  diesen  Bemerkungen  liegt  die  Hinweisung  auf  eine  Modifi- 
kation des  allgemeinen  Verfahrens,  welche  in  dem  Falle  eintreten 
kann,  wo  die  gegebenen  Differenzialgleichungen  symmetrisch  sind 
in  Beziehung  auf  die  abhängigen  Variabelen  or,  y^  z^.,,'^  man  er- 
leichtert sich  nämlich  die  Integration,  wenn  man  nicht  sogleich  auf 
die  Bestimmung  von  ^,  y,  z^  ...  selbst  ausgeht,  sondern  vorerst 
eine  symmetrische  Funktion  von  4?,  y,  z^  ...  als  neue  Unbekannte 
einführt  und  für  diese  eine  Differenzialgleichung  zu  gewinnen  sucht.' 
Ein  bemerkenswerthes  und  ftir  die  Theorie  der  Centralbewegung 
wichtiges  Beispiel  hierzu  bietet  die  Integration  der  beiden  Differen- 
zialgleichungen : 

2n      ^^  ^       _         ^^  ^^y Icy 


Nach  dem  ursprünglichen  Verfahren  würde  man  y  der  ersten  Glei- 
chung zu  entnehmen  und  in  die  zweite  Gleichung  einzusetzen  haben, 
um  eine  Differenzialgleichung  vierten  Grades  zwischen  x  und  t  zu  be- 
kommen ;  die  Integration  der  letzteren  ist  aber  umständlich  und  wir  be- 
absichtigen daher  vorerst  eine  Differenzialgleichung  zwischen  t  und 
der  Hülfsvariabele : 
22)  r  =  V/F2-fy2 

zu  erhalten.     Aus  den  Gleichungen  21)  folgt  nun: 

d^y  d^ 

^   dt^         ^    dt^  ~    ' 

die  linke  Seite  ist    ein  vollständiger  Differenzialquotient ,    nämlich 
der  von: 

dy  dx 

man  hat  daher  durch  Integration  die  Gleichung: 

dy  dx 

deren  Quadrat  des  Folgenden  wegen  in  nachstehender  Gestalt   dar- 
gestellt werden  möge : 


% 
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Andererseits  folgt  aus  den  Gleichungen  21): 

Beide  Seiten  sind  voUstöndige  Differenziale;  die  linke  Seite  ist  näm- 
lich einerlei  mit: 

^i(^)'+(^y|. 

und  die  rechte  Seite  gleich  dem  Ausdrucke: 


'    2k       X  dx-\-y  dy  ^^  ^ 


Die  Integration  fuhrt  daher  zu  der  Gleichung: 


/^2 

\dt 


Substituiren  wir  sie  in  Nro.  23)   und  bemerken  gleichzeitig,  dass 
dort : 

Ol«  o  dx    .        dy  dr 

'    ^  '         dt^  ^  dt  dt     . 

ist,  so  geht  die^leichung  23)  in  die  folgende  über: 

welche  nur  r  und  £  enthält.  Sie  ist  durch  Sonderung  der  Variabelen 
integrabel  und  giebt  der  Reihe  naqh : 

dr         ■%  j  ' 

r  3-  =  V  2kr-'Br'^  —  A^, 
at  I 

und  umgekehrt,  wenn  to  die  Integrationsconstante  bezeichnet: 


r  r  dr 


'  Ythr  —  Br'^—A'^ 
Eine  elegai^tere  Form  erhält  das  Integral  mittelst  der  Bemerkung, 
dass: 

"—•--=- l(ii-f)-(i-)'| 

ist,  wodurch  man  veranlasst  wird,  A  und  B  durch  neue  Cons tauten 
a  und  €  zu  ersetzen;  für: 

Ä^=  Jba(l  — «2)  ,  B=i^ 

a 

wird  nämlich: 

24)  t-t,=:f—. L£^= 

«/    1  /  ifc 


y^[««a»-(a-r)»] 
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Die  Ansfubrang  dieser  Integratioii  hat  an  sich  keine  Sdiwierigk^ 
and  würde  eine  Gleichung  von  der  Fonn  t  —  <o  =  /(**)  geben,  die 
nachher  umgekehrt  werden  muss ,  weil  r  ab  Funktion  Ton  t  anszu- 
drücken  ist.  Um  zu  sehen,  worauf  es  dabei  ankommt,  fuhren  wir 
in  Nro.  24)  eine  neue  Variabele  ^  ein,  indem  wir: 

25)  r  =  a(l  —  fco»^) 
setzen;  dadurch  wird: 

Man  hat  demnach  zuerst  die  transcendente  Gleichung : 

26)  ^  —  ««n*  =  (t  —  (o)\/-5 

nach  if  aufzulösen*)  und  findet  dann  r  mittelst  der  Formel  25).  — 
£ls  handelt  sich  jetzt  noch  darum ,  x  und  y  selbst  zu  bestimmen,  was 
auf  folgende  Weise  geschieht.    Vermöge  der  Bedeutung  von  r  sind 

und  -^ echte  Brüche,  deren  Quadratsumme  die  Einheit  ausmacht; 

r  r 

e«j  liegt  daher  nahe,  —  =  cos  g),  mithin  •^—  =  «h  9   zu  setzen ,  wo 

q>  eine  neue  Variabele  bezeichnet.     Die  Substitution  der  Werthe: 

27)  X  =  reü8(p^     y  =  rsintp 
in  die  Gleichung: 


•  *)  Diese  Aufiösnng  kami  entweder  in  jedem  speziellen  Falle  durch  Ver- 
suche und  nadiherige  Correktionen  geschehen,  oder  auch  mittelst  einer  un- 
endlichen Reihe  bewerkstelligt  werden.  Da  nämlich  in  der  obigen  Gleichung 
oder  in  der  kürzeren: 
.«)  V  —  €  sin  \p  =  d-,, 

V  eine  Funktion  von  *,  mithin  auch  V  —  ^  eine  Funktion  von  ^  ist,  so 

darf  man  unter  der  Beschränkung  n  >•  ^  >►  0 : 

ß)  1//  —  ^  =  Bisin&  +  BiSin2^  -f  B^sinS»  +.... 

setzen ,  wo  es  auf  <^e  Bestimmung  der  Coefficienten  By ,  B^  etc.  ankommt. 

Sie  geschieht  mittelst  der  Gleichung  d)  unter  Benutzung  der  Formel  14)  in 

$.79;  mittelst  einer  Rechnung,  die  hier  nicht  fuglich   mitgetheilt  weiden 

kann,  findet  sich: 

O  B    ~    2(inO^L       ßntY      ,  ilmV 

^        nl.2..n(         1. (n+i)"^  1.2. (n+l)(n  +  2) 

1.2.3.(n+l)(n  +  2)(n+3)  •••••)• 

Näheres  darüber  giebt  des  Verfassers  Schriflchen:  ,J)ie  allgemeine  Um- 
kehrung der  Funktionen,  Halle  1849.** 
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verwandelt  diese  in  die  folgende: 

i  dq>    .      .        dr  \ 

rco8(p  {   rco8(p   "jT  +  ^^9  3"^  I 

idw  dr 

—  rsinw  -r h  coaw  —r- 
dt     \         ^    dt 

=  Vka  (1  — £2), 
dt 


d.  i.  sehr  einfach 


Bringt  man  r^  und  dt  auf  die  rechte  Seite,   indem  man  für  dt 
seinen  Werth  aus  der  Gleichung  24)  einsetzt,  so  wird: 

und  durch  Substitution  des  nachherigen  Ausdruckes  a  (1  —  B  C08il>) 
für  r : 


J   1  —  scosil} 


'  Diese  Integration  ist  nach  Formel  12)  in  §.  61  leicht  ausführ- 
bar, indem  man  a=  1,J=  —  6,ar  =  ^  setzt  und  unterscheidet, 
ob  der  absolute  Werth  von  «  kleiner  oder  grösser  als  die  Einheit 
oder  ihr  gleich  ist.  Im  ersten  Falle,  auf  den  wir  uns  hier  beschrän- 
ken, wird: 


g)  =  lÄTCtan  (  y    j^  ton  ^  i<;  j  4"  9^0 » 
wo ^0  ^®  Integrationsconstante  ist;  es  folgt  daraus: 

28)  *an|(9  — 9?o)=  \/J^ton|^. 

Die  gegebenen  Differenzialgleichungen  werden  also  auf  die 
Weise  integrirt,  dass  man  durch  Auflösung  der  Gleichung  26)  zu- 
nächst 1^  durch  t  ausdrückt,  hierauf  r  nach  der  Formel  25),  97  nach 
Formel  28),  endlich  x  und  y  mittelst  der  Gleichungen  27)  bestimmt; 
dabei  bleiben  o,  £,  t^^  ipQ  unbestimmt  und  sind  die  vier  Integrations- 
constanten. 
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§.  115. 

Totale  Differenzialgleichungen  zwischen  mehreren 

Yariabelen. 

In  allen  bisherigen  Untersuchungen  über  Differennalgleichmi- 
gen  wurde  vorausgesetzt,  dass  nur  eine  unabhäugige  Vanabele' vor- 
handen sei  und  dass  die  sonst  noch  vorkommenden  Yariabelen  be- 
kannte oder  unbekannte  und  ebendeswegen  zu  bestimmende  Funk- 
tionen derselben  darstellten.  Das  Umgekehrte  hiervon  würde  statt- 
finden, wenn  eine  der  vorhandenen  Yariabelen  als  abhängig,  die 
übrigen  als  unabhängig  veränderlich  angesehen  würden,  und  es  wäre 
dann  die  Aufgabe,  diejenige  Funktion  mehrerer  Yariabelen  zu  be- 
stimmen, welche  einer  gegebenen  Differenzialgleichnng  genügt.  Da- 
bei sind  jedoch  zwei  Fälle  zu  unterscheiden,  ob  nämlich  die  Difife- 
renzialgleichung  totale  oder  partielle  Differenziale  enthält.  Wir  be- 
schäftigen uns  zunächst  mit  Gleichungen  der  ersten  Art. 

Findet  zwischen  drei  Yariabelen  x^  y^  z  eine  Gleichung  von 
der  Form 

1)  Fiai,y,z)  =  C 

statt,  aus  welcher  sich  z  als  Funktion  von  x  und  y  bestimmen  liesse, 
80  ist  das  totale  Differenzial  derselben: 

r —  dx  +  -r—  dy  +  -r—  dz  =  0. 
^x  ^      dy     ^     *      dz 

IF  IF  IF 
Die  partiellen  Differenzialquotienten  -r— ,  -r— ,  -r—  sind  hier  wie- 

ox     dy     oz 

derum  Funktionen  von  ^,  y  und  z^  die  wir  der  Reihe   nach  mit 

g)  (ar,  y,  z;),  tf}  (a:,  y,  z)^  %  (ä,  y,  z)  bezeichnen;  die  vorige  Gleichung 

lautet  dann : 

2)  q)(x,y,z)dx  +  tlf(,a},y,z)dy  -\-  %(x,y^z)dz  =  0, 

und  ist  das  Schema  einer  Differenzialgleichung  erster  Ordnung  zwi- 
schen drei  Yariabelen.  Sie  integriren,  heisst  von  der  Gleichung  2) 
auf  die  Gleichung  1)  zurückgehen  und  es  ist  dies  geometrisch  die 
Aufsuchung  einer  Fläche,  welcher  die  in  Nro.  2)  ausgesprochene 
Eigenschaft  zukommt. 

Die  Integration  der  Differenzialgleichung  2)  oder  der  kürzer 
geschriebenen 

8)  9  da?  4-  V'  ^y  4"  3C  ^^  =  ^ 

lässt  sich  auf  der  Stelle  ausführen,  wenn  die  Yariabelen  gesondert 
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sind,  d.  h.  9  =  X,  ^  =  r,  ;U  =  Z  iat,  wo  -X",  Y,  Z  Funktionen 
von  x^  y^  z  allein  bezeichnen;  aus 

4)  Käx-^rTäy-^-  Zdz  =  0 

folgt  nämlich: 

5)  jXdx  -\-  JYdy  -^  i Z  dz  =  Const, 

wo  jede  Integration  so  geschieht,  als  wäre  jede  der  Grössen  x^  y^  z 
unabhängig  -veränderlich.  In  der  That  bedarf  es  nur  der  totalen 
DiflTerenziation  der  Gleichung  5),  um  zur  Gleichung  4)  zurückzuge- 
langen. 

Ist  die  Sache  nicht  so  einfach  wie  in  dem  angegebenen  Falle, 
so  bringt  man  die  gegebene  Differenzialgleichimg  zunächst  auf  die 
Form 

6)  dz  =1  —  —  dx ^  dy\ 

da  z  eine  unbekannte  Funktion  von  x  und  y  ist,  so  muss  der  Aus- 
druck rechter  Hand  das  vollständige  Differenzial  derselben  darstellen 
und  dazu  gehört  nach  §.  100  eine  Bedingung,  welche  auf  den  vor- 
liegenden Fall  angewendet  lautet: 


K-i)_<-f) 


^y  TiX 

Die  Ausführung  dieser  Differenziationen  giebt  bei  Weglassung 
der  gemeinschaftlichen  Nenner  und  unter  Berücksichtigung  des  Um- 
standes,  dass  97,  ^  und  %  auch  z^  d.  h.  implicite  nochmals  x  und  y 
enthalten : 

^  \ly  ^  Iz   lyj         ^  \ly  ^  Iz   lyj 

^  \'hx~  Iz  'hxj        ^\lx~  'hzlxj 
Beachtet  man  noch,  dass  die  Gleichung  6)  nut 

,  "bz      .         I       ^J8^     , 

dz  =  --—  dx  -A-  T-  dy 
Ix  ^y 

identisch  und  folglich 

iz  2.    if '^ 

ix  ~'^  %'    ^y~~J 

sein  muss,  so  verwandelt  sich  die  obige  Bedingung  in  die  folgende; 

''-c-f-^)+*-(if-B)+'-(e-ifH 

und  nur  wenn  sie  erfüllt  ist,  kann  man  in  der  gegebenen  Differen- 
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zialgleichung  z  als  Funktion  der  beiden  unabhängigen  Yariabelen  x 
nnd  y  betrachten.  Die  Nichterfüllung  der  obigen  Determination 
zeigt  dagegen  an,  dass  die  Differenzialgleichung  keinen  analytischen 
Sinn  hat,  wenigstens  so  lange  nicht  als  zwei  Yariabele  unabhängig 
bleiben;  sie  erhält  erst  wieder  eine  Bedeutung,  wenn  man  y  als 
Funktion  von  x  ansieht ,  sie  reduzirt  sich  dann  auf  eine  Differenzial- 
gleichung  zwischen  zwei  Variabelen  x  und  z  und  gehört  nicht  mehr 
hierher.  ^ 

Das  Bestehen  der  Gleichung  7)  vorausgesetzt,  hat  die  Integra- 
tion der  Differenzialgleichung 

8)  ^>dx  -^^  i^dy  -■\-  %dz  :=.(i 

keine  wesentliehe  Schwierigkeit.  Denken  wir  uns  die  Integralglei- 
chung i^(a?,  y,  z)  =  C  als  Gleichung  einer  Fläche,  von  der  jeder 
Punkt  ^2^  2:  die  Eigenschaft  8)  besitzt,  so  muss  diese  Eigenschaft 
auch  allen  den  Punkten  zukommen,  welche  in  einer  constanten  Ent- 
fernung (etwa  r  =  Ä)  von  der  ory  Ebene  auf  jener  Fläche  liegen, 
d.  h.  allen  Punkten  des  Durchschnittes  der  fraglichen  Fläche  mit 
der  E^ene,  deren  Gleichung  z  =  h  sein  würde.  Es  wird  in  diesem 
Falle  dz  =  0^  die  Differenzialgleichung  reduzirt  sich  auf 

9)  q>dx  -|-  ifdy  =  0, 

.und  das  hierin  vorkommende  z  gilt,  wenn  man  nicht  h  dafür  schrei- 
ben will,  als  willkürliche  Constante.  Das  Integral  der  Differen- 
xialgleichuhg  9)  (d.  h.  die  Gleichung  jener  Durchschnittslinie)  führt 
eine  Integrationsconstante  bei  sich,  welche  zwar  von  x  und  y  frei 
ist,  wohl  aber  jenes  als  constant  betrachtete  z  enthalten  kann;  be- 
zeichnen wir  sie  mit  Z^  wo  z  eine  Funktion  von  z  allein  ist,  so  kön- 
nen wir  dem  Integrale  der  Gleichung  9)  folgende  Gestalt  verleihen: 

10)  fix,y,z)  =  Z. 

Das  Differenzial  hiervon  ist,  total  genommen: 

11)  l^  dx  4-  ]^  dy  +  l^  dz  =  dZ, 

öx  *     oy  '     dz 

und  da  die  rechte  Seite  nur  z  enthält,  so  muss  dasselbe  linker  Hand 
der  Fall  sein.  Eliminirt  man  daher  eine  der  Variabelen  x  und  y 
aus  den  vorstehenden  zwei  Gleichungen,  so  muss  die  andere  Varia- 
bele  von  selbst  wegfallen  und  eine  Gleichung  zwischen  ^,  Z  und  dZ 
übrig  bleiben.  Das  Integral  dieser  Differenzialgleichung  entiiält 
2r,  Z  und  eine  Constante ;  bestimmt  man  Z  daraus  und  substitnirt  die- 
sen Werth  in  die  Gleichung  10),  so  hat  man  das  gesuchte  Integral. 

Die  Differenzialgleichung  z.  B. 

12)  i%xz-\-z«)dx  +  2yzdy  —  2(x^-j'y^-\-k)  dz  =  0 
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genügt  den  in  Nro.  7)  angegebenen  Bedingungen;  betrachtet  man 
z  vorerst  als  Gonstante,  so  wird  die  Gleichnng  12)  zur  folgenden: 

(^x-^-z^^dx  4-  2,ydy  =  0, 

worin  die  Variabelen  bereits  gesondert  sind;  ihr  Integral  ist: 

13)  a?2  -f  xz^  ^y2  —  z. 
Das  totale  Diflerenzial  dieser  Gleichung  ist: 

(2x'\-z^)dx  -f  2ydy  -f  2xzdz  =  dZ, 
und  mit  Rücksicht  auf  die  ursprüngliche  Gleichung  12): 

2      ~^  ^    dz'\'2xzdz  =  dZ. 

z  ' 

Schafft  man  eine  der  Variabelen  x  und  y,  etwa  die  letztere 
weg,  indem  man  die  Gleichung  13)  zu  Hülfe  nimmt,  so  fällt  auch 
die  andere  Variabele  heraus  und  es  bleibt 

2  — ■ —  dz  =  dZ  oder   2  —  =  -—-t — , 
z  z  Z-pfc' 

mithin 

C«2  =  ^  +  jfe,     Z—  Cz^  —  k, 

wo  C  die  Integrationsconstante  bezeichnet.     Das  gesuchte  Integral 
der  DiflTerenzialgleichung  11)  ist  folglich: 

14)  x'^  -^y^  -\~(jü—C)z-{'k  =  0.. 

Hier  wie  in  jedem  anderen  Falle  kommt  also  die  Integration 
einer  totalen  DiflTerenzialgleichung  erster  Ordnung  zwischen  drei 
Variabelen  auf  die  Integration  zweier  DiflTerenzialgleichungen  zwi- 
schen zwei  Variabelen  zurück.  Aehnliche  Sätze  würden  sich  für 
totale  DiflTerenzialgleichungen  mit  mehreren  Variabelen  aufstellen 
lassen.  Enthält  die  gegebene  DiflTerenzialgleichung  verschiedene 
Potenzen  von  dx^  dy^  dz  etc.,  so  kann  man  sie  in  Beziehung  auf 
eine  dieser  Variabelen  auflösen  und  unterscheiden,  ob  das  Resultat 
von  irrationaler  oder  von  rationaler  Form  ist;  im  ersten  Falle  be- 
sitzt die  DiflTerenzialgleichung  gar  keine  Auflösung  und  hat  überhaupt 
keinen  Sinn,  im  zweiten  Falle  ist  die  DiflTerenzialgleichung  das  Pro- 
dukt  mehrerer  DiflTerenzialgleichungen  von  der  Form 

q>dx  -{-  ii>dy  -{-  xdz  =  0, 

und  wird  integrirt,  indem  man  die  Faktoren  einzeln  als  DiflTerenzial- 
gleichungen behandelt.     Aus  der  Gleichung  z.  B. 

m  dx^-^  n  dy^-j^p  dz^-\-  2q  da  dy-|-2r  dx dz-\-28  dy  dz  =  0 

findet  man 

— rdx  —  8dy±yA'dx^-j-2Bdxdy-\-Cdy^ 


dz  — , 


-^kAä 
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wobei  ZOT  Abkurzang  gesetzt  wurde: 

r*  —  mp  =  A^     rs — pq  =  B^     «* — np  =  C. 
Welche  Fimktion  yon  x  und  y  aber  z  aach  »ein  möge,  so  steht 
dz  doch  nnter  der  Form: 

dx  dz 

dz  =  —  dx  H-  —  dt/s 
2ix  ^    :>y     •'' 

und  es  ist  deshalb  der  obige  Werth  von  dz  so  lange  eine  analytische 

Unmöglichkeit,  als  die  Wurzelgrosse  vorkommt;  wird  aber 

Ädx^  -{-2Bdxdy-}'  C  dy* 

zu  einem  vollständigen  Quadrate,  wozu  die  Bedingung  B^  =  ÄC 
gehört ,  so  ut  dz  rational  und  die  ursprüngliche  Differenzialgleichung 
das  Produkt  zweier  linearen  Faktoren. 

Das  im  Vorigen  auseinandergesetzte  Yerfifthren,  um  vorerst  die 
Bedingung  der  Integrabilität  und  nachher  das  Integral  selbst  zu  fin- 
den, bleibt  im  Wesentlichen  auch  bei  total^i  Differenzialgleichungen 
höherer  Ordnungen  dasselbe,  veranlasst  aber  der  Natur  der  Sache 
nach  weitläufigere  Bechnungen.  Das  äusserst  seltene  Vorkommen 
derartiger  Differenzialgleichungen  überhebt  uns  der  Mühe,  tiefer  anf 
sie  einzugehen. 

§.  116. 
Partielle  Differenzialgleichungen  erster  Ordnung. 

Wenn  x  und  y  zwei  unabhängige  Variabele  bedeuten,   z  eine 

noch  unbekannte  Funktion  derselben  ist,  und  die  partiellen  Differen- 

2  z  2  z 

zialquotienten  von  z  durch  tt-  und  -r—  bezeichnet  werden,  so  kann 
^  öx  cy 

man  die  Gleichung 

')  "{•"'"¥.'  ¥)=' 

als  das  allgemeine  Schema  einer  partiellen  Differenzialgleichung  zwi- 
schen drei  Veränderlichen  ansehen,  und  die  Aufgabe  würde  sein,  aas 
der  Gleichung  1)  eine  primitive  Gleichung  von  der  Form  z  =:f(x^  y), 
d.  h.  ihr  Integral  zu  entwickeln.  Denken  wir  uns,  um  die  Sache 
unter  einen  geometrischen  Gesichtspunkt  zu  bringen,  x^  y,  z  als  recht- 
winklige Coordinaten  eines  Punktes  im  Räume,  so  bedeutet  die  Glei- 
chung z  =  /  (^,  y)  eine  Fläche ,  welcher  die  in  Nro.  1)  angegebene 
Eigenschaft  zukommen  soll,  und  es  bezieht  sich  diese  Eigenschaft 
auf  die  Lage  der  Tangentialebenen  oder  der  Normalen  der  Fläche, 
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wie  aus  dem  Vorkommen  der  partiellen  Differenzialquotienten^  un- 
mittelbar erhellt  (§.  22).  Vermöge  dieser  Bemerkung  kann  die 
Construktion  der  fraglichen  Fläche  auf  folgende  Weise  vor  sich  ge- 
hen. Wir  geben  der  einen  unabhängigen  Variabelen  einen  willkür- 
lichen Anfangswerth  Xq^  legen  in  der  Entfernung  a=aQ  eine  Ebene 
parallel  zur  Coordinatenebene  yz  und  zeichnen  in  dieser  Parallel- 
ebene  eine  beliebige  krumme  Linie  z  =  ^  (y) ,  welche  wir  als 
Durchschnitt  der  gesuchten  Fläche  mit  jener  Farallelebene  betrach- 
ten.    Für  jeden  Punkt  dieses  Durchschnittes  sind  x  =  Xq^  y  woAz 

bekannt,  ebenso  ist  es  auch  r-  vermöge  der  Gleichung  z  =  iff  (w). 

dy 

^z 
Die  Gleichung  1)  kann  jetzt  dienen,  um  —    zu    bestimmen,    oder, 

genauer  ausgedrückt,  um  den  Spezialwerth  zu  finden,   welchen  — 

oX 
^Z  ^Z 

für  a?  =  ^Q  annimmt.     Da  nunmehr  x^  y,  z,  r —  und  t—  innerhalb 

ex  dy 

der  ganzen  Ausdehnung  jenes  Paralleldchnittes  gegeben  sind,    so 

lässt  sich  auch  durch  jeden  Punkt  desselben  eine  Ebene  legen,  deren 

Gleichung,  in  den  laufenden  Coordinaten  |,  i},  ^  ausgedrückt, 

g  —  ^  =  -^(1  — ^)  +  y^(lJ  — 2/),       X  =  Xo    ' 

wäre,  und  es  sind  diese  Ebenen  nichts  Anderes  als  die  Berührungs- 
ebenen, welche  die  Fläche  längs  jenes  Parallelschnittes  an  sich  trägt« 
Geben  wir  dem  x  einen  zweiten  Werth  ^i  =  a^o  -f-  ö^^o  ™^d  legen 
wiederum  eine  Parallelebene  zu  yz^  so  wird  diese  von  jenem  Sy- 
stem der  Berühnmgsebenen  in  einer  Curve  z  z=z  ipi(y)  geschnitten, 
welche  bei  der  unendlich  geringen  Verschiedenheit  von  Xq  und  Xi 
als  zweiter  Parallelschnitt  der  gesuchten  Fläche  gelten  muss.  Von 
diesem  Schnitte  ausgehend,  können  wir  die  vorige  Construktion  wie- 
derholen ,  die  continuirliche  Folge  der  zu  z  =  ilfi  (y)  gehörenden 
Tangentialebene  bilden^  dann  zu  einem  dritten  Parallelschnitte  in 
der  Entfernung  x^  =  Xi'-\-dxi  Übergehen  u.  s.  w.  So  ist  die  Fläche 
ihrer  ganzen  Ausdehnung  nach  bestimmt  durch  die  stetige  Aufein- 
anderfolge ihrer  Querschnitte  parallel  zur  yxr Ebene,  sobald  nur  der 
erste  dieser  Querschnitte  ;?  =  ^  (y) ,  x  =  Xq  gegeben  oder  willkür- 
lich angenommen  wird.  Wenn  demnach  ausser  der  Differenzial- 
gleichung  keine  weiterß  Beziehung  zwischen  o?,  y  und  z  vorgelegt 
ist,  so  charakterisirt  sie  eine  unendliche  Menge  von  Flächen,  deren 
spezielle  Gestalt  von  den  Curven  [«  =  ^  (y)]  abhängt,  durch  welche 
man  sie  hindurchgehen  lassen  will;  das  Integral  ist  daher  nicht  nur 
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jederzeit  möglich,  sondern  auch  in  sofern  unbestimmt,  als  es  eine 
willkQrliche  Funktion  enthalten  muss.  Dies  bestätigt  sich  analytisch 
leicht,  wenn  man  eine  partielle  Differenzialgleichung  bildet.  Dreht 
man  z.  B.  eine  beliebige  in  der  Coordinatenebene  yz  gezeichnete 
Gnrve  z  =  if(jf)  um  die  Achse  der  z^  so  entsteht  eine  Umdrehungs- 
6äche,  deren  Gleichung  ist 

z  =  i;(Yl^^), 
und  man  findet: 

daraus  lässt  sich  die  partielle  Differenzialgleichung 

"bz  "bz         ^ 

y X—-  =  0 

öx  oy 

ableiten,   welche  geometrisch  bedeutet,    dass  alle  Normalen  einer 

Rotationsfläche  die  ;;  Achse  durchschneiden. 

Auf  die  vorigen  geometrischen  Betrachtungen  stützt  sich  unmit- 
telbar die  Integration  der  linearen  partiellen  Differenzialgleichungen 
erster  Ordnung,  deren  Schema  ist: 

2)  <p  {X,  y^  z)  —  -{-tif  (ar,  y,  z)  —  =  %  («,  y,  0- 

Wie  nämlich  auch  die  zu  Grunde  liegende  Integralgleichung 
F  (x,  y^  z}  =  0  beschaffen  sein  möge ,  so  würde  doch  z^  als  Funk- 
tion von  X  und  y  betrachtet,  derselben  entnommen  werden  können 
und  jedenfalls  die  Gleichung 

3)  dz  =  r-  ax  -j-  T-  dy 

^z 
stattfinden  müssen ;  durch  Substitution  des  Werthes  von  r—  aus  Nro.  2) 

ox 

erhalt  sie  die  Form: 

^z 

4)  {(pdz  —  X^^^  —  (9^y  —  tifdx)  —  =  0. 

Denkt  man  sich  wie  früher  x  für  den  Augenblick  als  constant, 

so  würde  diese  Gleichung  dem  in  der  Entfernung  x  parallel  zur 

Coordinatenebene  yz  gelegten  Querschnitte  zugehören;  dieser  Quer- 

.     "bz     . 
schnitt  ist  eine  beliebige  Curve,   mithin   —   eine  ganz  willkürliche 

^y 

Grösse  und  die  Gleichung  4)  kann  daher  nur  bestehen,  wenn  die 
Gleichungen 

5)  q)  dz  —  ;u  cZo?  ==  0,       V  dy  —  ^  dx  =  0 

für  sich  stattfinden.     In  der  That  würde,   wenn  die  vorstehenden 
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Gleichungen  nicht  erfüllt  wären,  aus  Nro.  4)  ein  ganz  bestimmter 

Werth  von  r-  folgen ,  und  dies  ist  unmöglich ,  ^weil  durch  jeden 
dy 

Punkt  ayz  eine  unendliche  Menge  von  Flächen  der  verschiedenar- 
tigsten Querschnitte  gelegt  werden  kann,  welche  Flächen  sämmtlich 
der  aufgestellten  Differenzialgleichung  genügen.  Aus  den  Gleichun- 
gen 5)  folgt  von  selbst  noch  eine  dritte,  nämlich  ipdz  —  %  ^^i  welche 

man  auch  durch  Elimination  von  r—  statt  von  r-    gefunden   haben 

dy  '     dx 

würde.  Die  Differenadalgteichung  2)  zieht  also  folgende  drei  Glei- 
chungen nach  sich: 

Itp  dy  —  ^  da?  =  0, 
^  dt  —  X  dx  =iO^ 
f  dz  —  X  dy  =  0, 

welche  keine  partiellen  Differenziale  enthalten.  Hat  man  aus  zwei 
dieser  Gleichungen  oder  aus  zwei  Gombinationen  derselben  durch 
gewöhnliche  Integrationen  ein  paar  neue  Integralgleichungen  abge- 
leitet, so  sind  diese  von  den  Formen 

7)  *  (a,  y,  z)  =  C,         V  {x,  y,z)  —  (\, 

worin  C  und  Q  zwei  willkürliche  Constanten  bezeichnen ,  und  man 
kann  mittelst  der  Gleichungen  7)  x  und  y  durch  z  ausdrücken.  Nach- 
dem dies  geschehen,  verwandelt  sich  die  noch  nicht  näher  bekannte 
Integralgleichung  F  (x^  y^  z)  =  0  bei  Substitution  jener  Werthe 
von  X  und  y  in  eine  neue  Gleichung ,  die  nur  z ,  C  und  Q  enthält, 

dJ(z.C.(X) 

etwa  J  (z^  C,  Ci)  =  0 ;  differenzirt  man  sie,  so  folgt -= =  0, 

az 

was  aber  nur  möglich  ist,  wenn  die  Gleichung  ^(if,C,Ci)  =  0  kein  z 
mehr  enthält.  Dass  in  der  That  z  von  selbst  aus  der  Gleichung 
jr(r,C,Ci)  verschwunden  sein  muss,  erkennt  man  übrigens  auch  an 
dem  Umstände,  dass  sonst  entweder  z  constant  wäre ,  oder  C  und  Q 
spezielle  unveränderliche  Werthe  haben  müssten,  was  Beides  mit  der 
Allgemeinheit  der  ganzen  Betrachtung  unverträglich  ist*  Nach  dem 
Verschwinden  von  Z  bleibt  nur  Jf  (C,  Ci)  =  0  übrig,  woraus  folgt, 
dass  Ci  irgend  eine  nicht  näher  bestimmbare  und  ebendeshalb  will- 
kürliche Funktion  von  C  sein  muss ,  etwa  Q  =  /  (C) ,  oder  nach 
Nro.  7): 

8)  V  ix,  y,z)=zf  [®  ix,  y,  z)]. 
Diese  Gleichung  ist  nun  das  gesuchte  Integral. 

Sehlömileh,  Analyiii.  34 
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Beispiel  1.     Der  partiellen  Differenzialgleichnng 

9)  «^4.6|£  =  ö 

entsprechen  die  Hülfsgleichungen 

a  dy  —  b  da  =  0^         a  dz  =  0^ 
d.  i.  ay  —     bx    =  C^  z  =  C^; 

das  Integral  ist  daher  Q  =  /  (C)  oder 

10)  z=/(ay  —  ba), 
was  man  leicht  prüfen  kann. 

Beispiel  2.     Die  im  Anfange  dieses  Paragraphen  erwähnte 
Differenzialgleichnng 

^  z  ^z 

11)  y  ^   —  a?  -^  =  0 

giebt,  auf  gleiche  Weise  behandelt: 

y  dy  -\-  X  da  =  0^         y  dz  =  0^ 

y^   +     a^    =C,  z=(\; 

mithin : 

12)  z=/ix^  +  y^), 

was  mit  dem  Früheren  der  Sache  nach  übereinstimmt. 
Beispiel   S.     Sei  allgemeiner 

IS)  x^+Y^  =  Z, 

da  oy 

wobei  X^  Yf  Z  Funktionen  von  ar,  y,  z  allein  bezeichnen  mögen ,   so 
sind  die  Hülfsgleichungen: 

Xdy  —  Ydx  =  0,         Xdz  —  Zda  =  0; 
in  beiden  ist  die  Trennung  der  Variabelen  sehr  leicht  und  giebt: 
r^        fda  _  Cdz        fda  _ 

J    Y~J'X-^'    J^~J~X-^' 
mithin  als  Integral: 

In  dem  speziellen  Falle 

a  7i  z         b   2^  z 

15)  -.- -  =  2(a  +  J)« 

a  da        y  ^y 

hat  man  nach  Formel  14) : 


Iz  a?2    j  y^  a 


9 


2(a  +  6)  2a        ''  f  2b  2a 
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nm  dieser  Gleichung  mehr  Symmetrie  zu  Terschaffen,  geben  wir  ihr 
zunächst  die  Form: 

alz  —  (a-f  i)it?«  =  2a(a+b)f  |  ^^\~^^^  l  =  F^ay^  —  bx^), 

wo  F  eine  neue  willkürliche  fWktion  bezeichnet;  denken  wir  sie 
uns  als  bestehend  aus  Fi  (ay^  —  5-p')-)-ay2  —  jj.«^  gQ  y^ß^ 

Z ;.  =  *2  +  y»  +  1  Fi(ay^—bs^), 

und  wenn  wir  jendUch  z  selbst  bestimmen : 

16)  zbs::e^''^y* /(ay^  —  bo!^. 

Auch  hier  is$  /(ajf*  —  bx^)  wiederum  eine  beliebige  Funktion 
von  ay^ — ba^, 

Beispiel  4.     Die  gegebene  Differenzialgleichung  sei : 

^  z    ,  7i  z 

17)  (cy-rbz) y-Caz^-ca)  —  =  bx  —  ay, 

ox  dy 

die  Hülfsgieichungen  lauten  dann: 

(ßy  —  bz)dy  —  (az — cx')dx  =  0, 
(cy  —  bz^dz  —  (bx  —  ay)dx  =z  0^ 
(bx — ay')dy  —  (az — ex}  dz  =  0, 

und  sind  nicht  unmittelbar  integrabel,  weil  in  jeder  von  ihnen  drei 
Yariabele  vorkommen;  multiplizirt  man  aber  die  zweite  mit  a,  die 
dritte  mit  i,  und  zieht  jene  von  dieser  ab,  so  bleibt  nach  Hebung 
von  bx — ay: 

adx  -{-  bdy  -f-  odz  ^=  0,  mithin  aa  -^  by  -\'  ox  =:  C 

Um  ein  zweites  Integral  zu  erhalten,  multipliziren  wir  die  zweite 
Gleichung  mit  — x^  die  letzte  mit  y,  und  nehmen  die  Summe  beider; 
nach  Hebung  von  bx — ay  wird  so: 

X  dx  -\-  y  dy  '\-  z  dz  =::  0^  mithin  x^  ~\-  y^  ~\-  z^  =  Ci; 

das  gesuchte  Integral  ist  folglich: 

18)  x^  '\-  y^  -j-  z^  =ifiaX'{'by-\-cz). 

Das  Yerfahreii,  welches  zur  Integration  der  bisherigen  partiel- 
len Differenzialgleichungen  zwischen  drei  Yariabelen  angewendet 
wurde,  passt  wörtlich  auf  den  Fall  einer  grösseren  Anzahl  von  Ya- 
riabelen.    Wäre  z.  B.  die  gegebene  Differenzialgleichung : 

worin  u  als  unbekannte  Funktion  von  x^  y^  z  betrachtet  wird,  9,  ^, 

84* 
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{und  6  gegebene  Funktion  von  4P,  y,  z^  u  sind,  so  würde  man  diese 

Gleichung  mit 

du    _•  du  dti 

du  ^=  —  dx  -+•  —  dy  -4-  ~~"  cf  r 
^a  ^    ly  ^  ~    3r 

zusammenhalten,  nändich  .r~  eliminiren  und  nachher  die  Coeffiden- 

ÖX 

ten  von  r-  und  .r-,  sowie  die  von  r-  und  r-    freien  Glieder    der 

dy  dz  oy  öz 

Null  gleich  setzen  müssen.  Hierdurch  ergeben  sitfi  dreiDifferenzial- 
gleichungen  gewohnlicher  Art,  deren  Integ]|[ale  #=rC7,  d^=rQ  und 
0,  =  C^  heissen  mögen.  Zwischen  den  Coiiil«ii(en  C^  (\^  C^  ist 
endlich  noch  eine  willkürliche  Beziehung  FXly^  t^^  Q)  =  0  oder 
Q  =  /  (C,  Q)  aufzustellen,  in  welche  für  C?,  Q  und  C5  die  Werthe 
4^,  d^,  4^3  einzuführen  sind. 


§.  117. 
Partielle  Differenzialgleichungen  höherer  Ordnungen. 

Das  im  vorigen  Paragraphen  auseinandergesetzte  Verfahren, 
welches  in  der  ZurÜckführung  einer  partiellen  Differenzialgleichimg 
auf  ein  System  gewöhnlicher  Differenzialgleichungen  besteht,  ist 
zwar  mit  einigen  Modifikationen  auch  bei  partiellen  Differenzial- 
gleichungen höherer  Ordnungen  theoretisch  anwendbar,  bringt  aber 
häufig  in  sofern  keinen  wesentlichen  Yortheil,  als  die  Integration 
des  entstandenen  Systemes  von  Differenzialgleichungen  nicht  selten 
eben  so  grosse  oder  noch  grössere  Schwierigkeiten  darbietet,  wie 
die  direkte  Integration  der  ursprünglichen  Differenzialgleichung. 
Auf  eine  tiefere  Untersuchung  der  Fälle  einzugehen,  in  welchen 
jene  Reduktion  in  der  That  von  Nutzen  sein  kann,  fehlt'  hier  der 
Baum,  und  wir  begnügen  uns  daher  mit  der  Betrachtung  einer  be- 
stimmten Elasse  partieller  Differenzialgleichungen  höherer  Ordmm- 
gen ;  es  sind  dies  die  mit  constanten  Coef&cienten  versehenen  linea- 
ren Differenzialgleichungen,  welche  deswegen  eine  besondere  Auf- 
merksamkeit verdienen,  weil  sie  bei  vielen  Problemen  der  mathema- 
tischen Physik  eine  wichtige  Bolle  spielen.  Das  Verfahren  zu  ihrer 
Integration  besteht  immer  darin,  dass  man  zunächst  ein  partikuläres 
Integral  aufsucht  und  das  allgemeine  Integral  aus  einer  Reihe  par- 
tikulärer Integrale  zusammensetzt. 
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I.     Bleiben  wir  vorerst  bei  der  schon  besprochenen  Differen- 
zialgleichung 

1)  a— -  +  ft--  =  0 

^  da?     '        Sy 

stehen,  so  liegt  der  Versuch  nicht  fem,  ihr  durch  einen  Ausdruck 

von  der  Form 

z  =  eP^+yy 

zu  genügen,  wo  ß  und  y  vor  der  Hand  noch  unbestimmte  Coefficien- 
ten  bedeuten;  die  Substitution  giebt 

(aß-\-'by)ef^  +  yy  =  0,  mithin  y  = 1- /S, 

wo  ß  völlig  willktfatteh  bleibt.  Ein  partikuläre^  Integral  der  Diffe- 
renzialgleichung  1)  ist  also 

z  =  e\      ^  oder    z  =  «i»*(^«-ay)  , 

wenn  ß  =  b(i  gesetzt  wird;  etwas  allgemeiner  wäre 

z  =  Cef^(f^^-^y\ 

welcher  Ausdruck  ebenfalls  der  Gleichung  1)  genügt.  Giebt  man 
den  willkürlichen  Constanten  C  und  ft  verschiedene  Werthe  und  ver- 
einigt die  so  entstehenden  partikulären  Integrale,  so  gelangt  man 
zu  dem  allgemeinen  Integrale : 

Auf  den  ersten  Blieb  scheint  dieser  Ausdruck  von  dem  früher 
gefundenen  z  =  f  (ay  —  hy)  verschieden  zu  sein;  man  überzeugt 
sich  *aber  von  der  Üebereinstimmung  beider  Formen  auf  folgendem 
Wege.  Sei  zur  Abkürzung  ay  —  ba  =  u^  ferner  fi^  =  0,  fii  =  V  — l, 
fig  =  2y3T,  fis  =  3V3i  etc.,  und 

SO  erhält  z  folgende  mittelst  Summenzeichen  abgekürzte  Form: 


Z  =  £  Cf^  C08 
0 


Jede  Summe  genügt  für  sich  allein  der  Differenzialgleichung; 
man  hat  daher  als  neues  Integral: 


Ä   .  nxu    .      «  _      .    nytu 


z  =  2  Ä^  cos  -3 (-  27  5^  «m  — T- 

0  A  1  A 

d.  h.  wenn  man  die  Coeffidenten  A^  und  B^  nach  den  Formeln  des 
§.  81  wählt,  z  =  t(ti)  =  ifiay—bx)^  wie  früher. 
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n.  Wenden  wir  auf  die  Differenzialgleichung  zweiter  Ordnung 

dieselbe  Snbstitation  an 

z  =  ef^'+yy, 

so  ergiebt  sich  zwischen  ß  und  y  die  Bedingung: 

4)  0^/32  +  h^y^  +  Co/3y  +  ai/J  +  Äiy  +  Ci  =  0, 

vermöge  deren  sich  y  durch  /3  ausdrücken  lässt.  Dasselbe  würde  in 
ähnlicher  Weise  bei  einer  linearen  Differenzialgleichung  höherer 
Ordnung  mit  constanten  Coefficienten  der  Fall  sein,  und  wir  können 
daher  y  =  igp  (ß)  setzen ,  indem  wir  ims  die  algebraische  Hülfsglei- 
chung  jederzeit  in  Beziehung  auf  y  aufgelöst  denken.  Partikuläre 
Integrale  der  ursprünglichen  Differenzialgleichung  sind  demnach  alle 
Ausdrücke  von  den  Formen 

und  folglich  ist  das  allgemeine  Integral: 

5)  z  =  CoePoX+(p(ßo)y  ^  C^efi^+^(fii^y 

-\-  C2eP^^^+9>(ß2)y  -^ 

Die  hier  vorkommende  Reihe  lässt  sich  in  manchen  Fällen  wie 
früher  durch  eine  willkürliche  Funktion  ausdrücken;  so  entspricht 
z.  B.  der  Differenzialgleichung 

2^z  Ti^z 

^  3y2  2)a?3 

die  quadratische  Hülfsgieichung y2  =  (|3j}3,  woraus  y  =  ia/J  folgt; 
man  hat  daher  sowohl 

z  =  Coeßoix'\'ay)  _^  QeA(a:+ay)_^  .  .  .  =  *(a?+ay), 

als  auch 

z  —  Co  eßo(.x-ay)  _|_  ^^ß^(^x-ay)  _^  .  .  .  =  W(x  —  ay). 

Demnach  ist  das  vollständige  Integral: 

7)  z  =  *(a;+ay)  +  W(x  —  ayy, 

in  der  That  genügt  dieser  Ausdruck  der  Differenzialgleichung  6); 
dass  er  aber  ihr  allgemeinstes  Integral  ist,  erkennt  man  an  dem 
Vorkommen  zweier  willkürlicher  Funktionen. 

Lässt  sich  die  erwähnte  Zusammenziehung  der  Reihen  nicht 
ausführen,  so  ist  es  nicht  selten  von  Yortheil,  die  einzelnen  Glieder 
der  Reihe  5)  unendlich  klein,  ihre  Anzahl  unendlich  gross  und  so- 
mit die  Reihe  zu   einem   bestimmten  Integrale  werden    zu    lassen« 
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Man  denkt  sich  nämlich  die  willkürliche  Constante  C  als  beliebige 
Funktion  der  Gonstanten  ß  und  setzt: 

|J,  =^o  +  «,      ft  =  /3o  +  2*,      /3,  =  /3, +  3«, 

dann  ist,  wenn  n  Glieder  genommen  werden: 

und  zwar  bezieht  sich  das  Summenzeichen  auf  alle  die  Werthe,  welche 
der  hinter  demselben  stehende  Ausdruck  für  ß  =  ßo^  ßo  -^  S^ 
/So  -f-  2Ä,  .  .  .  /So  -f-  (w — 1)Ä  erhält.     Nehmen  wir  ßQ-\-nd  con- 

stant  =  /Si,  mithin  S  = ,    und   lassen    n  ins  Unendliche 

n 

wachsen,  so  wird  d  =  dß  und 

8)  z  =    //(^)6^^+9>Wy  dß. 

Der  Gebrauch  dieser  Formel  besteht  darin,  dass  man  aus  einem 
partikulären  Integrale  einer  gegebenen  linearen  partiellen  Differen- 
zialgleichung  mit  constanten  CoefHcienten  und  von  beliebiger  Ord- 
nung sogleich  eine  unendliche  Menge  anderer  partikulärer  Integrale 
ableiten  kann,  indem  man  ß^ ,  ßi  und  f(ß)  willkürlich  wählt. 

Als  Beispiel  möge  die  Di£Perenzialgleichung 

Tiz  '   li^z 

dienen.  Die  entsprechende  algebraische  Hülfsgieichung  ist  yz=kß^ 
=  9>iß)^  mithin 

■z  =  eP'^+^ß'y 

ein  partikuläres  Integral  von  Nro.  9).  Ein  paar  andere  partikuläre 
Integrale  finden  sich,  wenn  man  ß  imaginär  werden,  also  z.  B. 
ß  y  —    an  die  Stelle  von  ß  treten  lässt;  es  wird  dann 

z  =  icoaßx  -^Y~i8inßx)  e^^^^y , 
oder  wenn  man  die  einzelnen  Theile  nimmt: 

10)  z  =  e-^P^y  cosßa  und  «  ==  e"^/'*^  smßa. 

Wendet  man  auf  das  erste  dieser   partikulären  Integrale  die 
Formel  8)  an,  so  ist  auch: 


=/; 


11)  z  =  J  fißi)e-^^*y  ooaßxdßy 


f»e  Gqi.XXI.  f.  118. 

also  z.  B.  ffir  ^  =  0,  /li  =  OD ,  f(ß)  =  1,  und  luieh  Formel  19) 
in  f.  84  (2*  =  s,t  =  ß,a*  =  jby): 


12) 


2Kfcy 

In  derThat  befriedigt  dieser  Ansdinck  die  Differengialgleichnng 
9),  ist  aber  von  den  vorher  gefmidenen  {Mutiknlaren  Integralen  so 
Terschieden,  dass  man  aof  anderem  Wege  (z.  B.  dnich  Yersnche) 
schwerlich  dazu  gekommen  sein  würde. 

Man  ersieht  aas  dem  Vorigen,  dass  die  partikolaren  Integrale 
einer  partiellen  Differenzialgleichnng  sehr  mannig&Hige  Formen 
annehmen  können,  nnd  dass  ebendeswegen  die  Aufgabe  der  Integra- 
tion einer  solchen  Differenzialgleichimg  in  gewisser  Beziehung  etwas 
Unbestimmtes  hat.  Völlig  bestimmt  wird  die  Aufgabe  erst  dann, 
wenn  Nebenbedingungen  hinzutreten,  wie  sie  bei  den  physikalischen 
Anwendimgen  der  obigen  Differenzialgleichungen  in  der  Huit  vor- 
handen sind.  £s  kommt  in  solchen  Fällen  darauf  an,  dem  allge- 
meinen Integrale  gerade  die  Form  zu  ertheilen,  welche  sich  mit  den 
gegebenen  Nebenbedingungen  vertragt.  Beispiele  hierzu  enthalten 
die  folgenden  Paragraphen. 

f.  118. 
Fortsetzung. 

L     Die  gegebene  Differenzialgleichung  sei: 

mithin  u  eine  unbekannte^  Funktion  von  x  und  t;  man  soll  sie  so  be- 
stimmen, dass  sie  sich  für  t  =  0  auf  eitie  vorgeschriebene  Funktion 
von  d?,  etwa  ^(a?),  reduzirt  *). 


*)  Das  physikalische  Problem,  welches  die  Lösmig  der  obigen  Ao^be 
fordert,  ist  der  Anfang  der  mathematischen  Theorie  der  Warme  und  lautet 
iblgendermassen:  man  denke  sich  den  unendlichen  Baam  mit  einer  wärme- 
leitenden Substanz  angefüllt  nnd  so  erwürmt,  dass  in  allen  Punkten  einer 
auf  der  Abscissenachse  senkreöhten  Ebene  dieselbe  Temperatur  stattfindet, 
dass  aber  diese  Temperatur  von  einer  Ebene  zur  anderen  variirt,  wobei 
Vo  =  g>  (x)  die  Temperatur  sein  möge,  welche  die  in  der  Fntfemung  x  senk- 
recht auf  die  x  Achse  gestellte  Ebene  anfänglich,  d.  h.  zur  Zeit  Ncdl,  erhal- 
ten hat.  Wird  nun  der  Körper  sich  selbst  überlassen,  so  findet  eine  Tem- 
peraturenansgleichang  statt  und  am  Ende  der  Zeit  t  wird  in  jener  Ebene 
eine  Temperatur  v  herrschen,  welche  eine  Funktion  von  x  und  t  ist,  etwa 
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Da  die  obige  Differenzialgleichung  mit  der  unter  Nro.  9)  des 
vorigen  Paragraphen  verzeichneten  Differenzialgleichung  identisch 
ist,  so  können  wir  zufolge  von  Nro.  10)  die  Ausdrücke 

ui  =  «""*'**   ooaxm    und    u^  =  e"^^^^*  sinxm 


V  =•  i^(x, 0,  und  von  der  man  im  Voraus  weiss,  dass  sie  für  t  =  0  wie- 
der in  g)  (Je)  übergehen  muss.  Um  eine  zweite  Eigenschaft  derselben  ken- 
nen zu  lernen,  betrachten  wir  den  Gang  der  Temperaturenausgleichung 
näher. 

Als  Ursachen  der  verschiedenen  Temperaturen  eines  Körpers  gelten  die 
verschiedenen  Wärmemengen,  die  er  enthalten  kann;  rechnen  wir  letztere 
den  ersten  proportional  und  nennen  to  das  Wärmequantum,  welches  der  Mas- 
seneinheit zugeführt  werden  muss,  damit  ihre  Temperatur  von  0®  auf  t; 
Centesimalgrade  steige,  so  ist  to  =  Cv  und  dabei  C  ein  nur  von  der  Natur 
jener  Masse  abhängiger  Coefficient,  die  sogenannte  spezifische  Wärme  oder 
die  Wärme,  durch  deren  Aufiiahme  die  Temperatur  der  Masseneinheit  um 

V  erhöht  wird.  SoU  nicht  die  Einheit  der  Masse,  sondern  die  Masse  M 
auf  die  Temperatur  v  gebracht  werden,  so  ist  Mmal  mehr  Wärme,  d%  h. 
M  ,  Cv  erforderlich,  mithin  das  neue  Wärmequantum  TT  =  SV.  C», 
wenn  S  die  Dichtigkeit  und  V  das  Volumen  bedeutet.  Denken  wir  uns  den 
unendlichen  Baum  zusammengesetzt  aus  parallelen  Cylindem  oder  Prismen 
von  dem  gleichen  Querschnitte  (^ ,  deren  Längenrichtungen  mit  der  Richtung 
der  X  zusammen&llen,  so  brauchen  wir  nur  die  Wärmebewegung  in  einem 
solchen  Körper  zu  betrachten  und  dann  sind  die  Verhältnisse  folgende.  Die 
Temperatur  v,  welche  der  in  der  Entfernung  x  hegende  Querschnitt  q  am 
Ende  der  Zeit  t  hatte,  wird  sich  während  der  Zeit  dt  um  dv,  oder,  besser 

ausgedrückt,  um  "^^  dt    ändern;  dazu  gehört  nach  dem  Vorigen,  dass  das 

bv 
Volumenelement  qdx  die  Wärmemenge   Sqdx  .  C  r~~  dt    aufgenommen 

habe,  wobei  natürlicherweise  vorausgesetzt  ist,  dass  in  dem  ganzen  Volu- 
menelemente qdx  die  nämliche  Temperatur  v  herrsche,  wie  in  seinem  vor- 
deren Querschnitte  q,  —  Um  einen  zweiten  Ausdruck  für  dieselbe  Wärme- 
menge zu  finden,  betrachten  wir  zwei  getrennte  Querschnitte  q  und  q*  =  ^ 
in  den  Entfernungen  x  und  x'  <,  x^  mit  den  Temperaturen  v  und  &'  •<  v. 
Die  Temperaturenausgleichung  besieht  nun  darin ,  dass  Wärme  von  q  nach 
q*  (der  i^chtung  der  x  entgegen)  überströmt  und  zwar  um  so  mehr,  je 
grösser  der  entsendende  Querschnitt  q,  je  grösser  die  Temperaturdifferenz 
V — v'  und  je  kleiner  der  Abstand  x — x*  ist;  demnach  lässt  sich  die  wah- 
rend  der    Zeiteinheit    von    q    nach   q'   übergehende  Wärmemenge    durch 

v'  —  v' 
Kq  ■" — ~7  ausdrücken,   wo  der  Coefficient  K  die  sogenannte  innere  Lei- 

X  ""^  X 

tungsfähigkeit  der  Masse  bezeichnet.     Für  x'  =  x  —  dx^  v*  =  v  —  dv 

"bv  .  ^v  . 

=  t;  — r"  dx  geht  der  vorige  Ausdruck  m  Kq  T"    über    und   giebt   die 

O  So  ö  Sß 

« 

Wärmemenge  an,  welche  während  der  Zeiteinheit  aus  dem  vorderen  Quer- 
schnitte des  Elementes  q  in  den  nächstvorhergehenden,  nicht  mehr  zu  die- 
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als  partikul&re  Integrale  ansehen;  daraas  l&sst  sich  ein  drittes  Inte- 
gral bilden,  indem  man  u^  =:^  Uj  co8m^-\-Uf8mm^  setzt,  wo  d  eine 
willkürliche  Constante  bezeichnet     Der  nunmehrige  Ausdruck 

befriedigt  zwar  die  Differenzialgleichung  1),  geht  aber  für  t  =  0 
in  cos  (d^  —  x)  m  über ,  während  er  zu  tp  (a)  werden  sollte.  Aus 
cos(d^ — x)(0  lässt  sich  jedoch  q>(x)  herleiten,  und  zwar  mittelst  des 
Fourier*8chen  Satzes: 

3)  (p(a)  =  J     J  —  (pid^co8(^&—a!)(odmd», 

d.  h.  dadurch,  dass  man  cos  (-0"  —  x)(o  mit  - —  <p  (d)  da  dd'    multi- 

plizirt  und  nachher  zwischen  den  Grenzen  —  oo  und  -|-  oo  integrirt. 
Dieselben  Operationen  geben  auf  Us  angewendet : 


QO  ao 


4)  "  =  7      Je-^*'^\o8i^—a!)(o.j-<p(»)dmd», 

— oo    — oo 

und  dieser  Ausdruck  erfüllt  in  der  That  alle  Bedingungen.  Da 
nämlich  d"  und  (O  von  x  und  t  unabhängig  sind,  so  unterscheidet  sich 
das  Produkt 

5)  e-'^^'''*co8(d'—ä)ca.J^(p(d')d(odd' 


Bern  Elemente  gehörenden  Querschnitt  des  Cylinders  zurückweicht;  in  der 
Zeit  dt  verliert  daher  das  Volumenelement  qdx   die  aus  Deinem  vorderen 

Querschnitte  austretende  Wärmemenge  w  =^  Kq  z~  dt;  dagegen  nimmt  es 

0  Je 

durch  den  am  Ende  (m  der  Entfernung  x-^-dx  befindlichen)  Querschnitt  q 

Sir  ^v  T^^v 

Wärme  aui^  nämlich  to  +  t —  dx  =  Kq  T~  dt  -^  Kq  c— ^  dxdt.    Der 

Unterschied  beider  Wärmemengen  T"   dx   =  Kq  ^''^dxdt  bleibt  in  dem 

o  JC  V  X 

Volumenelemente  und  muss  der  Wärmemenge  gleich  sein,  welche  die  frü- 
her betrachtete  Temperaturerhöhung  des  Elementes  zur  Folge  hatte;  dem- 
nach ist  die  Differenzialgleichung  der  W'ärmebewegung 

Sü  •  "h^v 

BCq  T'  dx  dt  =  Kq  ^— j  dx  dt, 

oder  Sv  ^2^ 

Jt   ^^  T^' 

wobei  zur  Abkürzung  'g'p  ■-==  k  gesetzt  worden  ist.    Schreibt  man  u  f  ür  v, 

so  hat  man  die  im  Texte  angegebene  Differenzialgleichung. 
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nur  darin  von  u^ ,  dass  es  an  constanten  Faktoren  reicher  als  Uq  odei; 
von  der  Form  u^  .  Const,  ist.  £d  bildet  demnach  der  Aasdruck  in 
5)  gleichfalls,  ein  partikuläres  Integral  der  Gleichung  1),  mithin  ge- 
nügt auch  eine  Summe  unendlich  vieler  Glieder  von  der  Form  5), 
d.  h.  das  Doppelintegral  in  4),  der  ursprünglichen  Differenzialglei- 
chung ;  ausserdem  wird  für  ^  =  0  die  rechte  Seite  der  Gleichung  4) 
identisch  mit  dem  Doppelintegrale  in  Nro.  3) ,  folglich  u  =  q)  (j?). 
Der  Werth  von  u  gestaltet  sich  einfacher,  wenn  man  die  Beihepfolge 
der  Integrationen  umkehrt  und  in  der  nimmehrigen  Form: 

00  00 

u  =Y'    f9>(^)dd'fe—^^'^\osid'—a!)codco, 

00  00 

die  auf  CJ  bezügliche  Integration  mittelst  der  Formel 

00  00  -y —  6^ 

fe-''^\o8b(od(o  =  2Je'-^'^'co8b(od(o  =  T7^  e~ ^^ 

—  00  0 

ausführt;  man  erhält: 

/>  _  {»—xy 

- -.J 

Fühlt  man  endlich  eine  neue  Yariabele  ri  ein  mittelst  der  Sub- 
stitution 

(<9. j7)2  , — 

-?^-j^  =  i?s  d.  i. -^  =  ^+2ij  vr^ 

so  stellt  sich  u  unter  die  elegantere  Form : 

QO 

7)  u  =  "7^=  fe-"i\  (^+2ij  VTt)  dfi. 

Auch  hier  ist  die  Prüfong  sehr  leicht;  benutzt  man  für  u  die 
erste  Form  (Nro.  6),  so  findet  sich,  dass  u  der  Gleichung  1)  genügt ; 
aus  der  zweiten  Form  (Nro.  7)  geht  dagegen  hervor,  dass  für  *  =  0, 
u  =  9(«^)  wird. 

II.  Die  Differenzialgleichung  sei  wieder  die  nämliche,  die  ge- 
suchte Funktion  t^  aber  den  zwei  Bedingungen  unterworfen,  füri=0 
in  q>  (^)  überzugehen  und  für  o?  =  0  zu  verschwinden ,  was  auch,  t 
sein  möge  *). 

*)  Die  obigen  Bedingungen  entsprechen  in  der  Theorie  der  Wärme 
folgendem  FaUe.  Es  sei  der  unendliche  Baum  nur  auf  der  positiven  Seite 
der  X  mit  Masse  erfüllt  und  erwärmt  wie  vorhin,  an  der  Stelle  a;  =  0  aber 
begrenzt  durch  eine  Vertikalebene,  welche  mit  einer  Wärmequelle  so  in 
Verbindung  steht,  dass  jene  begrenzende  Ebene  fortwährend  auf  der  con- 
stanten Temperatur  c  erhalten  wird.  —  Im  Texte  steht  u  statt  der  Tem- 
peratur t;  und  sind  die  beiden  Fälle  c  =  0  und  c  ^  0  getrennt  behanddt. 
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Die  Yonge  Anflösung  iBi  jetzt  nicht  mehr  brauchbar,  weil  för 
j;  =  0  nidit  «  =  0  wird;  gehen  wir  aber  Ton  dem  partiknlären 
Integrale: 


%  =  «   "^  Mjem 


ans,  so  findet  diese  Eigensdiaft  bereits  statt  und  es  kommt  mir  dar- 
auf an,  ftir  t  =  0,  «  =  fp(s)  werden  zn  lassen.  Das  obige  «  giebt 
in  dem  genannten  Falle  smx0  statt  9>(x);  nm  letzteres  za  erhalteoi 
nehmen  wir  den  Satz: 

0    0 
za  Hfilfe  nnd  setzen : 

0  0 
was  sich  wie  froher  sehr  einÜMsh  dadorch  rechtfertigt,  dass  das  vor- 
stehende Doppelintegral  die  Snmme  einer  unendlichen  Menge  parti- 
kulärer Integrale  von  der  Form  Ui.ConsL^  mithin  selbst  eine  Auflo- 
sung der  Differenzialgleichung  1)  ist.  Kehrt  man  in  Nro.  8)  die 
Anordnung  der  Integrationen  um  und  zerlegt  das  doppelte  Sinus- 
produkt in  eine  Cosinusdifferenz,  so  wird: 

QC  QC 

u  =  —  lfp(9)d»  Je-^"^*  \co8(P—x)c}—cotC»-\-x)a\  da, 

0  0 

und  durch  Ausführung  der  auf  oi  bezüglichen  Integration: 

oder  auch  mittelst  einer  ähnlichen  Transformation  wie  vorhin: 

QC 

10)   M  =  -^  A--'?>(af  +  2il  V^kOdil 


X 

2Vht 


oo 


X 

Würde  etwas  allgemeiner  verlangt,  dass  u  =  ^(ß)  werde  für 
t  =  0,  dagegen  ti  =  c  für  «  =  0,  so  würde  man  u  —  c  :=  ü 
nehmen  und  hätte: 


V 
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mit  den  Nebenbedingongen  17  =  0  für  /p  =  0  und  ü  =2  ip(a)  —  e 
für  ^  ^  0 ;  diese  Bedingungen  sind  dieselben,  als  wenn  in  der  vori- 
gen Aufgabe  Z7  fär  m  und  (p(a)  —  c  für  q>  (x)  gesetzt  worden  wäre ; 
entwickelt  man  ü  nach  dieser  Bemerkung  aus  Formel  9),  so  ist  nach- 
her für  c(ie  neue  Aufgabe: 

Sei  beispielsweise  q)(ßi)  =  0;  es  ist  dann : 

u  =  o 4 \e       ^^'    -e       ^^'   \d», 


0 

00  ^QO 


=  ''-vtI/'"'"'"'-/'"^''"]' 


X 


+ 


iYki  2  VIT 

welchen  Aiudrack  man  leicht  auf  folgende  Form  bringt: 


12).)  „  =  .[l_^/,"'-;4  ' 

III.  Die  Differenzialgleichung  seiwi^er  dieselbe,  die  gesuchte 
Funktion  u  aber  den  drei  Bedingungen  unterworfen  für  t  =  0  in 
(p  (x)  übersmgfehen  und  sowohl  für  ^  =  0  als  für  j;  =  A  zu  ver- 
schwinden **).    Das  partikuläre  Integral : 


*)  Hieran  knüpft  sich  folgende  interessante  Folgerung.  Sotten  zwei  in 
verschiedenen  AbrtMnden  Xi  und  x^  lieg^dft  Punkte  in  verschiedenen  Zeiten 
f,  und  ti  dieselbe  Tepiperatar  v  »^  u  errdohen,  so  muss  in  jedem  Falle 
die  obere  Greme  de«  tttegrales  dieselbe,  mithin : 

yi  —  ^ 

sein;  daraus  folgt  die  Proportion: 


*1     •     *!l     "~~    "'l        •        8    9 


und  es  verhalten  sich  also  jene  Zeiten  wie  die  Quadrate  der  Entfernungen. 

*♦)  Die  zugehörige  physikalische  Aufgabe  lautet:  ein  Stab  von  geringem 
Querschnitte  q  und  der  Länge  X  sei  ursprünglich  auf  irgend  welche  Weise 
erwärmt  und  dann  m  ein  Mittel  von  der  constanten  Temperatur  Null  ver- 
setzt,  während  gleichzeitig  die  beiden  Enden  des  Stabes  ^auf  der  constanten 
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ift  hier  wieder  insofern  hrMoAhxr,  ab  es  far  x=0  den  Wertii  Null 
erhall;  damit  es  auch  far  x  =  1  rersdiwiDde,  d.  h.  jml«  =  0 


weide,  ms»  km  ciii  YielKa^es  r<m  M  sein,  also  m  =  -r— ,  wenaa 

eine  bdielnge  ganze  pootiTe  Zahl  bezeidincC.    Ans  dem  nunmeh- 
rigen partiknlaren  Inl^rale: 

-'(¥)'■ 


1 

kann  non  zwar  durch  Integration  die  allgemeine  Fotm  nidit  herge- 


Tempenitar  Null  erhaken  werden;  man  soll  &  Teayeiainr  r  eines  Ponk- 
tei  midi  der  Zeit  t  bestimmen.    Hat  sich  wie  früher  w  in  der  Zeit  dt  mn 

2v 

rr—  dt  geändert,  so  ist  die  WännesanahBK  des  Eli.BH.iilcs  qdx  dem  Abs- 

o  t 

dracfce  ^Cq  "TT  dx  dt  gleich.    AndererseitB  hat  das  FUement  qdx  dnrdi 

seine  Yorderffiiciie  die  Wirme  Kq  tj  dt  rciloreB,  dank  dielEstei^khc 

die  Wärme  Kg  ^  dt  +  Kq  jj^dx  dt  aniJBenommen,  «isserdem  aber 
dordi  Ansstrahhn^  m  das  umgehende  Ifittd  Warme  abg^eben.    Heisst 


H  die  Wärmenienge,  weldie  die  RücfaeneiDheit^der  Staboberfläche  während 
der  Zeheinheh  m  das  Mhtd  enthissen  wörder  wenn  der  Stah  die  constante 
Temperatur  1  bdneHe,  so  ist  die  WIvme,  wddie  die  Obecflüdie  m  des 
Elementes  qdx  in  der  Zeit  dt  bei  der  Tcoq^icntar  s  entfiEsst,  dem  Ans- 
dfBcke  Hmdtv  gleich,  oder  wenn  p  die  Peripherie  des  Stabes  beneishnet, 
SK  Bpv  dx  dt    Nach  Abzog  dieser  Wärme  Ueibt: 

9Cq  —dxdt  —  Kq  T—j-  dxdt  —  Hpvdxdt, 
oder: 

2t         ^3jr»-     ••*'' 

Hp 
wo  k  die  frühere  Bedmitong  bat  und  m  =  Q'jnT  ist      Dorch    Einfiihrang 

dner  neuen  Variabelen  u  mittelst  der  Snbetitotion :- 

V  =  ue 
▼ereinfacht  sich  die  obige  Differenzialgleichnng  and  wird*- 

Jt'^T7^' 
Da  femer  v  sowohl  für  x  ^  0^  a\»  für  x  =^  l  yersehirinden  soD,  so  nnifls 
u  dieselbe  Eigenschaft  besitzen;  für  /  =  0  wird  «  =  v  s:s  t^  ««  rC'). 
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leitet  werden,  weil  CJ  keine  stetig  veränderliche  Grösse  mehr  ist, 
wohl  aber  darf  man  eine  unendliche  Reihe  bilden,  deren  einzelne 
Glieder  die  verschiedenen  für  n  =  1 ,  2 ,  3  . . .  entstehenden  parti- 
kulärea  Integrale  sind.    Nehmen  wir  zur  Abkürzung : 

KIT = «. 

80  ist  das  allgemeine  Integral: 

1 3)  «= Ci  «-1*«'««^+ q, «- 2*«*  ««  ^ + Q  «-8'«'««-^ 

Für  t  =  0  soll  t*  in  9>  (o?)  übergehen ,  die  bis  jetzt  noch  willkür- 
lichen Constanten  (^  ^  Q ,  C^  etc.  müssen  daher  so  bestimmt  werden, 
dass  die  Gleichung: 

q>(ß)  =  CiBtn  -T-  +  Q«n  — r 1-  Q«n  — r 1-  .... 

stattfindet.  Der  Vergleich  mit  den  Formeln  3)  und  4)  in  §.  81  lie- 
fert diese  Bestimmung  augenblicklich;  es  ist  nämlich: 

l 

14)  C^  =  ^Jip  (d)  sin  ^d», 

0 
und  damit  die  Aufgabe  ToDständig  gelöst*). 


*)  Der  vorigen  Note  zufolge  ist  die  Temperatur  v  durch  die  Formel  be- 
stimmt: 

V  =  e-^  {c,  «-»'«' «n  ^  +  C,e-2'"  «r.^  + }.     ' 

Da  ExponenzialgriMsen  mit  quadratischen  Exponenten  ad  sich  schon  sehr 
rasch  abnehmen ,  so  kann  man  für  ein  einigennassen  grosses  i  die  Beihe 
auf  ihr  erstes  Glied  beschränken,  also:, 

seten.  Daraus  fiJgt  ein  interessantef.Geieti.  Für  dreiBadcte  in  den  Ent- 
fernungen I  -  «,  I,  I  +  «  mit  den  Temperaloren  »o  «'•i  »•  ergWjt  sich 
nämlich : 

-i <">  +  "f )  =  cot  2«.. 

es  steht  also  das  arithmetische  Afittel  der  Temperaturen  zwder  Punkte  zu 
der  Temperatur  äßs  mittleren  Punktes  in  einem  Verhältnisse,  welches  nur 
von  der  gegenseitigen  Entfernung  dieser  Punkte  abhängig  ist,  mithin  für 
verschiedene  I  und  Reiche  «  dasselbe  bleibt.  Die  Erfahrung  hat  dieses  Ge- 
setz beseitigt. 


d 


1)  :Li  —  j(j  r 


{.  119. 

Schlnia. 

All  letztet  Beispiel  diene  die  Bestimnning  deijenigen  Fmk- 
dcm  y  zweier  Variabelen  m  und  t,  welche  eniens  der  pvtiellen  Dil- 
ferenzialgleichiiDg : 

genfigt,  die  zweiten*  (Br  t  ^  0  in  die  gegd>eite  FtaiAlioa  9)  («) 
übergeht,  und  welche  endlich  noch  die  Eigenaeluft  bentzt,  dua  ihr 

partiell  nach  1  genommener  Differenzialqnotient  r^   för    (  ^  0    m 
einer  gleichfalls  vorgeschriebenen  Fanldion  ^(«J  wird*). 

Termöge  der  Identität  der  obigen  Differenxialgleichnng  mit 
der  unter  Nro.  6)  in  f.  117  betrachteten  Gleichung  wfirde  jf,  wenn 
es  Dur  an  die  Bedingung  1)  gebunden  wäre,  von  der  Form : 


*]  Die  Bewegung  MhwiDgender  Sauen  gndüb  m  UebereiDstiiiinuiiig 
mit  den  obigen  Bedingmigeii,  wie  man  wf  Ugende  Wcüe  aehoi  kann. 
Zwiachen  zwei  festen  Punkten  A  und  B  ist  öne  tinte  aosgespaunt,  deren 
Uüige  AB  =^  X  nnd  deren  Gewicbt  p  sein  möge;  dnrcb  irgend  weUie 
Mittel  bat  man  sie  aus  ihrer  nstöriic&A  geradünigen  Lage  heraus  in  die 
Form  riner  dorch  die  (Heichnng  9,  ^=  {p(x)  dargestellten  Corre  gebracht, 
jedem  ihrer  Pnnkle  eine  Anfangsgeschwindigkeit  ertbeih  und  öe  darauf  nch 
•elbst  überlassen.  Am  Ende  der  Zeit  (  mögen  AM  =  z  imd  MP  ^=  y 
(Flg.  64)  die  Coordinalen  eines  Pnnk- 
**■  ***■  tes  der  Saite  besodmen,  indem  sich 

I  derselbe  von  säuer  anräni^icben  La- 
I  ge   P,    nach    P  bew^t    hat;    ferner 
äAreAP  =  t,  UM-  =  dx,  PP" 

3s 
=  dg  =  -r—  dt,  nülbin  die  Maase 

des  Elemraries  F  P'  gleidi  -^    dt, 
wo  g  die  BescUeanignng  der  Schwere  bedeutet.    Nadi    bekannten  dynami- 

1)3« 

sehen  Friozipitn  ist  die  eine  Masse  J[fbewegendeEraft  =  M~r^,   also  im 

_P_  Äs    .      a*tf 
TOrliegenden  Fall  ^  —^  -r—  dx  -r— - ;  öe  muss  den  Kräften  gleicb  sem, 

welche  ans  der  Verbindung  des  Elemente«  PP'  mit  den  übrigen  Tbälen  d«r 
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sein ,  wo  0  und   ^  zwei  willkürliche  Funktionen  bezeichnen ;  zu- 
gleich ist: 

3)  ^  —  ^  {*'(«  +  xO  —  y  (a?— xO}. 

Um  die  Funktionen  0  und  W  den  weiteren  Bedingungen  der  Auf- 
gabe anzupassen,  setzen  wir  in  den  Gleichungen  2)  und  8)  t  =  0, 

indem  wir  beachten,  dass  in  diesem  Falle  ^  in  g>(x)  und  -r-^  in^(«) 

übergeht;  es  wird  so: 


Saite  herrühren.    Nennen  wir  Q  nnd  Q,  =  Q  -|-  ^ —  dx  die  in  den  Punk- 

ö  X 

ten  P  und  P'  nach  den  Richtangen  der  Tangenten  an  der  Cnrve  wirkenden 
Spannungen,  80  wird  das  Element  PP'  einerseits  von  der  Vertikaloompo- 
nente  der  Kraft  Q  herab-,  andererseits  von  der  Vertikalcomponente  der 
Spannung  Q,  hinaufgetrieben  und  es  steht  folglich  PP*  unter  der  Einwir- 
kung der  beiden  entgegengesetzt  wirkenden  Kräfte : 


Q  -r^  und  Q  + 


>u^y 


28  2a 

Die  Differenz  derselben  giebt  die  bewegende  Kralt  und  es  ist  daher : 

gl    2a!   2t^  2a! 

Um  diese  Dififerenzialgleiohung  zu  vereinfachen,  nehmen  wir  an,  dass  sich 
die  Saite  nur  wenig  von  der  geradlinigen  Form  entferne  mithin,  2x  für  28 
genommen  und  Q  als  constant  angesehen  werden  kann.    Dies  giebt: 

wobd  zur  Abküizung« 


-V 


«£i 


p 

gesetzt  worden  ist.  Die  entwickelte  Differenzialgleichung  muss  nun  so  in- 
tegrirt  werden,  dass  für  /  =  0  der  ursprüngfiche  Zustand  der  Saite  zum 
Vorschein  kommt ,  d.  h.  jf  in  ^o  =  gt?  (x)  übergeht,  und  dass  femer  die  am 

2y 
Ende  der  Zeit  t  vorhandene  Greschwindigkeit  "TT  des  Punktes  P  für  t=:0 

zu  der  An&ngsgeschwindigkeit  wird,  welche  Po  erhalten  hat  Heisst  dieselbe 
Vo  und  betrachtet  man  sie  als  verschieden  für  verschiedene  Punkte  der  Saite, 
so  ist  Vq  gleich  einer  gegebenen  Funktion  i//  (x)  der  Abscisse.  Endlich  müssen 
die  Endpunkte  A  und  B  der  Saite  fest  bleiben,  und  daraus  folgt,  dass  für 

X  ■=:  0  und  für  x  z=  X  immer  y  =  0  und  -r7=0  werden  muss,  was  auch 
t  sein  möge. 

Schlömilch,  Analysia.  85 
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<p(«)  =  «(«)  +  Vis),     ^  =  0>Cs)  —  3"(*); 

aus  der  zweiten  Gleichung  folgt  durch  Multiplikation  mit  da  und 
Integration: 

und  wenn  man  diese  Gleichung  mit  der  ersten  verbindet,  so  erhält 
man  9(«)  und  ^(^),  nämlich: 

Um  die  willkürliche  Constante  der  Integration  sichtbar   zu  machen, 
schreiben  wir  statt  der  vorigen  Gleichungen  die  folgenden: 


X 


0 

X 

0 
Lassen  wir  in  der  ersten  Formel  a?  -|-  xt,  in  der  zweiten  j?  —  xt 
an  die  Stelle  von  x  treten,  wobei  sich  C  nicht  ändert,  so  ergeben 
sich  0(x-\-xt)  imd  W(x — xQ,  und  das  gesuchte  Integral  ist  zu- 
folge von  Nro.  2)  und  nach  einer  kleinen  Reduktion: 

x+xt 

x—xt 
seine  Richtigkeit  könnte  auch  leicht  a  posteriori  bestätigt  werden. 

Wir  wollen  noch  die  Modifikation  untersuchen,  welche  die  vor- 
stehende Auflösung  in  dem  Falle  erleidet,  wo   man  die  zwei  neuen 

Bedingungen  hinzufügt,  dass  y  sowohl  als  :r-^  für  jedes  t  verschwin- 

den  sollen,  wenn  x  =  0  und  wenn  ^r  =  A  ist,  während  zugleich  x 
auf  das  Intervall  0  bis  A  beschränkt  bleiben  möge.  Damit  für  x=0 
der  obengefundene  Werth  von  u  verschwinde,  mus8  9(xt)-)-9(— xO 
=  0,  d.  h.  q)( — J)  =  —  9>(S)  sein,  ferner: 

xt 


f' 


-^xt 
mithin  i^( — 1)  =  —  1^(4).    Aus  der  Bedingung,  dass   fiir  «  =  A 
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gleichfalls  u  =  (y  werde ,  erhiit  man  auf  ähnliche  Weise  qp  (A  —  ^ 
=  —  9(^  +  0  und  ^(A  —  f)  =  —  ^(A-f-  Ö-    Dieselben  Bedin- 

gungen  finden  sich  wieder ,  wenn  :r*-  für  «  =  0  und  für  «  =  A  ver- 

schwinden  soll.  Besitzen  nun  die  Funktionen  g>  {ai)  und  ^  (a)  von 
Hause  aus  die  entwickelten  nöthigen  Eigenschaften,  so  ist  die  For- 
mel 4)  ohne  Weiteres  brauchbar;  findet  aber  der  goSiannte  günstige 
Umstand  nicht  statt,  so  kommt  es  darauf  an,  in  der  Formel  4)  statt 
9  (x)  und  ^  («)  ein  paar  aiKdere  Funktionen  q)i  (je)  und  ^i  (je)  zu 
setzen,  welche  für  A  ^  j0  ^  0  mit  jenen  identisch  sind,  ausserdem 
aber  jene  Eigenschaften  Besitzen.  Die  Auflosung  bestände  dann  in 
folgender  Gleichung: 

X — x< 
und  darin  muss  sein : 

q?i(a?)==9(^))  q)^{^jcy=z—q>^((ß),  (pi(k—x)=^—q>i{l+x\ 

Den  Bedingungen ,  welchen  die  Funktionen  g)i  (je)  und  ipi  (je)  unter- 
worfen sind,  genügen  folgende  Gleichungen: 

9^1  W  =  -^1  «w  "T — h-^2  «2W  -— T (-^8  «n — T"+ 

0 
il}i(x)  =z  Bisin—'jr-BiSin—T f-^3«m— r [-•.., 

7)  5^  =  j^Jt(»)8in^d^, 

wie  man  mittelst  der  Formeln  3)  und  4)  in  §.  81  augenblicklich 
übersieht ;  man  findet  vermöge  dieser  Substitutionen  aus  Nro.  5) : 

8)  y  =  Äi8%n  —  co8  -y--f--43«n — j— co« — z \-  .... 

+  5r^P^'^^T''^X^'  ''*'*~^''''""^'^"**'' 

Dasselbe  Resultat  kann   man  auch  unmittelbar  auf  folgendem 
Wege  erhalten.    Ein  partikuläres  Integral  derDifferenzialgleiclning: 

85* 

i 


i.  IIT.  H: 


mm^^mßmi 


«xs'f  aar« 


(Tmxt  tmxt  .        Ixs 


worsoi  noch  iolsr: 

+ 


Die  Coeffideni«]!^  und  C  iiiü<jM&  jcsii  39  beääuu  w«zd«m»  du«  5  m 
^p(x)  and  —  in  v(z)  übergeht,  sobald  t  =  0  gese«  wird:  da« 
■wfiri^pw  folgende  Oleiclningen  stttsänden: 
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.    nx  y        ,   %%x   ,    .    ,   Sä«    , 

—  i|;(a?)=Ci«»-r-  +  2C2«n — r— :-t-3Q«n — i 1- 

Die  Formeln  3)  und  4)  in  §.81  liefern  diese  Bestimmung,  nämlich: 


.  •  • 


0 


oder  auch: 


0 


0 
und  es  ist  demnach  die  in  der  Gleichung  9)  enthaltene  Auflösung 
mit  dem  unter  Nro.  8)  verzeichneten  Besultale  identisch*). 


*)  Giebt  man  in  den  Formeb  9)  und  10)  dem^  zwei  verschiedene  Werthe, 

von  denen  der  zweite  den  ersten  um  —  übertriflft,  so  ist  der  Zustand  der 
Saite  im  zweiten  Falle  derselbe  wie  im  ersten^  der  Ausdruck: 

li  =  2 l/iL 

«  V  </Q 

ist  daher  die  Daner  dner  voUstiindigenSohwingtuig;  sollen  n  soldier  Schwin- 
gungen in  der  Zeiteinheit  stattfinden,  so  folgt  als  SchwingungszaU: 

woraus  sich  die  Gesetze  über  die  Schwingungsmengen  versohiedener  Saiten 
leicht  ableiten  lassen.  Aul  den  Formeln  9)  und  10)  beruht  audi  die  Erklä- 
rung der  Schwingungsknoten,  auf  die  wir  nicht  nüher  eingehen  können. 


J^ 


r* 


/ 


'I 


Verbesserungen. 


Seite    39  Z.  12  v.  n.  mnss  der  zweite  Nenner  dj^,  der  dritte  d'  heiMen. 
42  letzte    Zeile    statt   —    J  r7=    lie^   -I-  l 


11 
>? 
n 

»1 
•» 

»1 


»;:i  Z.  «  V.  o.  statt  MS  nnd  P*S'  lies  PS  und  IfÄ. 

8C  Z.  3  V.  o.  i«t  hinter  ..sich*^  einzaschmlten  *  „in  manchen  Fiflen'^ 

111  Z-  7  V.  a.  statt  seiu  lies  sei. 

Hfl  Z.  2  V.  u.  statt    €eßyd  lies  a^. 

1C5  Z.  4  V.   o.   statt   -~j"  ^roifti'-|-i«fiti')  lies  "3"(c(Wm'  —  i«nii'.) 

170  Formel  13)  statt  ojs  lies  sin. 

230  Formel  2)  statt  +cx*  lies  —ex*. 

285  Z.  12  Y.  n.  ist  hinter  Sf^  einzuschalten  =  h  —  a. 

807  Z.  18  T.  n.  statt  dz  lies  (/z. 


#. 
7 


/ 


■  •  i-O-  •■-.•   :A 


